AM II.2 2019/20 (gr 3).
Zadania przygotowawcze do kolokwium

Aktualizacja: 5 maja 2020

1 Przejscia graniczne w calce

Zadanie 1. Oblicz granice

, 1 Inz\" 3
lim 1+— ) z72dx.

n—oo J,—n n

Zadanie 2. Oblicz granice

o0 1 n 2n
i [ (" +27)

n—oo Jg nx?

dx .

Zadanie 3. Oblicz granice

! n

lim —————dz.
n—oo Jy nr+x°+1

Zadanie 4. (trudniejsze) Niech f : [0, +00) — R bedzie funkcja ciagta i ograniczona.

Wykaz, ze

[Ty fl@), o7
hm/0 dz = 2f(0).

y—0 x2 + y2
Zadanie 5. Oblicz granice

2,2
lim In(z* + y*)

n—o00 {x2+y2§1} /x2+y2

Zadanie 6. Oblicz granice

lim
n—oo [ 4 n? |:1 ~ cos < /x2+y2+22):|

n

(=" + y™)d*(z, y).

V) 2 2. 0%

gdzie A = {(z,y,2) | 22 <a®> +y? + 22 <322, 22 +¢y2 + 22 < 1,2 > 0}.

Zadanie 7.

Niech A = {(z,y,2) € R¥ | 0 < 2? +y? < 1,0 < z < 2}. Oblicz granice

lim Zln [(zQ + 92)" 4 (22 + y2)_”] d*(z,y,2) .

n—o0 A n

Zadanie z kolokwium P.St.



Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Rozwigzanie: W istocie zadanie bardzo podobne co wezesniej fn(x) = Xo—n 1)(z) -

(1+ h’TZ)nm_% jest iloczynem 273 i dwoch funkeji rosnacych — X(o—n ;)(x) oraz (1+ Inz)™ " Granica
1
punktows ciagu jest funkcja catkowalna X[ 1)(x) - 7 2 ktorej catka wynosi 2.
In(2") _ In2
TLJJ2 - x

Zadanie 2. Rozwigzanie: Granica nie istnieje. Zauwazmy, ze fyp(z) > 5. Latwo sie

przekonad, ze funkcja ta nie jest calkowalna na przedziale [0, 1].

Zadanie 3. Rozwigzanie: Zauwazmy, ze f,(z) = jest ciagiem monotonicznie rosnacym

nz+’;5+1
do f(z) = i, co jest oczywiscie niecatkowalne na [0,1]. Gdyby granica lim, f[o 1] fn byla skoriczona
to funkcja f(z) bylaby catkowalna, a nie jest. Zatem granica jest +oo.

Zadanie 4. Rozwigzante: Zamieimy zmienne z = % Woéwczas mamy

y222+y2y o 22+1 Z .

/my-f(w)dx /°° y-flyz) . [T IRy

22 + g2 =

f(0)
1+22

1-&-% — korzystamy z ograniczonosci f. Z tw. Lebesgue’a granicy ciaggu calek jest catka z granicy
oo f(0) 1, — F(O)=

Jo 7 iede = S5

Zadanie 5. Rozwigzanie: Po zamianie na wspolrzedne biegunowe (r, ¢) mamy

Granica punktowsa jest — korzystamy tutaj z ciaglodci f i jest to zbieznos¢ zmajoryzowana przez

I, :/ ﬁ " (cos™ ¢+ sin™ ¢) - d*(r, B) ,

<17

Co latwo ograniczy¢ przez funkcje In(r?)2r, catkowalng na zbiorze zwartym [0,1] x [0,27] 3 (r,¢).
Mozemy zatem przejs$¢ do granicy punktowej korzystajac z tw. Lebesgue’a. Ta granica jest oczywisci 0.

Zadanie 6. Rozwigzanie:  Korzystajac z granicy elementarnej n? [1 — cos (%)} =9 % tatwo
pokazemy, ze granica punktowa ciaggu funkcji podcatkowych jest funkcja
. i 2v/x2 +y? 4 22 € 2e”* .
hIIl f’ﬂ(l7yz): Y 2 = - = .f()(xayvz) °
n—o0o (\/m) /$2 + yZ + 22
Zauwazmy ponadto, ze d.d.d. n it < 1 zachodzi n®[1—cos(L)] > % skad, poniewaz argument

kosinusa jest ograniczony przez 1 na rozpatrywanym zbiorze, mamy majorante rozpatrywanego ciagu
. de . . . . . .
réwng, Toteis = 2fo. Pokazemy teraz, ze funkcja fo jest calkowalna na A, skad bedzie wynikalo,
z24+y2 422

ze réwniez majoranta réwna 2fo jest catkowalna na A, a stad na mocy tw. Lebesgue’a o zbieznosci

zmajoryzowanej
lim/ fn:/limfn:/ fo .
n A A n A

Przejdzmy do wspotrzednych walcowych
O(r,¢,z) = (x =rcosg,y =rsing, z) ,
gdzie r € Ry, ¢ € (0,27) oraz z € R. Jakobian wynosi Jo(r,0,z) = r. Zbiéor A w tych wspo6trzednych

to @A) = {(r,d,2) | ¢ € (0,27),0 < 7r? + 22 < 327,02 + 22 < 1,z > 0}. Jak widzimy 0 <
r < min{yv/2z,v/1 — 22}. Ta nieréwno$¢ ma rozwiazania tylko gdy z € (0,1) i mamy r € (0,v/2z) dla



z € (0, %) oraz T € (0,v/1—2%) dla z € [%, 1). Wobec tego

2e” Fub.
p=[ i dme
o= s v e ™

V2z z
/ |:/ / \/% r drdz +/ / \/ﬁ T d'r'dz:| d¢ =
0 T z T

V2z 1
dz+27r/ 2e*\/r2 + 22
: I3
1

27r/ 2e”2( ?fl)dz+27r/ 2¢*(1 —z) dz = ... Wolfram.. .. =

1—22

dz =

S

21 72+z2

0

§\~

1

4

A (—1+V3+e \/361/‘/5>

Zadanie 7. Rozwigzante: Po zamianie na wspolrzedne walcowe i zastosowaniu tw. Fubini’ego

(funkcja jest ciagla i dodatnia, zbiér mierzalny (otwarty)) mamy
I, = / Zln [T_Q"(l + 7"4")] r dzdrde ,
BN
gdzie B = {r € (0,1),¢ € (0,27),z € (0,2)}. Mozemy latwo ograniczy¢ funkcje podcatkowa:
Zln [1"72”(1 + r4")] r=2 [—2nIn(r) + In(1 + 1"4”)} r=—2rlnr+ 2r In(1+7*") < —2rz+ 2zrin2 .
n n n

Jest to funkcja ciagla ograniczona na zbiorze otwartym i ograniczonym B, a wiec calkowalna. Z tw.
Lebesgue’a

n—-+oo n—+oo N

27
—2/ zdz-/ rinrdr- d¢:(—2)z—
0 0 0 2 1o

lim I, = / lim 1n[ (14" r dedrde = / —2zrInr dzdrdg =
B

2 2 1

T r -1

B T | o =(=2)-2- = .27 =271 .
[ 4+2nr}0 m = (-2) g m=2m




2 Twierdzenie Fubini’ego i zamiana zmiennych

Zadanie 1. Oblicz miare zbioru

B={(z,9,2) eR? |0<z,0<y,z+y<1,0<z<z’+9°}.

Zadanie 2. Oblicz catke

xT
g Py, 2)
/{m>0,y>1,z>1} 1+ (:Uyz)4

Wskazowka: [ 1_~_%dt = arctan(t).

Zadanie 3. Oblicz catke
[ e+ 9)(a - 20000 (a)
A

gdzie A C R? to réwnolegtobok o wierzchotkach (1,0), (3,1), (2,2) i (0,1).
Zadanie 4. Niech a < b bedg liczbami dodatnimi. Oblicz miare zbioru

Y
E:{(x,y)€R2\1§a;y§2,a§?§b}.

Zadanie 5. Oblicz catke
/ 'ty d*(z,y)
B

gdzie B = {(z,y) | %yQ <z < %yz,% <y< %}

Zadanie 6. Oblicz miarg zbioru A = {(z,y,2) € R® | 2,y > 0,2y < z, 2% + 24 < 2%2}.
Zadanie 7. Oblicz catke

1 pl—2vz4z
/ / T+ y+2y/zy dy dz
0o Jo

a) Uzywajac zamiany zmiennych x = s - cos*(t), y = s - sin*(¢).

b) uzywajac zamiany zmiennych ¢ = \/z, s = \/y.



Zadanie 8. Oblicz miare zbioru

C={(x,y,2) eR* |2+ 22 < 1,92+ 22 <1}.

Zadanie 9. Rozwazmy funkcje catkowalna f : [a,b] — R. Udowodnij, ze

2 [ ’ / " Fl) )y = ( / bf(ﬂf)dfr>

Zadanie 10. Rozwazmy funkcje f € L'([0,a]) i zdefiniujmy g(z) := [ @dt. Wykaz,

ze g jest funkcja catkowalna na [0,a] i ze zachodzi réwnosé

/[O,a] f(z)dx = /[o,a] g(x)dz .

2



Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1.

Rozwigzanie: Mamy do czynienia ze zbiorem otwartym, a wiec mierzalnym. Ponadto tatwo sprawdzi¢,
ze B jest ograniczony. Funkcja charakterystyczna Xp jest zatem calkowalna i mozemy uzywaé tw.
Fubini’ego. Ktadac A = {(z,y) € R* | 0 < 2,0 < y,z + y < 1} mamy:

)2 [ ( / o dz) P = (@) @) = [ ([ ) ay)ae =

1—x

R S T P

Zadanie 2.

Rozwigzanie: Funkcja jest ciagla i dodatnia, a zbior otwarty (mierzalny), zatem liczy¢ calke iterowana
na mocy twierdzenia Tonelli’ego. Wskazéwka sugeruje, aby sprébowa¢ zobaczy¢ w rozwazanej calce catke

z funkcji ﬁ Tak bedzie, jesli podstawimy na przyktad (zyz)* = t>. Mamy

7 Fub. 22 _ 2 _ 1 _
/ / {/ wyz) dm} dydz = ‘t— (yz)? - 2%, dt = (y2)*2z dz, = dz = 2(yz)2dt =
1 © 1 1
/ / {/o y22 1+t2 dt] dydz = §arctan ’ / / —2—2dydz7
<1 mf=1\|® [(—1\|~ =«
T/l 2 dy'/l :zdz—z(7>\1 '(7)\0 =7

Zadanie 3. Rozwigzanie: Posta¢ funkcji i zbioru sugeruje, aby uzy¢ podstawienia

D:(z,y)— (s=z+y,t=x—2y)

i skorzysta¢ ze wzoru na zamiane zmiennych w catce.
Sposob 1 (przechodzimy od zmiennych (z,y) do zmiennych (s,t)). Bedziemy chcieli zastosowac¢ wzor

/ F(@(2,y)) - Ja(e,y) d*(z,y) :/ Fls,t) d*(s,1) -

A o(A)

Jakobian odwzorowania ® wynosi Jg(z,y) = |det d®(z,y)| = | det (1 _12) | = 3, a obrazem dziedziny
jest prostokat ®(A) = {(s,t) | s € (1,4),t € (—=2,1)}. Zauwazmy, ze

In(z +y)(z — 2y)° = f(@(z,y))Jo(z,y) = flz+y,2 —2y) 3,

gdzie f(s,t) = % 1In(s)t*>. Wobec tego

:/Aln(x-l—y)(x—Qy)Q dQ(x,y):/;)< F(s,t) d*(s tF“b// In (s t dt ds =

4 t31
- — =...=8ln2-3.
1 9.,

(slns—s)‘

Sposob 2 (przechodzimy od zmiennych (s,t) do zmiennych (z,y)). Bedziemy uzywali odwrotnej zamiany
zmiennych

U(t,s) = (z,y) = (%(2& +1), %(a - t)) .



Chcemy zastosowac wzor
[ R0 dusn @ = [ fa) ).
wi-(4)

dziedziny jest prostokat ¥~

Jakobian odwzorowania ¥ wynosi Jy (s,t) = |det dU(s, t)| = | det (f;g 711/?3)
(A) ={(s,t) | s€ (1,4),t € (—2,1)}. Zatem

1= [ m@+)e -2 e = |

%, a przeciwobrazem

In(s)t? Ju(s,t) d2(s,t) "2 / / In (s 7t dt ds =8In2 — 3
w1(A)

Zadanie 4.

Rozwigzanie:  Postaé¢ zbioru sugeruje, aby uzy¢ podstawienia t = xy, s %. Przeksztalceniem

odwrotnym jest

Jego jakobian wynosi

L (t,8) (:1:— (t/s)"2,y (t25)1/3) .

1 +1/3 1
2/3.1/3 T 344/3
Jo(t,s) = | det <3t2/5173/ t325/3/ ) |=—

3t1/3 352/3 38
za§ @~ H(E) = {(t,s) | t € [1,2],s € [a,b]}. Ze wzoru na zamiang zmiennych

271 rb
ub. 1 1 b
AQ(E):/ 1d2(x,y):/ 1 Jo(t, s) d2(t,s):/ 1L, )F:b/ [/ —ds} dt:fln<f> .
E q)—l(E) 1(E) 3s 1 a 3s 3
Sposéb 2. Mozemy tez rozwiazac¢ uzywajac odwrotnej zamiany zmiennych

U (z,y) — (t=zy,s = 5—2)

Jej Jakobianem jest

Ju,@,y):met(i i)\zﬁ.
3

x 1)2
Ze wzoru na zamiane zmiennych

[ 1) Fua) ) = [ I ).

Szukamy teraz takiej funkcji f aby catka po lewej stronie data A\2(E) = [, 1d*(z,y)
2
1, skad f(¥(z,9) = 7otoy = 5, =

z,y), awiee f(¥(z,y)) Ju(z,y) =
35(1 - Wobec tego f(t, 5) =i

35 1 mamy

' 1 5 1 b
)\Q(E):/ —d(t,s):...zfln<7) .
V(E) 3s 3 a
Zadanie 5. Rozwigzanie: Uzyjemy podstawienia

2
D (z,y) — <5=my,t:y;) .

Jego jakobian wynosi



za$ ®(B) = {(s,t) | s € (1,2),t € (2,3)}. Ponadto z'y = 1z % = i(xy)® (%)_2 su?
f(@(z,y)) Ja(

z,y), gdzie f(s,t) = 1s* 2. Z twierdzenia o zamianie zmiennej w calce:

I=/Bx4y dZ(x,w:/Bf(@(x,y)) Jaey) o) = [ 60 ds) —// £72 dt ds =

®(B)
11 | )
34 t |, o 24 °
Sposob 2. Innym sposobem jest odwrocenie zaleznosci s = zy, t = £~ co prowadzi do podstawienia

U (t,s) — (m = (52/t)1/3,y = (st)1/3>
o Jakobianie

$2/3 2 1
4/3 3¢1/341/3
Jq/(t,S)Zdet< ”// “t/l/g/ ):St'
3t2/3 3s52/3
Ze wzoru na zamiane zmiennych

2\ 4/3
/ 2ty d(z,y) = / ot 5)%y(t, 5) Ju(t,5) d2(t,5) = / E) 0 L s =
B B \Ilfl(B) B \Ilfl(B) t 3t

3
S 2 5
S Rts) == 2.
A—1<B> 3t2 24

Zadanie 6. Rozwigzante: Mamy do czynienia ze zbiorem otwartym, a wiec mierzalnym, wobec
czego A3(A) = fA 1 mozemy liczy¢ z twierdzenia Fubini’ego i wykonaé¢ najpierw catkowanie po y:

)\3(14):/3 [/{)Z/zdy} dQ(x,z)szng(x,z),

gdzie B jest zbiorem tych (x,z) € R? dla ktorych istnieje jakies y takie, ze (x,y,2) € A. Latwo
zauwazy¢, ze wobec warunku z > 0 nieréwnos$¢ 0 < y < £ ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy
z > 0. Wnioskujemy stad, ze B = {(z,2) € R? | z,2 > 0,2 4+ 2" < 2?2}. Teraz sa co najmniej dwa
sposoby rozwiazania.

Sposob sprytny. Przeksztalémy z* + 2% < 222 na é + ;—; < 11iuzyjmy podstawienia t = é oraz s = ;—;
Odwracajac te zalezno$¢ mamy:

W:(t,s)%(w:m,z:\/g) .

Przeciwdziedzing jest trojkat U—'(B) = {(t,s) | t,s > 0,t + s < 1}, za$ jakobian wynosi

3s1/4 3/4 (174
Ju(t,s) = | det 42511//24 4:-13//24 | =

] /4 -
2151/2 231/2 45 /
Stad
S 2t ) ) / (/26172 41/4 )
/B . (z,2) /1/ 5y 2(05) w(t,s) d°(t, s) wo1(p) 3/As1/4 451/ (t,s)
R 1
d(t,s) = = X(¥ (B)) == .
/ l(B) 4: 8



Spos6b mniej sprytny. Mozemy rozwiaza¢ nierownosé bi-kwadratowa na « wzgledem z dochodzac do

z 22 z z2
I T4 4= Z .4
\/2 V2 Z’\/2+V4 :

co daje zbior niepusty tylko dla z € (0, %) Wykonajmy teraz catkowanie

1 1 e=\/Z+~ 1 >4/ 7 —
f:/idQ(x,Z):F;b'/z {/ Ed.l}d,z:/zzlnac dz:/zzln B S S
B 0 . T 0 x=\/Z— /- 0 %_ % .

1

1 + i*ZA 1 1 1 )
l/221n LI B —— dZ:7/ZZIH(M)(12:‘w:422,dw:82d2
2 Jo 22 _ 4 2 Jo 1—+1—4z22

1

i 1ln 71+ l-w
16 1—+1—w

[SIRNY

[SIEN

) dw = ... Wolfram ... = % .

Zadanie 7. Rozwigzanie: Punkt (a). Zauwazmy, ze mamy do czynienia z caltky z funkcji (v +./)?
po zbiorze A = {(z,y) | z,y > 0,/z+/y < 1} - warunek 0 < y < 1-2/z+2 = (1—/z)* prowadzi do
VY + vz < 1. Jakobian przeksztalcenia @ : (t,s) — (z = s - cos*(t),y = s - sin*(t)) to 4scos®(t)sin®(t).

W tych zmiennych /z + /§ = /scos®(t) + /ssin’(t) = /s, wiec (vZ + /¥)® = s. Przeciwdziedzing
jest ®1(A) = {(s,t) | s € [0,1],¢ € [0,7/2]}. Stosujac twierdzenie o zamianie zmiennych dostajemy

/:4(\/54- VY)? d(z,y) :/ s 4scos’ (t)sin’(t) d*(t, s) Fu—b 4/ s2ds - / cos®(t) sin®(t)dt =

®=1(4)
52 Lors
43 / (1 — sin? (¢)) sin®(t) cos(t)dt = ‘u = sin(t),du = cost dt| =
0o
4 ! oy 3 41 1
- 1-— =...=-c-—===.
3/0 (1= w)u” du 312 9

Punkt (b). Jakobian przeksztalcenia ¥ : (z,y) — (t = /z,s = \/y) to ﬁ, zatem
212 podst. 2 2 1
[ e virae = [ (e v avam ed e [ s @) == g
A 4z w(A) 9

gdzie A = {(z,y) | € [0,1],y € [0,(1 = v2)*]} = {(z,9) | 2,y = 0,z + \/§ < 1}, zas U(4) =
{(t,s) | t,s >0,t+s < 1}.

Zadanie 8.

Rozwigzanie: Sposoéb szybki. Musimy policzy¢ catke j( 1 — jest to funkcja ciagla ograniczona, C jest
oczywiscie zbiorem ograniczonym, a zatem X¢ jest funkcja caltkowalna, wiec mozemy stosowaé twierdze-
nie Fubini’ego. Zauwazmy, ze jesli (z,y,2) € C to 2%, y* < 1 — 22, a zatem z,y € (—V1 — 22,1 — 22).
Ponadto nieréwnosci 2%, y* < 1 — 22 maja rozwiazania wtedy i tylko wtedy gdy z € (—1,1) Mamy zatem

0@ = [ W™ [ ([ ) afae= [ (2 5)
4‘/;11 (1—2?) dz:4(z—%3) )11242<1—%> :%6.



Przekombinowany sposéb prowadzacego ¢wiczenia. Zacznijmy od policzenia nastepujacej catki

Q/Mdy :‘y:sin¢>, dy = cos ¢ dq&‘ :2/\/1fsin2¢cos¢ d¢:/20052¢d¢: )2cosz¢:cos(2¢)+1

/[cos(2¢>)+1] d¢:¢+%sin2q§:¢+sin¢ cos ¢ = arcsiny + y/1 —y? .

Teraz liczymy korzystajac z twierdzenia Fubini’ego (zbior jest otwarty (mierzalny) i ograniczony)
1 1 1 /122
13(C) Fu=b'/ / / dz dy dx:/ / 24/1 —y2dy dz wék'/ [arcsin(y)er\/lny] dx =
—1Jy2<1—22 J22<1—92 —1Jy2<1—22 -1 —V1-a?
1 1
2/ arcsin /1 — 22 + /1 — 22?|z| dz = 4/ arcsin /1 — 22 + /1 — 2?|z| dz =
-1 0
1 1
4/ arcsin\/l—x2da:—|—4/ V1—2ax2z doe =: 41, + 41> .
0 0

Dokonczmy rachunki

1 0 z )
I :/ arcsiny/1 — 22 da = 'm =cos¢, do = —sin¢ dd)’ = / arcsin(sin ¢)(—sin ¢) d¢ = /2 ¢ sin ¢ do cagiel
0 z 0

2
=1 oraz
0

sin(¢) — ¢ cos(¢)
IQ:/1 V1-— 22z dx:f%(lfxz)g/z‘lzl.
0

o 3

Ostatecznie I3(C) = 41 + 41, =4+ % = %.

Zadanie 9. Rozwigzanie: Stosujac twierdzenie Fubini’ego (dlaczego mozna?) latwo uzasadnié, ze

f: f; f(x)f(y)dydz to catka z funkcji F(z,y) := f(x)f(y) po trojkacie Ays, = {(z,y) ER* | b >y >
x > a}. Zamieniajac nazwy z i y dostaniemy, ze jest to réwniez calka z funkcji F(z,y) := f(z)f(y) po
trojkacie Aysy = {(z,y) €R? | b> 2 >y > a}. Zatem

2/A F:/A F+/A F:/[a,bleF“E“i (Lbf(x)dx>2 .

Zadanie 10. Rozwigzanie: Przy zalozeniu, ze mozemy stosowaé tw. Fubini’ego mamy

f(t) f(t) Fub. f(t) 2 Fub.
dz = W | de = O PEACE A F L AP AQRC I
v/[O,a] g(m) v [0,&] |: [z,a] t t:| v »/[O,a] |:[0,a] X[ ' ](t) t t:| v A t (t x)

/ { m] Y
0,0 [Ji0,7 ¢ [0,a]

gdzie A = {(t,x) € [0,a])® | t > x}. Zauwazmy Ze powyzsza réownos¢ mozemy zastosowaé¢ do funkcji

y>x y>x >y

|f| i liczy¢ calke iterowana z funkcji mierzalnej i dodatniej uzywajac tw. Tonelli'ego bez sprawdzania
catkowalnosci. Poniewaz wynikiem jest catka skoriczona to analogiczna funkcja g rozpatrywana dla |f]

jest calkowalna, a stad tez i wyj$ciowa funkcja bedzie catkowalna, gdyz oczywidcie |g| < g.



3 Pozostale tematy dotyczace calkowania — calkowalnosé,
calka z parametrem, splot

Zadanie 1. Czy funkcja f(z,y) = e jest calkowalna na R2?

~

Zadanie 2. Dla funkcji calkowalnej f : R — R okreslamy f(£) := [, f(x)sin(éz)da.
Wrykaz, ze:

a) f: R — R jest ciagta i ograniczona.
b) Jesli f,, = f w normie L;(R), to ﬁ — fjednostajnie.

c¢) Dla f = X[o 5], funkcja J?nie jest catkowalna na R.

Zadanie 3. Dla a > 0 oblicz pochodna funkcji
© 1 _ e—ax2
g(a) :/0 de.

a nastepnie wyznacz funkcje g(a).
Zadanie 4. Rozwazmy fo(t) := Xjo)(t) i zdefiniujmy indukcyjnie f,, = fo * fn_1.

Udowodnij, ze

a) Nosnik f, jest zawarty w [0,n+ 1] (nosnikiem funkcji f nazywamy domkniecie zbioru

{z | f(z) #0})
b) fn = 0.

¢) fnnakazdym przedziale [k, k+1], gdzie k € Z jest wielomianem stopnia nie wiekszego
niz n.

d) fn jest klasy C"~1, dla n > 1.



Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Rozwigzanie: Nie. Funkcja jest stalego znaku, mozemy wiec zastosowaé tw. Tonelli’ego
i dostajemy

_ _ —1 _,,|e=te 1
/ ezde(x,y):/ / ezydxdy:/ —e Y dy:/ —dy = 400 .
R% Ry Jry Ry Y z=0 Ry ¥
Podobnie dowodzi sie uzywajac podstawienia biegunowego.
Zadanie 2. Rozwigzanie: a) Funkcja sin jest ciggla, zatem dla & — & mamy zbiezno$¢ punktowsy

f(z)sin(éx) — f(z)sin(&ox). Z kolei rodzine funkcji |f(z)sin(éz)| mozemy wspélnie oszacowaé z gory
przez funkcje catkowalna |f(z)|. Zatem z tw. Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej

~

fle) = / f(z) sin(ez)dz 5 / f(z) sin(goz)dz = (o) |

a wiec mamy cigglosé. Ponadto |f(§)| < [ |f(x)|dz, skad mamy ograniczonosc.
b) 1Fa(&) = FOI < Ji [fa(@) = f(@)] - [sin(é@)|dz < [, [fa(@) = f(@)|dz = || fo = f]lL1(z) i oszacowanie

nie zalezy od &.

c) Mozemy prosto obliczy¢, ze dla f = X[ ) mamy fA(f) = 17%5(5”) Trzeba pokazaé ze jest to funkcja
niecatkowalna. Zauwazmy, 7e dla £ = (k+ 3), gdzie k € N wartos¢ funkcji wynosi ¢ ~ . Podobnie

istnieje € > 0 i stala ¢ > 0 taka, ze jedli [ — (k+ 1) | < € to f(f) > ¢ Sumujac wktady do calki od
wszystkich takich £ dla wszystkich k € N otrzymamy szereg rozbiezny.

Zadanie 3. Rozwigzanie: Odp: g'(a) = 2‘\//;5. Stosujemy twierdzenie o rézniczkowaniu pod
—ax?

znakiem calki. Kladac f(z,a) := =5;— mamy |f(z,a)| < min{a, 5}, co jest calkowalne na R.

Dla a € (g, +00), € > 0, mamy |W| = 9% < e‘ff”?, a wiec wspolne ograniczenie przez funkcje

catkowalna. Stad mozemy wej$¢ z pochodna pod catke na kazdym przedziale (g, +00). Mamy

2
P G A s W R
5as@) = | a<x) dr= [ do=-=37"

Odcatkowujac ¢'(a) = 2*{/7% dostajemy g(a) = /7 - a+C dla a > 0. Ciagloi¢ g(a) w zerze latwo uzasadnié

z tw. Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej i oszacowania | f(z,a)| < min{a, 25 }. Oczywiscie g(0) =0,
stad C = 0. Ostatecznie g(a) = /7 - a.
Zadanie 4. Rozwigzanie: a) Latwo sprawdzié, ze supp(f * g) C supp(f) + supp(g), supp oznacza
tutaj nosnik funkcji, za§ + sume algebraiczna zbior6w. Istotnie, zalozmy, ze = ¢ supp(f) + supp(g).
Wowczas

fro@) = [ 1wtz -vdy= [ st~y

JR supp f

Ustalmy teraz y € supp f, gdyby g(x—y) # 0, to z—y € supp g, a zatem = = y+(z—y) € supp f+supp g,
wbrew zalozeniu. Oznacza to, ze dla kazdego elementu y € supp f mamy f(y)g(z —y) = 0, a stad
fxg(x) =0.
b) splot funkcji nieujemnych jest nieujemny — catkujemy iloczyn funkcji nieujemnych.
¢) indukcyjnie: fn(z) = fol fo—i(x — t)dt — dla = € [k,k + 1] calkujemy wielomian, wynikiem jest
wielomian wyzszego stopnia.
d) indukcyjnie: frn(z) = f;“ fn—1(t)dt = Fpo_i(xz+1) — Fro—1(z), gdzie F,,—1 oznacza funkcje pierwotna
fa—1. Jesli f,_1 bylo klasy C" 2 to Fy,_1 jest klasy C™ .



4 Miara i calka powierzchniowa
Zadanie 1. Krzywa v jest zadana we wspolrzednych sferycznych

(x,y,2) = (rcos [ cosd,rcos sin ¢, rsin 3)

adsie r € Ry, B € (—5,3) i ¢ € (0,2r); zaleimoscia v = {(r(t), B(1), 6(1)) | t € [a,b]}.
Wrykaz, ze

I(7) = / VIOZ+ (02 (B2 + o (B (0)7) dt .

[a,b]
Zadanie 2. Oblicz dlugoé¢ krzywych

a) v ={(3t,3t*,2t%) | t € [0,1]},

b) n={(etcost,e tsint,e?) |t € Ry}.

Wyznacz potozenie §rodka ciezkosei tych krzywych.

Zadanie 3. Oblicz miare powierzchniows torusa T = {(x,y,2,t) € R* | 22 + ¢? =
R?,22 2 =2} CR%,

Zadanie 4. Oblicz powierzchnie zbioru ¥ = {(z,y,2) € R3 | e + 7% = 2 — V/3y,0 <

y<xz<l1}
Zadanie 5. Oblicz catke powierzchniowa

z
d2
/Z\/l—l—?za ’

gdzie ¥ = {(z,y,2) € R? | 2z = 2% + ¢y < /z}.

Zadanie 6. Niech f(x) = (1—2%/?)3/2 2 € [0,1]. Obliczy¢ pole powierzchni S powstalej
w wyniku pelnego obrotu wykresu funkcji f wokot osi OX.

Zadanie 7. Oblicz $rednig wartos¢ funkcji

a) f(x) = dist(x,0)?,
b) g(x) = dist(z,0Z)?

na torusie T2 = {(z,v,2) | (/22 + 92 — R)?> + 22 = r?} C R3, gdzie przyjmujemy
R>r>0.

Zadanie 8. Na powierzchni walca W = {(z,v,2) | 22 + 3% = 1,0 < z < 1} lezy zbiér
A, mierzalny wzgledem miary powierzchniowej oo na W. Polozmy Aoy = AN{z <t} i
zdefinujmy f(t) := 09(A<t). Wykaz, ze

/Olf(t)dt _ /4(1 _ 2)dos



Zadanie 9. (trudniejsze) Rozwazmy krzywa gladks v C R? zawarta w plaszczyznie
z = histozek powstaly przez polaczenie punktow tej krzywej z punktem (0, 0,0). Wykaz,
ze powierzchnia tak otrzymanego stozka jest nie mniejsza niz % h l(7), gdzie () oznacza
dtugos¢ wyjséciowej krzywej. Znajdz wszystkie krzywe dla ktérych zachodzi réwnosé.



Odpowiedzi i wskazowki:
Zadanie 1.

Rozwigzanie: Rozwazmy parametryzacje krzywej

v it (rcosfcose,rcosBsing,rsinB)(t) .
Pochodna wynosi

@(t) =r cos Bcos — 3 rsinBcosp — ¢ T cos Bsin g,

y(t) =rcosBsin¢g — B rsin Bsin ¢ + ¢r cos B cos b,

2(t) =rsinf — B rcosp .
Stad

B(6)* +9(6) +2() = ... =
Po scalowaniu dostajemy teze.

#0707 (B + o (BW)0)’) -
Zadanie 2.

Rozwigzanie: a) 4(t) = [3, 6, 6t%], wobec czego

Musimy zatem policzy¢ calke

det(dy())Tdv(t)) = |5(t)]| = /3% + (6t)% + (612)2 = 31/1 + 412 + 4t* = 3/(1 + 2t2)2 = 3(1 + 2t7) .

1 1
l(v):/ldm:/ 1~3(2t2+1)dt:3(gt2+t)‘ —5.
5 0 3 0

Srodek masy liczymy podobnie

1 _ 1t 2 5,3 2 _ 1 2.4 1,
{r) _W/W[I’%Z] da1—g/0 [3t, 3t ’2t]3(1+2t>dt_5 9

1t +2t),9(5t +3t>,6<6
(9§l>

5725710

b) 7(t) = e *[—sint — cost,cost —sint, —1], stad ||5(t)|| = vVe~2t3 = v/3e*. Wobec tego

l(n):/ldm: V3e tdt =3 .
n Ry
Zauwazmy, ze S [(
(—Zcost+ tsint)e”

* oraz [sint e * dt = (—1cost — Zsint) e *". Wobec tego $rodek masy to

1 —t . —t /+°° . —ot <2 1 1)
= — e ‘(cost,sint, 1)V3e ' dt = cost,sint, 1)e dt=1=,=,=| .
VI ) [ ) Y

(r)

Zadanie 3. Rozwigzanie:

Rozwazmy parametryzacje torusa

®: (a, ) — (Rcosa, Rsina,rcos 3, rsinj3)
gdzie o, 8 € (0,27). Mamy v; := d®[eq]

[~ sin «, cos a, 0, 0] oraz v2 := d®[eg] = r[0,0, —sin 3, cos ],
skad (v1,v1) = R?, (v1,v2) = 0 oraz (ve,v2) = 2. Stad juz tatwo wyliczymy, ze odpowiedni wyznacznik
Gramma réwny r - R. Zatem

ag(T):/ r- R d*(af) = 2nR- 277 .
(0,27)2

Co ciekawe dostali$my taki sam wynik jak dla torusa w R®!
Zadanie 4. Rozwigzanie:

Mamy naturalng parametryzacje powierzchni o

Acost+ Bsint)e '] = ((—24+B) cost+(—A—2B)sint)e” >, skad [cost e *" dt =

0

1



D (z,y) — (z,y,e" +e T+ V3y)

gdzie 0 < y < & < 1. Policzmy pochodng tej parametryzacji ei1;= d®leg] = [1,0,e” — e ] i eg :=
d®le,] = [0,1,v3]. Stad (e1,e1) = €** +e72* — 1, {e1,e2) = V/3(e¥ — e~ %) oraz (e2,e2) = 4. Stad
wyznacznik Gramma wynosi 4 (€** + ™" — 1) —3(e" —e™")? = e*" +2+¢ > = (" + e *)°. Pozostaje
policzy¢ catke

1 T 1
02(2):/ (e” +e ") d*(z,y) Flib'/ / (e"+e™ ") dydx:/ z(e®+e *) dx =
0<y<z<1 o Jo 0
1
:(6767171>7(0717071):272.

(xez —e —zxe ® — efz)

0 (& € €

Zadanie 5. Rozwigzanie:  Rozwazana powierzchnia jest wykresem funkcji f(z,y) = #

nad zbiorem D = {(z,y) | 2> + ¥*> < /z}. Z postaci zbioru wida¢, ze wygodnie bedzie przejs¢ do
wspolrzednych biegunowych © = r cos¢, y = r sin¢. Wowczas nasza parametryzacja powierzchni ¥
ma postac

D:(r,¢) —> (r cos ¢, r sind),g) ,

a jej dziedzing jest zbior U = {(r,¢) | r® < cos ¢, ¢ € (—%, %)} Warunek na kat ¢ odpowiada warunkowi
cos ¢ > 0. Policzmy wyznacznik Gramma odpowiedniej parametryzacji: ey := d®[e,] = [cos ¢, sin ¢, 7],
e := d®[ey] = r[—sin ¢, cos ¢,0]. Mamy (e1,e1) = 1472, {e1, e2) = 0 oraz (e2, e2) = r?, skad odpowiedni

wyznacznik wynosi r v/1 + r2. Pozostaje policzy¢ calke:

2
r2 1 ub.
/E\/H—TZZdO'Q :/U \/1—577“\/14—77“2 d*(r, ¢) = E/UT2 d(r,0) "2

1 (% 9 1 /% 1 12
— r°dr d¢ = — —cospdodp = —= =
\/i /72" /{’r3<cos¢>} (b \/5 _z 3 d) d) 2 3

s
2

V2
5

Zadanie 6. Rozwigzanie: Skorzystamy z reguly Pappusa-Guldina opisujacej pole figury powstalej

przez obrot wykresu funkcji:

02(S) = 27r/0 flx) -1+ f'(x)? dz .

. . _ _g2/3y1/ .
W naszej sytuacji f(z) = (1 —2%?)%/? skad f'(z) = 31— /312 2 (—x 1/3) = %, a wiec
— 22/ . . .
1+ fl(x)? =1+ (IT/Z?,S) = m21/3. Policzmy teraz pole powierzchni:

1 1
o2(5) :27T/ f(z) /14 f'(z)? do = 27r/ (1— 2?32 p71/3 qg = ’y =1-2%% dy= —% 2”3 Az| =
0 0
0

2 1
27r/ (—%)yS/2 dy =27 32 y5/2’ :§7r.
1

25 o 5
Zadanie 7.
Rozwigzanie: Musimy policzy¢ calki
(Fro=—~ [ fdos oraz  (ghys = — / do
T o) S T T (M) S T

gdzie jak juz wiemy z ¢wiczen o2(T?) = 47°R r.
Wprowadzmy standardowa parametryzacje torusa

D : (e, ) — ((R+rcosB)cosa, (R4 rcosf)sina, rsin f3)



gdzie o, € (0,27). Odpowiadajacy jej pierwiastek z wyznacznika Gramma to (wiedza z ¢wiczen)
VG (o, ) = R r. Z kolei mamy f(x) = z? + y* + 2 oraz g(x) = z° + y?, co na parametryzacji daje

f(®(c, B)) =(R+rcosB)® +r’sin” f = R> + 1> + 2Rrcos 8 oraz
g(®(, B)) =(R+rcosB)? = R* +r*cos® B+ 2R rcos 3 .
Pozostaje policzyé calki (korzystamy z faktu, ze j()zﬂ cos 3 dB = 0 oraz j(]% cos® B df = 7):
/ fdox = / f(@(, B) V/Ga(a, B) d*(a, B) = / (R2 + 72 + 2Rr cos B) Rr d*(o, B) =
J T2 J(0,2m)2 J(0,2m)2
47°R r(R* + 1 +0) oraz

/ g doa :/ g(®(a, B)) V/Ga(a, B) d*(a, B) = / (R2 + r? cos® B + 2Rr cosf) Rr d*(a, B) =
T2 J(0,2m)2

(0,2m)2
2 2 r’
471' R T (R + 5) .
Stad ostatecznie

(f)r2 = R* +7° oraz (g)p2 = R® + = -

Zadanie 8. Rozwigzanie:  Rozwazmy parametryzacje walca U : (¢,z) — (cos¢,sing, z),
gdzie ¢ € (0,27) oraz z € [0,1]. Rozniczkujac otrzymujemy e; := d¥[eg] = [—sin ¢, cosp,0] oraz
ez := d¥le.] = [0,0,1], skad (ei,e1) = (e2,e2) = 11 {e1,ea) = 0, a wiec odpowiedni wyznacznik

Gramma wynosi 1. Wowczas

/01 f(t)dt:/ol UWXA« dag] dzt:/o1 /0 o) Xa_, 1 d2(¢,z)dt:/01 </0t/02wx,4(¢,z) d¢dz> dt =

1 1 27
‘O<z<t<1st@dt€(z1)dlaze 01’““3/ (// XA(¢,z)d¢dt>dz:
0 z 0

/0 /0 (1—2)Xa(¢,2) d¢dz = /W(1 — 2)X4 doy = /A(l ~ %) dos .

Zadanie 9. Rozwigzanie: Rozwazmy dowolna parametryzacje t — (z(t), y(t), h) krzywej v, gdzie

t € [a,b]. Latwo sie przekonac, ze ® : (t,2) — (Zx(t), Zy(t), ) gdzie (t,z) € K = [a,b] X [0, h] jest

parametryzacja powierzchni stozka. Obliczmy odpowiadajacy jej wyznacznik Gramma. Mamy e :=
2

dled] = [70/(1) 79/ (1),0] oraz €2 := ddle.] = [La(t), y(0), 1], 2 zatem (er,e0) = 52/ (1° +9/ (1))

(e1,e2) = 7 (2 (D)2 (1) + 5/ (Dy() i (e2se2) = 5 (@(t)’ + y(t)*) + L. Skad

Gramm(®) =(e1, e1)(ea, e2) — (€1, e2)* = % [(ar:')2 + (y')2] [th (z® +9°) + 1} — % (xa'+vy y)?' =
S @+ +y) = @2 +y y) ] + 5 (@) + )] =

Wz6r na pole powierzchni daje nam zatem
22
*(5) =/ \/ﬁ [y (1) -y (D)) + = % [fﬂ’( )2 +y'(1)?] d*(t,2) >
/ 2V ()2 o (4)2 dP(t,2) = 1/zdz/\/fydt fhl

Rownosé zachodzi gdy =(t)y'(t) — y(t)z'(t) = 0. Skad 0 = % —y'y = (Inz) — (Iny)’. Zatem
Inz — Iny = const, stad % = const, czyli v jest prosta przechodzaca przez (0,0).

@)+ )" 20’y Yyl + S (@) + )] =5 [@)y— @)z + = (@) + )] .
h h I I



	Przejscia graniczne w całce
	Twierdzenie Fubini'ego i zamiana zmiennych
	Pozostałe tematy dotyczace całkowania – całkowalnosc, całka z parametrem, splot
	Miara i całka powierzchniowa

