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1 Przej±cia graniczne w caªce

Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 1

e−n

(
1 +

lnx

n

)n
x−

3
2 dx .

Zadanie 2. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

ln(xn + 2n)

nx2
dx .

Zadanie 3. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 1

0

n

nx+ x5 + 1
dx .

Zadanie 4. (trudniejsze) Niech f : [0,+∞) → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i ograniczon¡.

Wyka», »e

lim
y→0

∫ ∞
0

y · f(x)

x2 + y2
dx =

π

2
f(0) .

Zadanie 5. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫
{x2+y2≤1}

ln(x2 + y2)√
x2 + y2

(xn + yn)d2(x, y).

Zadanie 6. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫
A

√
x2 + y2 + z2 · ez

n2

[
1− cos

(√
x2+y2+z2

n

)]d3(x, y, z) ,

gdzie A = {(x, y, z) | z2 < x2 + y2 + z2 ≤ 3z2, x2 + y2 + z2 ≤ 1, z > 0}.
Zadanie 7. Niech A = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 < x2 + y2 < 1, 0 < z < 2}. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫
A

z

n
ln
[
(x2 + y2)n + (x2 + y2)−n

]
d3(x, y, z) .

Zadanie z kolokwium P.St.



Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Rozwi¡zanie: W istocie zadanie bardzo podobne co wcze±niej fn(x) = χ
[e−n,1](x) ·(

1 + ln x
n

)n
x−

3
2 jest iloczynem x−

3
2 i dwóch funkcji rosn¡cych � χ[e−n,1](x) oraz

(
1 + ln x

n

)n
. Granic¡

punktow¡ ci¡gu jest funkcja caªkowalna χ[0,1](x) · x−
1
2 której caªka wynosi 2.

Zadanie 2. Rozwi¡zanie: Granica nie istnieje. Zauwa»my, »e fn(x) ≥ ln(2n)

nx2 = ln 2
x2 . �atwo si¦

przekona¢, »e funkcja ta nie jest caªkowalna na przedziale [0, 1].
Zadanie 3. Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e fn(x) = n

nx+x5+1
jest ci¡giem monotonicznie rosn¡cym

do f(x) = 1
x
, co jest oczywi±cie niecaªkowalne na [0, 1]. Gdyby granica limn→∞

∫
[0,1]

fn byªa sko«czona

to funkcja f(x) byªaby caªkowalna, a nie jest. Zatem granic¡ jest +∞.
Zadanie 4. Rozwi¡zanie: Zamie«my zmienne z = x

y
. Wówczas mamy

∫ ∞
0

y · f(x)

x2 + y2
dx =

∫ ∞
0

y · f(yz)

y2z2 + y2
ydz =

∫ ∞
0

·f(yz)

z2 + 1
dz .

Granic¡ punktow¡ jest f(0)

1+z2 � korzystamy tutaj z ci¡gªo±ci f i jest to zbie»no±¢ zmajoryzowana przez
M

1+z2 � korzystamy z ograniczono±ci f . Z tw. Lebesgue'a granic¡ ci¡gu caªek jest caªka z granicy∫ +∞
0

f(0)

1+z2 dz = f(0)π
2

.
Zadanie 5. Rozwi¡zanie: Po zamianie na wspóªrz¦dne biegunowe (r, φ) mamy

In =

∫
r≤1

r2

r
· rn (cosn φ+ sinn φ) · r d2(r, φ) ,

Co ªatwo ograniczy¢ przez funkcj¦ ln(r2)2r, caªkowaln¡ na zbiorze zwartym [0, 1] × [0, 2π] 3 (r, φ).
Mo»emy zatem przej±¢ do granicy punktowej korzystaj¡c z tw. Lebesgue'a. T¡ granic¡ jest oczywi±ci 0.

Zadanie 6. Rozwi¡zanie: Korzystaj¡c z granicy elementarnej n2
[
1− cos

(
t
n

)] t→0−→ t2

2
ªatwo

poka»emy, »e granic¡ punktow¡ ci¡gu funkcji podcaªkowych jest funkcja

lim
n→∞

fn(x, y, z) =
2
√
x2 + y2 + z2 ez(√
x2 + y2 + z2

)2 =
2ez√

x2 + y2 + z2
=: f0(x, y, z) .

Zauwa»my ponadto, »e d.d.d. n i t < 1 zachodzi n2
[
1− cos

(
t
n

)]
> t2

4
sk¡d, poniewa» argument

kosinusa jest ograniczony przez 1 na rozpatrywanym zbiorze, mamy majorant¦ rozpatrywanego ci¡gu
równ¡ 4ez√

x2+y2+z2
= 2f0. Poka»emy teraz, »e funkcja f0 jest caªkowalna na A, sk¡d b¦dzie wynikaªo,

»e równie» majoranta równa 2f0 jest caªkowalna na A, a st¡d na mocy tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci
zmajoryzowanej

lim
n

∫
A

fn =

∫
A

lim
n
fn =

∫
A

f0 .

Przejd¹my do wspóªrz¦dnych walcowych

Φ(r, φ, z) = (x = r cosφ, y = r sinφ, z) ,

gdzie r ∈ R+, φ ∈ (0, 2π) oraz z ∈ R. Jakobian wynosi JΦ(r, θ, z) = r. Zbiór A w tych wspóªrz¦dnych
to Φ−1(A) = {(r, φ, z) | φ ∈ (0, 2π), 0 < r, r2 + z2 ≤ 3z2, r2 + z2 ≤ 1, z > 0}. Jak widzimy 0 <
r ≤ min{

√
2z,
√

1− z2}. Ta nierówno±¢ ma rozwi¡zania tylko gdy z ∈ (0, 1) i mamy r ∈ (0,
√

2z) dla



z ∈ (0, 1√
3
) oraz r ∈ (0,

√
1− z2) dla z ∈ [ 1√

3
, 1). Wobec tego∫

A

f0 =

∫
Φ−1(A)

2ez√
r2 + z2

· r d3(r, φ, z)
Fub.
=

∫ 2π

0

[∫ 1√
3

0

∫ √2z

0

2ez√
r2 + z2

· r drdz +

∫ 1

1√
3

∫ √1−z2

0

2ez√
r2 + z2

· r drdz

]
dφ =

2π

∫ 1√
3

0

2ez
√
r2 + z2

∣∣∣∣
√

2z

0

dz + 2π

∫ 1

1√
3

2ez
√
r2 + z2

∣∣∣∣
√

1−z2

0

dz =

2π

∫ 1√
3

0

2ezz(
√

3− 1) dz + 2π

∫ 1

1√
3

2ez(1− z) dz = . . .Wolfram . . . =

4π
(
−1 +

√
3 + e−

√
3e1/

√
3
)

Zadanie 7. Rozwi¡zanie: Po zamianie na wspóªrz¦dne walcowe i zastosowaniu tw. Fubini'ego

(funkcja jest ci¡gªa i dodatnia, zbiór mierzalny (otwarty)) mamy

In =

∫
B

z

n
ln
[
r−2n(1 + r4n)

]
r dzdrdφ ,

gdzie B = {r ∈ (0, 1), φ ∈ (0, 2π), z ∈ (0, 2)}. Mo»emy ªatwo ograniczy¢ funkcj¦ podcaªkow¡:

z

n
ln
[
r−2n(1 + r4n)

]
r =

z

n

[
−2n ln(r) + ln(1 + r4n)

]
r = −2zr ln r +

z

n
r ln(1 + r4n) ≤ −2rz + zr ln 2 .

Jest to funkcja ci¡gªa ograniczona na zbiorze otwartym i ograniczonym B, a wi¦c caªkowalna. Z tw.
Lebesgue'a

lim
n→+∞

In =

∫
B

lim
n→+∞

z

n
ln
[
r−2n(1 + r4n)

]
r dzdrdφ =

∫
B

−2zr ln r dzdrdφ =

− 2

∫ 2

0

zdz ·
∫ 1

0

r ln rdr ·
∫ 2π

0

dφ = (−2)
z2

2

∣∣∣2
0
·
[
−r

2

4
+
r2

2
ln r

]1

0

· 2π = (−2) · 2 · −1

4
· 2π = 2π .



2 Twierdzenie Fubini'ego i zamiana zmiennych

Zadanie 1. Oblicz miar¦ zbioru

B = {(x, y, z) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y, x+ y < 1, 0 < z < x2 + y2} .

Zadanie 2. Oblicz caªk¦∫
{x>0,y>1,z>1}

x

1 + (xyz)4
d3(x, y, z) .

Wskazówka:
∫

1
1+t2

dt = arctan(t).

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ ∫
A

ln(x+ y)(x− 2y)2dλ2(x, y) ,

gdzie A ⊂ R2 to równolegªobok o wierzchoªkach (1, 0), (3, 1), (2, 2) i (0, 1).
Zadanie 4. Niech a < b b¦d¡ liczbami dodatnimi. Oblicz miar¦ zbioru

E = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ xy ≤ 2, a ≤ y

x2
≤ b} .

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ ∫
B
x4y d2(x, y) ,

gdzie B = {(x, y) | 1
3y

2 < x < 1
2y

2, 1
x < y < 2

x}.

Zadanie 6. Oblicz miar¦ zbioru A = {(x, y, z) ∈ R3 | x, y > 0, xy < z, x4 + z4 < x2z}.
Zadanie 7. Oblicz caªk¦

∫ 1

0

∫ 1−2
√
x+x

0
x+ y + 2

√
xy dy dx

a) U»ywaj¡c zamiany zmiennych x = s · cos4(t), y = s · sin4(t).

b) u»ywaj¡c zamiany zmiennych t =
√
x, s =

√
y.



Zadanie 8. Oblicz miar¦ zbioru

C = {(x, y, z) ∈ R2 | x2 + z2 < 1, y2 + z2 < 1} .

Zadanie 9. Rozwa»my funkcj¦ caªkowaln¡ f : [a, b]→ R. Udowodnij, »e

2

∫ b

a

∫ b

x
f(x)f(y)dydx =

(∫ b

a
f(x)dx

)2

.

Zadanie 10. Rozwa»my funkcj¦ f ∈ L1([0, a]) i zde�niujmy g(x) :=
∫ a
x
f(t)
t dt. Wyka»,

»e g jest funkcj¡ caªkowaln¡ na [0, a] i »e zachodzi równo±¢∫
[0,a]

f(x)dx =

∫
[0,a]

g(x)dx .



Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1.

Rozwi¡zanie: Mamy do czynienia ze zbiorem otwartym, a wi¦c mierzalnym. Ponadto ªatwo sprawdzi¢,
»e B jest ograniczony. Funkcja charakterystyczna χB jest zatem caªkowalna i mo»emy u»ywa¢ tw.
Fubini'ego. Kªad¡c ∆ = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y, x+ y < 1} mamy:

λ3(B)
Fub.
=

∫
∆

(∫ x2+y2

0

dz

)
d2(x, y) =

∫
∆

(x2 + y2) d2(x, y) =
Fub.
=

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(x2 + y2) dy

)
dx =

∫ 1

0

[
yx2 +

1

3
y3

]1−x

0

dx =

∫ 1

0

[
(1− x)x2 +

1

3
(1− x)3

]
dx = . . . =

1

6
.

Zadanie 2.

Rozwi¡zanie: Funkcja jest ci¡gªa i dodatnia, a zbiór otwarty (mierzalny), zatem liczy¢ caªk¦ iterowan¡
na mocy twierdzenia Tonelli'ego. Wskazówka sugeruje, aby spróbowa¢ zobaczy¢ w rozwa»anej caªce caªk¦
z funkcji 1

1+t2
. Tak b¦dzie, je±li podstawimy na przykªad (xyz)4 = t2. Mamy

I
Fub.
=

∫ ∞
1

∫ ∞
1

[∫ ∞
0

x

1 + (xyz)4
dx

]
dydz =

∣∣∣t = (yz)2 · x2, dt = (yz)22x dx, x dx =
1

2(yz)2
dt
∣∣∣ =∫ ∞

1

∫ ∞
1

[∫ ∞
0

1

2(yz)2
· 1

1 + t2
dt

]
dydz =

1

2
arctan(t)

∣∣∣∞
0

∫ ∞
1

∫ ∞
1

1

y2

1

z2
dydz =

π

·

∫ ∞
1

1

y2
dy ·

∫ ∞
1

1

z2
dz =

π

4

(
−1

y

) ∣∣∣∞
1
·
(
−1

z

) ∣∣∣∞
0

=
π

4
.

Zadanie 3. Rozwi¡zanie: Posta¢ funkcji i zbioru sugeruje, aby u»y¢ podstawienia

Φ : (x, y) 7−→ (s = x+ y, t = x− 2y)

i skorzysta¢ ze wzoru na zamian¦ zmiennych w caªce.
Sposób 1 (przechodzimy od zmiennych (x, y) do zmiennych (s, t)). B¦dziemy chcieli zastosowa¢ wzór∫

A

f(Φ(x, y)) · JΦ(x, y) d2(x, y) =

∫
Φ(A)

f(s, t) d2(s, t) .

Jakobian odwzorowania Φ wynosi JΦ(x, y) = | det dΦ(x, y)| = | det

(
1 1
1 −2

)
| = 3, a obrazem dziedziny

jest prostok¡t Φ(A) = {(s, t) | s ∈ (1, 4), t ∈ (−2, 1)}. Zauwa»my, »e

ln(x+ y)(x− 2y)2 = f(Φ(x, y))JΦ(x, y) = f(x+ y, x− 2y) 3 ,

gdzie f(s, t) = 1
3

ln(s)t2. Wobec tego

I =

∫
A

ln(x+ y)(x− 2y)2 d2(x, y) =

∫
Φ(A)

f(s, t) d2(s, t)
Fub.
=

∫ 4

1

∫ 1

−2

ln (s)
1

3
t2 dt ds =

(s ln s− s)
∣∣∣4
1
· t

3

9

∣∣∣∣1
−2

= . . . = 8 ln 2− 3 .

Sposób 2 (przechodzimy od zmiennych (s, t) do zmiennych (x, y)). B¦dziemy u»ywali odwrotnej zamiany
zmiennych

Ψ(t, s) = (x, y) =

(
1

3
(2s+ t),

1

3
(s− t)

)
.



Chcemy zastosowa¢ wzór∫
Ψ1−(A)

f(Ψ(s, t)) · JΨ(s, t) d2(s, t) =

∫
A

f(x, y) d2(x, y) .

Jakobian odwzorowania Ψ wynosi JΨ(s, t) = | det dΨ(s, t)| = | det

(
2/3 1/3
1/3 −1/3

)
| = 1

3
, a przeciwobrazem

dziedziny jest prostok¡t Ψ−1(A) = {(s, t) | s ∈ (1, 4), t ∈ (−2, 1)}. Zatem

I =

∫
A

ln(x+ y)(x− 2y)2 d2(x, y) =

∫
Ψ−1(A)

ln(s)t2 JΨ(s, t) d2(s, t)
Fub.
=

∫ 4

1

∫ 1

−2

ln (s)
1

3
t2 dt ds = 8 ln 2− 3 .

Zadanie 4.

Rozwi¡zanie: Posta¢ zbioru sugeruje, aby u»y¢ podstawienia t = xy, s = y
x2 . Przeksztaªceniem

odwrotnym jest

Φ : (t, s) 7→
(
x = (t/s)1/3, y = (t2s)1/3

)
.

Jego jakobian wynosi

JΦ(t, s) = | det

(
1

3t2/3s1/3 − t1/3

3s4/3

2s1/3

3t1/3
t2/3

3s2/3

)
| = 1

3s
,

za± Φ−1(E) = {(t, s) | t ∈ [1, 2], s ∈ [a, b]}. Ze wzoru na zamian¦ zmiennych:

λ2(E) =

∫
E

1 d2(x, y) =

∫
Φ−1(E)

1 JΦ(t, s) d2(t, s) =

∫
Φ−1(E)

1
1

3s
d2(t, s)

Fub.
=

∫ 2

1

[∫ b

a

1

3s
ds

]
dt =

1

3
ln

(
b

a

)
.

Sposób 2. Mo»emy te» rozwi¡za¢ u»ywaj¡c odwrotnej zamiany zmiennych

Ψ : (x, y) 7−→ (t = xy, s =
y

x2
) .

Jej Jakobianem jest

JΨ(x, y) = | det

(
y x
−2y
x3

1
x2

)
| = 3y

x2
.

Ze wzoru na zamian¦ zmiennych∫
E

f(Ψ(x, y)) JΨ(x, y) d2(x, y) =

∫
Ψ(E)

f(t, s) d2(t, s) .

Szukamy teraz takiej funkcji f aby caªka po lewej stronie daªa λ2(E) =
∫
E

1 d2(x, y), a wi¦c f(Ψ(x, y)) JΨ(x, y) =

1, sk¡d f(Ψ(x, y)) = 1
JΨ(x,y)

= x2

3y
= 1

3s(x,y)
. Wobec tego f(t, s) = 1

3s
i mamy

λ2(E) =

∫
Ψ(E)

1

3s
d2(t, s) = . . . =

1

3
ln

(
b

a

)
.

Zadanie 5. Rozwi¡zanie: U»yjemy podstawienia

Φ : (x, y) 7−→
(
s = xy, t =

y2

x

)
.

Jego jakobian wynosi

JΦ(x, y) = | det

(
y x

− y2

x2
2y
x

)
| = 3y2

x
,



za± Φ(B) = {(s, t) | s ∈ (1, 2), t ∈ (2, 3)}. Ponadto x4y = 1
3
x5y 3y2

x
= 1

3
(xy)3

(
y2

x

)−2
3y2

x
=

f(Φ(x, y)) JΦ(x, y), gdzie f(s, t) = 1
3
s3t−2. Z twierdzenia o zamianie zmiennej w caªce:

I =

∫
B

x4y d2(x, y) =

∫
B

f(Φ(x, y)) JΦ(x, y) d2(x, y) =

∫
Φ(B)

f(s, t) d2(s, t)
Fub.
=

∫ 2

1

∫ 3

2

1

3
s3t−2 dt ds =

1

3

s4

4

∣∣∣∣2
1

· −1

t

∣∣∣∣3
2

= . . . =
5

24
.

Sposób 2. Innym sposobem jest odwrócenie zale»no±ci s = xy, t = y2

x
, co prowadzi do podstawienia

Ψ : (t, s) 7−→
(
x = (s2/t)1/3, y = (st)1/3

)
o Jakobianie

JΨ(t, s) = |det

(
− s2/3

3t4/3
2

3t1/3s1/3

s1/3

3t2/3
t1/3

3s2/3

)
| = 1

3t
.

Ze wzoru na zamian¦ zmiennych∫
B

x4y d2(x, y) =

∫
Ψ−1(B)

x(t, s)2y(t, s) JΨ(t, s) d2(t, s) =

∫
Ψ−1(B)

(
s2

t

)4/3

(st)1/3 1

3t
d2(t, s) =∫

Ψ−1(B)

s3

3t2
d2(t, s) = . . . =

5

24
.

Zadanie 6. Rozwi¡zanie: Mamy do czynienia ze zbiorem otwartym, a wi¦c mierzalnym, wobec
czego λ3(A) =

∫
A

1 mo»emy liczy¢ z twierdzenia Fubini'ego i wykona¢ najpierw caªkowanie po y:

λ3(A) =

∫
B

[∫ z/x

0

dy

]
d2(x, z) =

∫
B

z

x
d2(x, z) ,

gdzie B jest zbiorem tych (x, z) ∈ R2, dla których istnieje jakie± y takie, »e (x, y, z) ∈ A. �atwo
zauwa»y¢, »e wobec warunku x > 0 nierówno±¢ 0 < y < z

x
ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy gdy

z > 0. Wnioskujemy st¡d, »e B = {(x, z) ∈ R2 | x, z > 0, x4 + z4 < x2z}. Teraz s¡ co najmniej dwa
sposoby rozwi¡zania.
Sposób sprytny. Przeksztaª¢my x4 +z4 < x2z na x2

z
+ z3

x2 < 1 i u»yjmy podstawienia t = x2

z
oraz s = z3

x2 .
Odwracaj¡c t¦ zale»no±¢ mamy:

Ψ : (t, s) 7−→
(
x =

4
√
t3s, z =

√
ts
)
.

Przeciwdziedzin¡ jest trójk¡t Ψ−1(B) = {(t, s) | t, s > 0, t+ s < 1}, za± jakobian wynosi

JΨ(t, s) = |det

(
3s1/4

4t1/4
t3/4

4s3/4

s1/2

2t1/2
t1/2

2s1/2

)
| = t1/4

4s1/4
.

St¡d

I =

∫
B

z

x
d2(x, z) =

∫
Ψ−1(B)

z(t, s)

x(t, s)
JΨ(t, s) d2(t, s) =

∫
Ψ−1(B)

t1/2s1/2

t3/4s1/4

t1/4

4s1/4
d2(t, s) =∫

Ψ−1(B)

1

4
d2(t, s) =

1

4
λ2(Ψ−1(B)) =

1

8
.



Sposób mniej sprytny. Mo»emy rozwiaza¢ nierówno±¢ bi-kwadratow¡ na x wzgl¦dem z dochodz¡c do

x ∈

√z

2
−
√
z2

4
− z4,

√
z

2
+

√
z2

4
− z4

 =: Pz ,

co daje zbiór niepusty tylko dla z ∈ (0, 1
2
). Wykonajmy teraz caªkowanie

I =

∫
B

z

x
d2(x, z) =

Fub.
=

∫ 1
2

0

[∫
Pz

z

x
dx

]
dz =

∫ 1
2

0

z lnx

∣∣∣∣x=
√
z
2

+
√
...

x=
√
z
2
−√...

dz =

∫ 1
2

0

z ln


√

z
2

+
√

z2

4
− z4√

z
2
−
√

z2

4
− z4

dz =

1

2

∫ 1
2

0

z ln

 z
2

+
√

z2

4
− z4

z
2
−
√

z2

4
− z4

dz =
1

2

∫ 1
2

0

z ln

(
1 +
√

1− 4z2

1−
√

1− 4z2

)
dz =

∣∣∣w = 4z2,dw = 8z dz
∣∣∣ =

1

16

∫ 1

0

ln

(
1 +
√

1− w
1−
√

1− w

)
dw = . . .Wolfram . . . =

1

8
.

Zadanie 7. Rozwi¡zanie: Punkt (a). Zauwa»my, »e mamy do czynienia z caªk¡ z funkcji (
√
x+
√
y)2

po zbiorze A = {(x, y) | x, y ≥ 0,
√
x+
√
y ≤ 1} � warunek 0 ≤ y ≤ 1−2

√
x+x = (1−

√
x)2 prowadzi do√

y +
√
x ≤ 1. Jakobian przeksztaªcenia Φ : (t, s) 7→ (x = s · cos4(t), y = s · sin4(t)) to 4s cos3(t) sin3(t).

W tych zmiennych
√
x +
√
y =
√
s cos2(t) +

√
s sin2(t) =

√
s, wi¦c (

√
x +
√
y)2 = s. Przeciwdziedzin¡

jest Φ−1(A) = {(s, t) | s ∈ [0, 1], t ∈ [0, π/2]}. Stosuj¡c twierdzenie o zamianie zmiennych dostajemy∫
A

(
√
x+
√
y)2 d2(x, y) =

∫
Φ−1(A)

s 4s cos3(t) sin3(t) d2(t, s)
Fub.
= 4

∫ 1

0

s2ds ·
∫ π/2

0

cos3(t) sin3(t)dt =

4
s3

3

∣∣∣∣1
0

∫ π
2

0

(1− sin2 (t)) sin3(t) cos(t)dt =
∣∣∣u = sin(t),du = cos t dt

∣∣∣ =

4

3

∫ 1

0

(1− u2)u3 du = . . . =
4

3

1

12
=

1

9
.

Punkt (b). Jakobian przeksztaªcenia Ψ : (x, y) 7→ (t =
√
x, s =

√
y) to 1

4
√
xy
, zatem∫

A

(
√
x+
√
y)2d2(x, y) =

∫
A

(
√
x+
√
y) · 4√xy · 1

4
√
xy

d2(x, y)
podst.

=

∫
Ψ(A)

(t+ s)2 4ts d2(t, s) = . . . =
1

9
,

gdzie A = {(x, y) | x ∈ [0, 1], y ∈ [0, (1 −
√
x)2]} = {(x, y) | x, y ≥ 0,

√
x +
√
y ≤ 1}, za± Ψ(A) =

{(t, s) | t, s ≥ 0, t+ s < 1}.
Zadanie 8.

Rozwi¡zanie: Sposób szybki. Musimy policzy¢ caªk¦
∫
C

1 � jest to funkcja ci¡gªa ograniczona, C jest
oczywi±cie zbiorem ograniczonym, a zatem χ

C jest funkcj¡ caªkowaln¡, wi¦c mo»emy stosowa¢ twierdze-
nie Fubini'ego. Zauwa»my, »e je±li (x, y, z) ∈ C to x2, y2 < 1− z2, a zatem x, y ∈ (−

√
1− z2,

√
1− z2).

Ponadto nierówno±ci x2, y2 < 1− z2 maj¡ rozwi¡zania wtedy i tylko wtedy gdy z ∈ (−1, 1) Mamy zatem

λ3(C) =

∫
C

d3(x, y, z)
Fub.
=

∫ 1

−1

[∫ √1−z2

−
√

1−z2

(∫ √1−z2

−
√

1−z2

dx

)
dy

]
dz =

∫ 1

−1

(
2
√

1− z2
)2

dz =

4

∫ 1

−1

(
1− z2) dz = 4

(
z − z3

3

) ∣∣∣1
−1

= 4 2

(
1− 1

3

)
=

16

3
.



Przekombinowany sposób prowadz¡cego ¢wiczenia. Zacznijmy od policzenia nast¦puj¡cej caªki

2

∫ √
1− y2 dy =

∣∣∣y = sinφ, dy = cosφ dφ
∣∣∣ = 2

∫ √
1− sin2 φ cosφ dφ =

∫
2 cos2 φ dφ =

∣∣∣2 cos2 φ = cos(2φ) + 1
∣∣∣∫

[cos(2φ) + 1] dφ = φ+
1

2
sin 2φ = φ+ sinφ cosφ = arcsin y + y

√
1− y2 .

Teraz liczymy korzystaj¡c z twierdzenia Fubini'ego (zbiór jest otwarty (mierzalny) i ograniczony)

l3(C)
Fub.
=

∫ 1

−1

∫
y2<1−x2

∫
z2<1−y2

dz dy dx =

∫ 1

−1

∫
y2<1−x2

2
√

1− y2dy dx
wsk.
=

∫ 1

−1

[
arcsin(y) + y

√
1− y2

]√1−x2

−
√

1−x2
dx =

2

∫ 1

−1

arcsin
√

1− x2 +
√

1− x2|x| dx = 4

∫ 1

0

arcsin
√

1− x2 +
√

1− x2|x| dx =

4

∫ 1

0

arcsin
√

1− x2 dx+ 4

∫ 1

0

√
1− x2x dx =: 4I1 + 4I2 .

Doko«czmy rachunki

I1 =

∫ 1

0

arcsin
√

1− x2 dx =
∣∣∣x = cosφ, dx = − sinφ dφ

∣∣∣ =

∫ 0

π
2

arcsin(sinφ)(− sinφ) dφ =

∫ π
2

0

φ sinφ dφ
cz¦±ci

=

sin(φ)− φ cos(φ)
∣∣∣π2
0

= 1 oraz

I2 =

∫ 1

0

√
1− x2x dx = −1

3
(1− x2)3/2

∣∣∣1
0

=
1

3
.

Ostatecznie l3(C) = 4I1 + 4I2 = 4 + 4
3

= 16
3
.

Zadanie 9. Rozwi¡zanie: Stosuj¡c twierdzenie Fubini'ego (dlaczego mo»na?) ªatwo uzasadni¢, »e∫ b
a

∫ b
x
f(x)f(y)dydx to caªka z funkcji F (x, y) := f(x)f(y) po trójk¡cie ∆y>x = {(x, y) ∈ R2 | b ≥ y ≥

x ≥ a}. Zamieniaj¡c nazwy x i y dostaniemy, »e jest to równie» caªka z funkcji F (x, y) := f(x)f(y) po
trójk¡cie ∆x>y = {(x, y) ∈ R2 | b ≥ x ≥ y ≥ a}. Zatem

2

∫
∆y>x

F =

∫
∆y>x

F +

∫
∆x>y

F =

∫
[a,b]2

F
Fubini

=

(∫ b

a

f(x)dx

)2

.

Zadanie 10. Rozwi¡zanie: Przy zaªo»eniu, »e mo»emy stosowa¢ tw. Fubini'ego mamy

∫
[0,a]

g(x)dx =

∫
[0,a]

[∫
[x,a]

f(t)

t
dt

]
dx =

∫
[0,a]

[∫
[0,a]

χ
[x,a](t) ·

f(t)

t
dt

]
dx

Fub.
=

∫
∆

f(t)

t
d2(t, x)

Fub.
=

∫
[0,a]

[∫
[0,t]

f(t)

t
dx

]
dt =

∫
[0,a]

f(t)dt ,

gdzie ∆ = {(t, x) ∈ [0, a]2 | t ≥ x}. Zauwa»my »e powy»sz¡ równo±¢ mo»emy zastosowa¢ do funkcji

|f | i liczy¢ caªk¦ iterowan¡ z funkcji mierzalnej i dodatniej u»ywaj¡c tw. Tonelli'ego bez sprawdzania

caªkowalno±ci. Poniewa» wynikiem jest caªka sko«czona to analogiczna funkcja g̃ rozpatrywana dla |f |
jest caªkowalna, a st¡d te» i wyj±ciowa funkcja b¦dzie caªkowalna, gdy» oczywi±cie |g| < g̃.



3 Pozostaªe tematy dotycz¡ce caªkowania � caªkowalno±¢,
caªka z parametrem, splot

Zadanie 1. Czy funkcja f(x, y) = e−xy jest caªkowalna na R2
+?

Zadanie 2. Dla funkcji caªkowalnej f : R → R okre±lamy f̂(ξ) :=
∫
R f(x) sin(ξx)dx.

Wyka», »e:

a) f̂ : R→ R jest ci¡gªa i ograniczona.

b) Je±li fn → f w normie L1(R), to f̂n → f̂ jednostajnie.

c) Dla f = χ
[0,π], funkcja f̂ nie jest caªkowalna na R.

Zadanie 3. Dla a > 0 oblicz pochodn¡ funkcji

g(a) =

∫ ∞
0

1− e−ax2

x2
dx .

a nast¦pnie wyznacz funkcj¦ g(a).
Zadanie 4. Rozwa»my f0(t) := χ

[0,1](t) i zde�niujmy indukcyjnie fn := f0 ∗ fn−1.

Udowodnij, »e

a) No±nik fn jest zawarty w [0, n+1] (no±nikiem funkcji f nazywamy domkni¦cie zbioru

{x | f(x) 6= 0})

b) fn ≥ 0.

c) fn na ka»dym przedziale [k, k+1], gdzie k ∈ Z jest wielomianem stopnia nie wi¦kszego

ni» n.

d) fn jest klasy Cn−1, dla n ≥ 1.



Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Rozwi¡zanie: Nie. Funkcja jest staªego znaku, mo»emy wi¦c zastosowa¢ tw. Tonelli'ego
i dostajemy∫

R2
+

e−xy d2(x, y) =

∫
R+

∫
R+

e−xy dx dy =

∫
R+

−1

y
e−xy

∣∣∣x=+∞

x=0
dy =

∫
R+

1

y
dy = +∞ .

Podobnie dowodzi si¦ u»ywaj¡c podstawienia biegunowego.
Zadanie 2. Rozwi¡zanie: a) Funkcja sin jest ci¡gªa, zatem dla ξ → ξ0 mamy zbie»no±¢ punktow¡

f(x) sin(ξx) → f(x) sin(ξ0x). Z kolei rodzin¦ funkcji |f(x) sin(ξx)| mo»emy wspólnie oszacowa¢ z góry
przez funkcj¦ caªkowaln¡ |f(x)|. Zatem z tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej

f̂(ξ) =

∫
R
f(x) sin(ξx)dx

ξ→ξ0−→
∫
R
f(x) sin(ξ0x)dx = f̂(ξ0) ,

a wi¦c mamy ci¡gªo±¢. Ponadto |f̂(ξ)| ≤
∫
R |f(x)|dx, sk¡d mamy ograniczono±¢.

b) |f̂n(ξ) − f̂(ξ)| ≤
∫
R |fn(x) − f(x)| · | sin(ξx)|dx ≤

∫
R |fn(x) − f(x)|dx = ‖fn − f‖L1(R) i oszacowanie

nie zale»y od ξ.

c) Mo»emy prosto obliczy¢, »e dla f = χ
[0,π] mamy f̂(ξ) = 1−cos(ξπ)

ξ
. Trzeba pokaza¢ »e jest to funkcja

niecaªkowalna. Zauwa»my, »e dla ξ =
(
k + 1

2

)
, gdzie k ∈ N warto±¢ funkcji wynosi 1

ξ
∼ 1

k
. Podobnie

istnieje ε > 0 i staªa c > 0 taka, »e je±li |ξ −
(
k + 1

2

)
| < ε to f̂(ξ) > c

k
Sumuj¡c wkªady do caªki od

wszystkich takich ξ dla wszystkich k ∈ N otrzymamy szereg rozbie»ny.
Zadanie 3. Rozwi¡zanie: Odp: g′(a) =

√
π

2
√
a
. Stosujemy twierdzenie o ró»niczkowaniu pod

znakiem caªki. Kªad¡c f(x, a) := 1−e−ax
2

x2 mamy |f(x, a)| ≤ min{a, 1
x2 }, co jest caªkowalne na R+.

Dla a ∈ (ε,+∞), ε > 0, mamy | ∂f(x,a)
∂a
| = e−ax

2

≤ e−εx
2

, a wi¦c wspólne ograniczenie przez funkcj¦
caªkowaln¡. St¡d mo»emy wej±¢ z pochodn¡ pod caªk¦ na ka»dym przedziale (ε,+∞). Mamy

∂

∂a
g(a) =

∫ ∞
0

∂

∂a

(
1− e−ax

2

x2

)
dx =

∫ ∞
0

e−ax
2

dx = . . . =

√
π

2
√
a
.

Odcaªkowuj¡c g′(a) =
√
π

2
√
a
dostajemy g(a) =

√
π · a+C dla a > 0. Ci¡gªo±¢ g(a) w zerze ªatwo uzasadni¢

z tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej i oszacowania |f(x, a)| ≤ min{a, 1
x2 }. Oczywi±cie g(0) = 0,

st¡d C = 0. Ostatecznie g(a) =
√
π · a.

Zadanie 4. Rozwi¡zanie: a) �atwo sprawdzi¢, »e supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g), supp oznacza

tutaj no±nik funkcji, za± + sum¦ algebraiczn¡ zbiorów. Istotnie, zaªó»my, »e x /∈ supp(f) + supp(g).
Wówczas

f ∗ g(x) =

∫
R
f(y)g(x− y)dy =

∫
supp f

f(y)g(x− y)dy .

Ustalmy teraz y ∈ supp f , gdyby g(x−y) 6= 0, to x−y ∈ supp g, a zatem x = y+(x−y) ∈ supp f+supp g,
wbrew zaªo»eniu. Oznacza to, »e dla ka»dego elementu y ∈ supp f mamy f(y)g(x − y) = 0, a st¡d
f ∗ g(x) = 0.

b) splot funkcji nieujemnych jest nieujemny � caªkujemy iloczyn funkcji nieujemnych.

c) indukcyjnie: fn(x) =
∫ 1

0
fn−1(x − t)dt � dla x ∈ [k, k + 1] caªkujemy wielomian, wynikiem jest

wielomian wy»szego stopnia.

d) indukcyjnie: fn(x) =
∫ x+1

x
fn−1(t)dt = Fn−1(x+ 1)−Fn−1(x), gdzie Fn−1 oznacza funkcje pierwotn¡

fn−1. Je±li fn−1 byªo klasy Cn−2 to Fn−1 jest klasy Cn−1.



4 Miara i caªka powierzchniowa

Zadanie 1. Krzywa γ jest zadana we wspóªrz¦dnych sferycznych

(x, y, z) = (r cosβ cosφ, r cosβ sinφ, r sinβ)

gdzie r ∈ R+, β ∈ (−π
2 ,

π
2 ) i φ ∈ (0, 2π); zale»no±ci¡ γ = {(r(t), β(t), φ(t)) | t ∈ [a, b]}.

Wyka», »e

l(γ) =

∫
[a,b]

√
r′(t)2 + r(t)2 (β′(t)2 + cos2(β(t))φ′(t)2) dt .

Zadanie 2. Oblicz dªugo±¢ krzywych

a) γ = {(3t, 3t2, 2t3) | t ∈ [0, 1]},

b) η = {(e−t cos t, e−t sin t, e−t) | t ∈ R+}.

Wyznacz poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci tych krzywych.

Zadanie 3. Oblicz miar¦ powierzchniow¡ torusa T = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x2 + y2 =

R2, z2 + t2 = r2} ⊂ R4.

Zadanie 4. Oblicz powierzchni¦ zbioru Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | ex + e−x = z −
√

3y, 0 <

y < x ≤ 1}.
Zadanie 5. Oblicz caªk¦ powierzchniow¡∫

Σ

√
z

1 + 2z
dσ2 ,

gdzie Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | 2z = x2 + y2 ≤
√
x}.

Zadanie 6. Niech f(x) = (1−x2/3)3/2, x ∈ [0, 1]. Obliczy¢ pole powierzchni S powstaªej

w wyniku peªnego obrotu wykresu funkcji f wokóª osi OX.

Zadanie 7. Oblicz ±redni¡ warto±¢ funkcji

a) f(x) = dist(x,0)2,

b) g(x) = dist(x, OZ)2

na torusie T2 = {(x, y, z) | (
√
x2 + y2 − R)2 + z2 = r2} ⊂ R3, gdzie przyjmujemy

R > r > 0.

Zadanie 8. Na powierzchni walca W = {(x, y, z) | x2 + y2 = 1, 0 < z < 1} le»y zbiór

A, mierzalny wzgl¦dem miary powierzchniowej σ2 na W . Poªó»my A<t := A ∩ {z < t} i
zde�nujmy f(t) := σ2(A<t). Wyka», »e∫ 1

0
f(t)dt =

∫
A

(1− z)dσ2



Zadanie 9. (trudniejsze) Rozwa»my krzyw¡ gªadk¡ γ ⊂ R3 zawart¡ w pªaszczy¹nie

z = h i sto»ek powstaªy przez poª¡czenie punktów tej krzywej z punktem (0, 0, 0). Wyka»,

»e powierzchnia tak otrzymanego sto»ka jest nie mniejsza ni» 1
2 h l(γ), gdzie l(γ) oznacza

dªugo±¢ wyj±ciowej krzywej. Znajd¹ wszystkie krzywe dla których zachodzi równo±¢.



Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Rozwi¡zanie: Rozwa»my parametryzacj¦ krzywej

γ : t 7→ (r cosβ cosφ, r cosβ sinφ, r sinβ)(t) .

Pochodna wynosi

ẋ(t) =ṙ cosβ cosφ− β̇ r sinβ cosφ− φ̇ r cosβ sinφ,

ẏ(t) =ṙ cosβ sinφ− β̇ r sinβ sinφ+ φ̇r cosβ cosφ,

ż(t) =ṙ sinβ − β̇ r cosβ .

St¡d

ẋ(t)2 + ẏ(t)2 + ż(t)2 = . . . = ṙ(t)2 + r(t)2
(
β̇(t)2 + cos2(β(t))φ̇(t)2

)
.

Po scaªowaniu dostajemy tez¦.
Zadanie 2. Rozwi¡zanie: a) γ̇(t) = [3, 6t, 6t2], wobec czego√

det(dγ(t)Tdγ(t)) = ‖γ̇(t)‖ =
√

32 + (6t)2 + (6t2)2 = 3
√

1 + 4t2 + 4t4 = 3
√

(1 + 2t2)2 = 3(1 + 2t2) .

Musimy zatem policzy¢ caªk¦

l(γ) =

∫
γ

1 dσ1 =

∫ 1

0

1 · 3(2t2 + 1) dt = 3

(
2

3
t2 + t

) ∣∣∣1
0

= 5 .

�rodek masy liczymy podobnie

〈r〉 =
1

l(γ)

∫
γ

[x, y, z] dσ1 =
1

5

∫ 1

0

[3t, 3t2, 2t3] 3(1 + 2t2) dt =
1

5

[
9

(
2

4
t4 +

1

2
t2
)
, 9

(
2

5
t5 +

1

3
t3
)
, 6

(
2

6
t6 +

1

4
t4
)] ∣∣∣∣∣

1

0

=(
9

5
,

33

25
,

7

10

)
.

b) η̇(t) = e−t[− sin t− cos t, cos t− sin t,−1], st¡d ‖η̇(t)‖ =
√
e−2t3 =

√
3e−t. Wobec tego

l(η) =

∫
η

1 dσ1 =

∫
R+

√
3e−t dt =

√
3 .

Zauwa»my, »e d
dt

[
(A cos t+B sin t)e−2t

]
= ((−2A+B) cos t+(−A−2B) sin t)e−2t, sk¡d

∫
cos t e−2t dt =(

− 2
5

cos t+ 1
5

sin t
)
e−2t oraz

∫
sin t e−2t dt =

(
− 1

5
cos t− 2

5
sin t

)
e−2t. Wobec tego ±rodek masy to

〈r〉 =
1√
3

∫
R+

e−t(cos t, sin t, 1)
√

3e−t dt =

∫ +∞

0

(cos t, sin t, 1)e−2t dt =

(
2

5
,

1

5
,

1

2

)
.

Zadanie 3. Rozwi¡zanie: Rozwa»my parametryzacj¦ torusa

Φ : (α, β) 7−→ (R cosα,R sinα, r cosβ, r sinβ) ,

gdzie α, β ∈ (0, 2π). Mamy v1 := dΦ[eα] = [− sinα, cosα, 0, 0] oraz v2 := dΦ[eβ ] = r[0, 0,− sinβ, cosβ],
sk¡d 〈v1,v1〉 = R2, 〈v1,v2〉 = 0 oraz 〈v2,v2〉 = r2. St¡d ju» ªatwo wyliczymy, »e odpowiedni wyznacznik
Gramma równy r ·R. Zatem

σ2(T ) =

∫
(0,2π)2

r ·R d2(αβ) = 2πR · 2πr .

Co ciekawe dostali±my taki sam wynik jak dla torusa w R3!
Zadanie 4. Rozwi¡zanie: Mamy naturaln¡ parametryzacj¦ powierzchni σ



Φ : (x, y) 7−→ (x, y, ex + e−x +
√

3y) ,

gdzie 0 < y < x ≤ 1. Policzmy pochodn¡ tej parametryzacji e1; = dΦ[ex] = [1, 0, ex − e−x] i e2 :=
dΦ[ey] = [0, 1,

√
3]. St¡d 〈e1, e1〉 = e2x + e−2x − 1, 〈e1, e2〉 =

√
3(ex − e−x) oraz 〈e2, e2〉 = 4. St¡d

wyznacznik Gramma wynosi 4
(
e2x + e−2x − 1

)
−3(ex−e−x)2 = e2x+2+e−2x = (ex+e−x)2. Pozostaje

policzy¢ caªk¦

σ2(Σ) =

∫
0<y<x≤1

(ex + e−x) d2(x, y)
Fub.
=

∫ 1

0

∫ x

0

(ex + e−x) dydx =

∫ 1

0

x(ex + e−x) dx =

(
xex − ex − xe−x − e−x

) ∣∣∣1
0

=

(
e− e− 1

e
− 1

e

)
− (0− 1− 0− 1) = 2− 2

e
.

Zadanie 5. Rozwi¡zanie: Rozwa»ana powierzchnia jest wykresem funkcji f(x, y) = x2+y2

2

nad zbiorem D = {(x, y) | x2 + y2 ≤
√
x}. Z postaci zbioru wida¢, »e wygodnie b¦dzie przej±¢ do

wspóªrz¦dnych biegunowych x = r cosφ, y = r sinφ. Wówczas nasza parametryzacja powierzchni Σ
ma posta¢

Φ : (r, φ) 7−→
(
r cosφ, r sinφ,

r2

2

)
,

a jej dziedzin¡ jest zbiór U = {(r, φ) | r3 ≤ cosφ, φ ∈
(
−π

2
, π

2

)
}. Warunek na k¡t φ odpowiada warunkowi

cosφ > 0. Policzmy wyznacznik Gramma odpowiedniej parametryzacji: e1 := dΦ[er] = [cosφ, sinφ, r],
e2 := dΦ[eφ] = r[− sinφ, cosφ, 0]. Mamy 〈e1, e1〉 = 1+r2, 〈e1, e2〉 = 0 oraz 〈e2, e2〉 = r2, sk¡d odpowiedni
wyznacznik wynosi r

√
1 + r2. Pozostaje policzy¢ caªk¦:∫

Σ

√
z

1 + 2z
dσ2 =

∫
U

√
r2

2

1 + r2
r
√

1 + r2 d2(r, φ) =
1√
2

∫
U

r2 d2(r, φ)
Fub.
=

1√
2

∫ π
2

−π
2

∫
{r3<cosφ}

r2 dr dφ =
1√
2

∫ π
2

−π
2

1

3
cosφ dφ =

1√
2

2

3
=

√
2

3
.

Zadanie 6. Rozwi¡zanie: Skorzystamy z reguªy Pappusa-Guldina opisuj¡cej pole �gury powstaªej

przez obrót wykresu funkcji:

σ2(S) = 2π

∫ 1

0

f(x) ·
√

1 + f ′(x)2 dx .

W naszej sytuacji f(x) = (1− x2/3)3/2, sk¡d f ′(x) = 3
2

(1− x2/3)1/2 2
3

(
−x−1/3

)
= (1−x2/3)1/2

−x1/3 , a wi¦c

1 + f ′(x)2 = 1 + (1−x2/3)

x2/3 = 1

x2/3 . Policzmy teraz pole powierzchni:

σ2(S) =2π

∫ 1

0

f(x) ·
√

1 + f ′(x)2 dx = 2π

∫ 1

0

(1− x2/3)3/2 x−1/3 dx =
∣∣∣y = 1− x2/3, dy = −2

3
x−1/3dx

∣∣∣ =

2π

∫ 0

1

(−3

2
)y3/2 dy = 2π

3

2

2

5
y5/2

∣∣∣1
0

=
6

5
π .

Zadanie 7.

Rozwi¡zanie: Musimy policzy¢ caªki

〈f〉T2 =
1

σ2(T2)

∫
T2

f dσ2 oraz 〈g〉T2 =
1

σ2(T2)

∫
T2

g dσ2 ,

gdzie jak ju» wiemy z ¢wicze« σ2(T2) = 4π2R r.

Wprowad¹my standardow¡ parametryzacj¦ torusa

Φ : (α, β) 7−→ ((R+ r cosβ) cosα, (R+ r cosβ) sinα, r sinβ) ,



gdzie α, β ∈ (0, 2π). Odpowiadaj¡cy jej pierwiastek z wyznacznika Gramma to (wiedza z ¢wicze«)√
GΦ(α, β) = R r. Z kolei mamy f(x) = x2 + y2 + z2 oraz g(x) = x2 + y2, co na parametryzacji daje

f(Φ(α, β)) =(R+ r cosβ)2 + r2 sin2 β = R2 + r2 + 2Rr cosβ oraz

g(Φ(α, β)) =(R+ r cosβ)2 = R2 + r2 cos2 β + 2R r cosβ .

Pozostaje policzy¢ caªki (korzystamy z faktu, »e
∫ 2π

0
cosβ dβ = 0 oraz

∫ 2π

0
cos2 β dβ = π):∫

T2

f dσ2 =

∫
(0,2π)2

f(Φ(α, β))
√
GΦ(α, β) d2(α, β) =

∫
(0,2π)2

(
R2 + r2 + 2Rr cosβ

)
R r d2(α, β) =

4π2R r(R2 + r2 + 0) oraz∫
T2

g dσ2 =

∫
(0,2π)2

g(Φ(α, β))
√
GΦ(α, β) d2(α, β) =

∫
(0,2π)2

(
R2 + r2 cos2 β + 2Rr cosβ

)
R r d2(α, β) =

4π2R r

(
R2 +

r2

2

)
.

St¡d ostatecznie

〈f〉T2 = R2 + r2 oraz 〈g〉T2 = R2 +
r2

2
.

Zadanie 8. Rozwi¡zanie: Rozwa»my parametryzacj¦ walca Ψ : (φ, z) 7→ (cosφ, sinφ, z),

gdzie φ ∈ (0, 2π) oraz z ∈ [0, 1]. Ró»niczkuj¡c otrzymujemy e1 := dΨ[eφ] = [− sinφ, cosφ, 0] oraz
e2 := dΨ[ez] = [0, 0, 1], sk¡d 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = 1 i 〈e1, e2〉 = 0, a wi¦c odpowiedni wyznacznik
Gramma wynosi 1. Wówczas∫ 1

0

f(t)dt =

∫ 1

0

[∫
W

χ
A<t dσ2

]
dt =

∫ 1

0

∫
(0,2π)×(0,1)

χ
A<t 1 d2(φ, z)dt =

∫ 1

0

(∫ t

0

∫ 2π

0

χ
A(φ, z) dφdz

)
dt =

∣∣∣0 < z < t < 1 st¡d t ∈ (z, 1) dla z ∈ (0, 1)
∣∣∣ Fub.=

∫ 1

0

(∫ 1

z

∫ 2π

0

χ
A(φ, z) dφdt

)
dz =∫ 1

0

∫ 2π

0

(1− z)χA(φ, z) dφdz =

∫
W

(1− z)χA dσ2 =

∫
A

(1− z) dσ2 .

Zadanie 9. Rozwi¡zanie: Rozwa»my dowoln¡ parametryzacj¦ t 7→ (x(t), y(t), h) krzywej γ, gdzie

t ∈ [a, b]. �atwo si¦ przekona¢, »e Φ : (t, z) 7→
(
z
h
x(t), z

h
y(t), z

)
, gdzie (t, z) ∈ K = [a, b] × [0, h] jest

parametryzacj¡ powierzchni sto»ka. Obliczmy odpowiadaj¡cy jej wyznacznik Gramma. Mamy e1 :=

dΦ[et] =
[
z
h
x′(t), z

h
y′(t), 0

]
oraz e2 := dΦ[ez] =

[
1
h
x(t), 1

h
y(t), 1

]
, a zatem 〈e1, e1〉 = z2

h2 (x′(t)2 + y′(t)2),
〈e1, e2〉 = z

h2 (x(t)x′(t) + y′(t)y(t)) i 〈e2, e2〉 = 1
h2 (x(t)2 + y(t)2) + 1. Sk¡d

Gramm(Φ) =〈e1, e1〉〈e2, e2〉 − 〈e1, e2〉2 =
z2

h2

[
(x′)2 + (y′)2] [ 1

h2
(x2 + y2) + 1

]
− z2

h4

(
x x′ + y′ y

)2
=

z2

h4

[
((x′)2 + (y′)2)(x2 + y2)−

(
x x′ + y′ y

)2]
+
z2

h2

[
(x′)2 + (y′)2] =

z2

h4

[
(x′)2y2 + (y′)2x2 − 2x x′ y′ y

]
+
z2

h2

[
(x′)2 + (y′)2] =

z2

h4

[
(x′)y − (y′)x

]2
+
z2

h2

[
(x′)2 + (y′)2] .

Wzór na pole powierzchni daje nam zatem

σ2(S) =

∫
K

√
z2

h4
[x(t)y′(t)− y(t)x′(t)]2 +

z2

h2
[x′(t)2 + y′(t)2] d2(t, z) ≥∫

K

z

h

√
x′(t)2 + y′(t)2 d2(t, z) =

1

h

∫ h

0

z dz ·
∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt =

1

2
h l(γ) .

Równo±¢ zachodzi gdy x(t)y′(t) − y(t)x′(t) = 0. Sk¡d 0 = x′

x
− y′y = (lnx)′ − (ln y)′. Zatem

lnx− ln y = const, st¡d x
y

= const, czyli γ jest prost¡ przechodz¡c¡ przez (0, 0).
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