
Zadania gwiazdk¡ AM II.2 (aktualizacja: 14 maja 2020)

Zadanie 1. (∗) Oblicz caªk¦ (nie korzystaj¡c z wiedzy z analizy zespolonej)∫ +∞

0

sinx

x
dx .

Zadanie 2. (∗) Rozwa»my prostok¡t P o bokach a×b i rodzin¦ kul Bi := B(ai, ri) ⊂ P ,
gdzie i = 1, 2, 3, . . .. Zaªó»my, »e kule Bi pokrywaj¡ P z dokªadno±ci¡ do zbioru miary

zero (tzn. λ2(P \ ∪i∈NBi) = 0). Wyka», »e
∑

i∈N ri = +∞.

Zadanie 3. (∗) Prostok¡t P ⊂ R2 jest sko«czon¡ sum¡ prostok¡tów, z których ka»dy

ma co najmniej 1 bok o dªugo±ci caªkowitej. Wyka», »e co najmniej jeden z boków P ma

dªugo±¢ b¦d¡c¡ liczb¡ caªkowit¡.

Zadanie 4. (∗/2) Wyka», »e dowolna 1-forma ω ∈ Ω1(R2 \ {0}) jest postaci

ω = c · θ + df ,

gdzie c ∈ R jest staª¡, θ = xdy−ydx
x2+y2

, za± f ∈ C∞(R2 \ {0}) jest pewn¡ funkcj¡ gªadk¡.

Zadanie 5. (∗/2) Wyka», »e je±li U ⊂ Rn jest zbiorem otwartym i spójnym, za± forma

ω ∈ Ω1(U) ma wªasno±¢ niezale»no±ci caªki od drogi, to ω jest dokªadna w U .

Zadanie 6. (∗/2) Funkcje P,Q : R2 → R s¡ ci¡gªe w otoczeniu punktu a ∈ R2 i

ró»niczkowalne w tym punkcie. Wyka», »e

lim
r→0+

1

r2

∫
S(a,r)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = π

(
∂Q

∂x
(a)− ∂P

∂y
(a)

)
.

S(a, r) oznacza okr¡g o promieniu r i ±rodku w a zorientowany przeciwnie do ruchu

wskazówek zegara.

Uwaga: nie zakªadamy, »e P i Q s¡ ró»niczkowalne w otoczeniu a, a wi¦c nie mo»na

powoªywa¢ si¦ na twierdzenie Greena.


