AM 1I1.2 2019/20 (gr 3).
Temat 1: Calka Lebesgue’a

1.1. PrzejsScia graniczne pod znakiem calki

(25 lutego 2020)

Definicja. Funkcjg schodkowg w R* nazywamy funkcje postaci v = >k CiX1,, gdzie I; sy kostkami
w R*, zas ¢; € R. Piszemy u € S(R¥). Catkq z funkcji schodkowej u nazywamy liczbe Jeru =
>oici - le(ls), gdzie g (1) oznacza k-wymiarows miare kostki 1.

Funkcje f : R¥ — R nazywamy catkowalng w sensie Riemanna (albo R-catkowalng) gdy dla dowol-
nego ¢ > 0 istniejg funkcje schodkowe u i v takie, ze u < f < w oraz [, (v —u), < e. Innymi stowy
funkcje R-catkowalne mozna przybliza¢ z gory i dotu funkcjami schodkowymi z dowolng doktadno-
$cig. Catkq z funkcji f nazwiemy liczbe:

?ikffsup{/kku|u68(R)1u§f} mf{/RkvM)GS(R)lfgv}

Nastepujgce twierdzenie charakteryzuje funkcje R-catkowalne

Twierdzenie. Funkcja f : R¥ — R jest catkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy gdy
o f ma zwarty nosnik (tj. zbiér {& € R* | f(x) # 0} jest zawarty w penej ograniczonej kostce),
e f jest ograniczona,

o [ jest ciggla poza zbiorem li-miary zero.

Zadanie 1. Wykaz, ze funkcja f = Xgnp,1) nie jest calkowalna w sensie Riemanna.

Ogdlniejsza definicja catki w sensie Lebesgue’a pozwala znacznie rozszerzyé klase funkcji ktdre
umiemy scatkowaé

Definicja. Funkcja g : R¥ — R nalezy do klasy ST(R*) gdy istnieje rosnacy ciag funkcji schod-
kowych u; o wspolnie ograniczonych catkach zbiezny do f prawie wszedzie. Calke z takiej funkcji

okreslamy jako
/g:sup{/u|u€S(Rk)iu§gp.w.}.
RE RF

Funkcje f : R® — R nazwiemy catkowalng w sensie Lebesgue’a (albo L-catkowalng) gdy istnieja
funkcje g,h € ST(R¥) takie, ze f = g — h p.w. Klase funkcji L-calkowalnych bedziemy oznaczali
symbolem L£(R*). Catkq Lebesgue’a z funkcji f nazwiemy liczbe

Jot=Loo=fom

Kilka wtasnosci funkcji L-catkowalnych:

e funkcja L-catkowalna to w istocie klasa réwnowaznosci funkcji, ktdre utozsamiamy gdy sq
réwne poza zbiorem miary zero.




e f jest L-catkowalna wiedy i tylko wtedy |f| jest L-catkowalna.

o Jesli f i g sq L-catkowalne to réwniez funkcje max{f, g}, min{f, g}, f + g, f+, f- sq L-
catkowalne

e kazda funkcja R-catkowalna jest automatycznie L-catkowalna i obie catki sq réwne. (Uwaga!
Nie dotyczy to w ogdlnosci niewtaSciwych catek Riemanna.)

Zadanie 2. Wykaz, ze funkcja f = Xgno,1] Jest calkowalna w sensie Lebesgue’a.  Za-

danie 3. Czy funkcja f(z) = S22 jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na [1,400)?

Konstrukcja catki Lebesgue’a umozliwia przechodzenie do granicy pod znakiem catki o ile umiemy
kontrolowaé ciqg funkcyi podcatkowych. Mdéwig o tym nastepujgce dwa wazne twierdzenia.

Twierdzenie (Levy’ego o zbieznosci monotonicznej). Niech fn : R¥ — R bedzie rosngeym (p.w)
ciggiem funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a, t.7.

fi@) < fo(e) < ... < fu(®) < ... dlapuw xeRF.

Zatozmy dodatkowo, ze catki ka fn 8@ wspdlnie ograniczone. Wowczas

o jesli istnieje granica skoriczona lim, o ka fn to granica punktowa f(x) := limp_eo fn(x)
jest skoriczona p.w, a ponadto f funkcjg catkowalng w sensie Lebesgue’a i zachodzi réwnosé

lim fn:/ f:/ lim f,.
n— o0 Rk Rk Rk n— oo

e jesli gramica limy,_, oo ka fn jest mieskoriczona to granica punktowa f(x) = limp_eo fn(x)
nie jest catkowalna w sensie Lebesgue’a.

Powyzsze twierdzenie jest wzmocniong wersjq twierdzenia ktore pojawilo sie na wykladzie.

Twierdzenie (Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej). Zatdzmy, ze funkcje L-catkowalne fy :
R* — R sq wspdlnie ograniczone przez funkcje g catkowalng w sensie Lebesgue’a (tzw. majorante),
tzn.

|fr(®)] < g(®) dla pw. x € R,

Wéwczas granica punktowa f(x) := lim,—oo fn(x) jest funkcjg catkowalng w sensie Lebesgue’a i

ponadto
lim fn:/ f:/ lim f, .
n— oo RE RE RE n—oo

Zadanie 4. Wykaz, ze funkcja f(x) = x% “X[1,4-00) (x) jest catkowalna w sensie Lebesgue’a
i oblicz jej catke.

Zadanie 5. Wykaz, ze funkcja f : R — [0, 400), ktorej (niewtasciwa) catka Riemanna
jest skoniczona jest catkowalna w sensie Lebesgue’a oraz ze obie calki sg rowne

/szyf:;f(w)dx-

Zadanie 6. Oblicz granice



[e.9]

lim (1+ :UQ")_%dx .

n—oo 0

Zadania domowe na 27 lutego 2020:

Zadanie 7. Dokoriczy¢ ostatnie zadanie — uzasadnié prawidlowosé przejsécia granicznego
pod znakiem catki.

Zadanie 8. Oblicz granice

< 1

lim
n—oo Jq 14+ 2™

(27 lutego 2020)
Zadanie 9. Oblicz granice

1

n—oo
Uzasadnij, dlaczego przejscie do granicy pod znakiem catki daje zty wynik.
Zadanie 10. Rozwazmy funkcje f : R¥ — R. Zalozmy, ze f jest ciggla poza zbiorem
miary zero 1 ograniczona (ogdlmej: f jest mie'r‘zul'n,a), oraz ze istnieje funkcja g € L(Rk) taka,
ze |f($)| < g(:v) dla p.w. x. Wykaz', 7€ f S L(Rk) Na cwiczeniach zabrakto zatozenia, o
ograniczonosci f.
Zadanie 11. Oblicz granice

n

n
lim (1 + E) e dy .
n—oo Jq n

Zadanie 12. Oblicz granice

) 2mn 5 .’I}4 xQn T 5
nh_)nca)O o (1 tat ot n‘) cos <\/ﬁ> exp(—2z“)dz .

Zadanie 13. Oblicz granice

o0 : n
. SInZ + cosx _
lim ( - ) 5 € 2y .
n—oo Jg 1+ (sinz + cosx)?"

1.2. Twierdzenie Fubini’ego

Twierdzenie (Fubini’ego). Niech f : R""* — R bedzie funkcjg catkowalng w sensie Lebesgue’a.
Punkt w R"* oznaczmy jako pare (x,y) € R x RF ~ R"™* . Wowczas funkcja  — f(x, yo) nalezy
do L(R™) dla p.w yo € R¥, za$ funkcjo y — f(xo,y) nalesy do L(R®) dla p.w xo € R™. Ponadto

[ fewren=[ ([ fewr@)do=[ ([ fente)w.




Innymi stowy catkowanie po parze zmiennych (x,y) sprowadza sie do iterowanego catkowania (w
dowolnej kolejnosci) po kazdej ze zmiennych z osobna.

Uwaga! Zamiast f € L(R""*) w tw. Fubini’ego mozemy zatoiyé, ze funkcja f jest cigglta (ogdinie:
mierzalna) i nieujemna. Wowczas funkcje ¢ — f(x,yo) oraz y — f(xo,y) s¢ mierzalne dla,
odpowiednio, p.w. yo € RF i @y € R™. Roéwnosé calek iterowanych nadal obowigzuje, z tym, ze
wynikiem moze byé +oo i wéwezas rozwazana funkcja f nie jest catkowalna.

Zadanie 14. Oblicz catke

/ 2 vd?(z,y) .
[1,2]%[0,3]

Zadania domowe na 5 marca:

Zadanie 15. Oblicz granice

o0 1 mn 2n
i [ (" +27)

n—oo Jq nx2

dx .

Zadanie 16. Oblicz granice

o1 /OO dx
lim — _.
n=oon Ji  2?In(1+ 2)
Zadanie 17. Funkcja f : [a,b] — R jest catkowalna i jej pochodna f’ jest ograniczona

na [a, b]. Korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wykaz, ze

b
/ f'(@)de = f(b) - f(a) .

(5 marca 2020)

Zadanie 18. Oblicz catke z funkcji f(x,y) = (ax + by) na zbiorze A = {(z,y) €
R? | 22 < y,y* < x}.

Zadanie 19. Kula jednostkowa B = {(z,y,2) € R3 | 2% +y? + 22 < 1} zostala przecicta
ptaszczyzna {z = a}. Oblicz objetosci powstatych czesci.

Zadanie 20. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa o réwnaniu (22 + y2)3/ 2 =—y.

Twierdzenie (O zamiannie zmiennych w calce). Rozwazmy zbidr otwarty U C R™, dyfeomorfizm
® :R" DU — R" oraz funkcje f catkowalng na zbiorze ®(U). Wiwczas funkcja © — f(P(x)) -
| det d® ()| jest catkowalng na U, oraz zachodzi réwnosé

/U (@) - | det dd(a)|d" (x) = / W)




Zadanie 21. Zr6b poprzednie zadanie uzywajac podstawienia biegunowego ®(r, ¢) =
(r cos ¢, rsin ¢).

Zadania domowe na 10 marca 2020:

Zadanie 22. Wyznacz jakobian przeksztalcenia sferycznego
&(r,0,8) = (rcosfcos 3, rsinf cos 3, rsin f)

i uzyj uzyskanego wyniku do policzenia objetosci kuli tréjwymiarowej B(0, R) C R3.
Zadanie 23. Oblicz catke

dX\?(z,y) .

x

Zadanie pisemne na 12 marca 2020:

Zadanie 24. Oblicz miare zbioru

D ={(z,y) € R? | (z” +¢*)* < 4(a® —¢*)} .

(10 marca 2020)

Zadanie 25. Oznaczmy symbolem A, kwadrat [a,a + 1] x [b,b+ 1] C R? i zdefiniujmy
funkcje f : R? — R nastepujaco

[= XAo,o - XA0,1 + XA1,1 - XA1,2 + XA2,2 - XA2,3 T

/R/Rf(x’y)dxdy:/R/Rf(l‘,y)dydx?

Czy wynik jest zgodny z twierdzeniem Fubini’ego?

Czy jest prawda, ze

Zadanie 26. Oblicz granice

) exp[z? +y? + 27
lim

AN (2,,2) |
n—oo A nsin < I2+y2+22>

n

gdzie A = {(z,y,2) | 0 < \/22 +y? + 22 < ¥z}

Zadanie 27. Oblicz catke

[ el )
{lz—yl<1}




