
AM II.2 2019/20 (gr 3).

Temat 1: Caªka Lebesgue'a

1.1. Przej±cia graniczne pod znakiem caªki

(25 lutego 2020)

De�nicja. Funkcj¡ schodkow¡ w Rk nazywamy funkcj¦ postaci u =
∑

sk.
ciχIi , gdzie Ii s¡ kostkami

w Rk, za± ci ∈ R. Piszemy u ∈ S(Rk). Caªk¡ z funkcji schodkowej u nazywamy liczb¦
∫
Rk u =∑

i ci · lk(Ii), gdzie lk(I) oznacza k-wymiarow¡ miar¦ kostki I.

Funkcj¦ f : Rk → R nazywamy caªkowaln¡ w sensie Riemanna (albo R-caªkowaln¡) gdy dla dowol-
nego ε > 0 istniej¡ funkcje schodkowe u i v takie, »e u ≤ f ≤ v oraz

∫
Rk (v − u), < ε. Innymi sªowy

funkcje R-caªkowalne mo»na przybli»a¢ z góry i doªu funkcjami schodkowymi z dowoln¡ dokªadno-
±ci¡. Caªk¡ z funkcji f nazwiemy liczb¦:∮

Rk

f = sup

{∫
Rk

u | u ∈ S(Rk) i u ≤ f
}

= inf

{∫
Rk

v | v ∈ S(Rk) i f ≤ v
}
.

Nast¦puj¡ce twierdzenie charakteryzuje funkcje R-caªkowalne

Twierdzenie. Funkcja f : Rk → R jest caªkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy gdy

• f ma zwarty no±nik (tj. zbiór {x ∈ Rk | f(x) 6= 0} jest zawarty w penej ograniczonej kostce),

• f jest ograniczona,

• f jest ci¡gªa poza zbiorem lk-miary zero.

Zadanie 1. Wyka», »e funkcja f = χQ∩[0,1] nie jest caªkowalna w sensie Riemanna.

Ogólniejsza de�nicja caªki w sensie Lebesgue'a pozwala znacznie rozszerzy¢ klas¦ funkcji które
umiemy scaªkowa¢

De�nicja. Funkcja g : Rk → R nale»y do klasy S↑(Rk) gdy istnieje rosn¡cy ci¡g funkcji schod-
kowych ui o wspólnie ograniczonych caªkach zbie»ny do f prawie wsz¦dzie. Caªk¦ z takiej funkcji
okre±lamy jako ∫

Rk

g = sup

{∫
Rk

u | u ∈ S(Rk) i u ≤ g p.w.

}
.

Funkcj¦ f : Rk → R nazwiemy caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a (albo L-caªkowaln¡) gdy istniej¡
funkcje g, h ∈ S↑(Rk) takie, »e f = g − h p.w. Klas¦ funkcji L-caªkowalnych b¦dziemy oznaczali
symbolem L(Rk). Caªk¡ Lebesgue'a z funkcji f nazwiemy liczb¦∫

Rk

f =

∫
Rk

g −
∫
Rk

h .

Kilka wªasno±ci funkcji L-caªkowalnych:

• funkcja L-caªkowalna to w istocie klasa równowa»no±ci funkcji, które uto»samiamy gdy s¡
równe poza zbiorem miary zero.



• f jest L-caªkowalna wtedy i tylko wtedy |f | jest L-caªkowalna.
• Je±li f i g s¡ L-caªkowalne to równie» funkcje max{f, g}, min{f, g}, f ± g, f+, f− s¡ L-

caªkowalne

• ka»da funkcja R-caªkowalna jest automatycznie L-caªkowalna i obie caªki s¡ równe. (Uwaga!
Nie dotyczy to w ogólno±ci niewªa±ciwych caªek Riemanna.)

Zadanie 2. Wyka», »e funkcja f = χQ∩[0,1] jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a. Za-

danie 3. Czy funkcja f(x) = sinx
x jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a na [1,+∞)?

Konstrukcja caªki Lebesgue'a umo»liwia przechodzenie do granicy pod znakiem caªki o ile umiemy
kontrolowa¢ ci¡g funkcji podcaªkowych. Mówi¡ o tym nast¦puj¡ce dwa wa»ne twierdzenia.

Twierdzenie (Levy'ego o zbie»no±ci monotonicznej). Niech fn : Rk → R b¦dzie rosn¡cym (p.w)
ci¡giem funkcji caªkowalnych w sensie Lebesgue'a, t.j.

f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . ≤ fn(x) ≤ . . . dla p.w. x ∈ Rk .

Zaªó»my dodatkowo, »e caªki
∫
Rk fn s¡ wspólnie ograniczone. Wówczas

• je±li istnieje granica sko«czona limn→∞
∫
Rk fn to granica punktowa f(x) := limn→∞ fn(x)

jest sko«czona p.w, a ponadto f funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a i zachodzi równo±¢

lim
n→∞

∫
Rk

fn =

∫
Rk

f =

∫
Rk

lim
n→∞

fn.

• je±li granica limn→∞
∫
Rk fn jest niesko«czona to granica punktowa f(x) := limn→∞ fn(x)

nie jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a.

Powy»sze twierdzenie jest wzmocnion¡ wersj¡ twierdzenia które pojawiªo si¦ na wykªadzie.

Twierdzenie (Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej). Zaªó»my, »e funkcje L-caªkowalne fn :
Rk → R s¡ wspólnie ograniczone przez funkcj¦ g caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a (tzw. majorant¦),
tzn.

|fn(x)| < g(x) dla p.w. x ∈ Rk.

Wówczas granica punktowa f(x) := limn→∞ fn(x) jest funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a i
ponadto

lim
n→∞

∫
Rk

fn =

∫
Rk

f =

∫
Rk

lim
n→∞

fn .

Zadanie 4. Wyka», »e funkcja f(x) = 1
x2 ·χ[1,+∞)(x) jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a

i oblicz jej caªk¦.

Zadanie 5. Wyka», »e funkcja f : R → [0,+∞), której (niewªa±ciwa) caªka Riemanna

jest sko«czona jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a oraz »e obie caªki s¡ równe∫
R
f =

∮ ∞
−∞

f(x)dx .

Zadanie 6. Oblicz granic¦



lim
n→∞

∫ ∞
0

(1 + x2n)−
1
n dx .

Zadania domowe na 27 lutego 2020:

Zadanie 7. Doko«czy¢ ostatnie zadanie � uzasadni¢ prawidªowo±¢ przej±cia granicznego

pod znakiem caªki.

Zadanie 8. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

1

1 + xn
dx .

(27 lutego 2020)

Zadanie 9. Oblicz granic¦

lim
n→∞

n

∫ 1

0

χ
[0, 1

n
](x)dx .

Uzasadnij, dlaczego przej±cie do granicy pod znakiem caªki daje zªy wynik.

Zadanie 10. Rozwa»my funkcj¦ f : Rk → R. Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa poza zbiorem

miary zero i ograniczona (ogólniej: f jest mierzalna), oraz »e istnieje funkcja g ∈ L(Rk) taka,

»e |f(x)| ≤ g(x) dla p.w. x. Wyka», »e f ∈ L(Rk). Na ¢wiczeniach zabrakªo zaªo»enia, o

ograniczono±ci f .

Zadanie 11. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2xdx .

Zadanie 12. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 2πn

−2πn

(
1 + x2 +

x4

2!
+ . . .+

x2n

n!

)
cos

(
x√
n

)
exp(−2x2)dx .

Zadanie 13. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

(sinx+ cosx)n

1 + (sinx+ cosx)2n
e−2xdx .

1.2. Twierdzenie Fubini'ego

Twierdzenie (Fubini'ego). Niech f : Rn+k → R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a.
Punkt w Rn+k oznaczmy jako par¦ (x,y) ∈ Rn×Rk ' Rn+k. Wówczas funkcja x 7→ f(x,y0) nale»y
do L(Rn) dla p.w y0 ∈ Rk, za± funkcja y 7→ f(x0,y) nale»y do L(Rk) dla p.w x0 ∈ Rn. Ponadto∫

Rn+k

f(x,y)dn+k(x,y) =

∫
Rk

(∫
Rn

f(x,y)dn(x)

)
dk(y) =

∫
Rn

(∫
Rk

f(x,y)dk(y)

)
dn(x) .



Innymi sªowy caªkowanie po parze zmiennych (x,y) sprowadza si¦ do iterowanego caªkowania (w
dowolnej kolejno±ci) po ka»dej ze zmiennych z osobna.

Uwaga! Zamiast f ∈ L(Rn+k) w tw. Fubini'ego mo»emy zaªo»y¢, »e funkcja f jest ci¡gªa (ogólniej:
mierzalna) i nieujemna. Wówczas funkcje x 7→ f(x,y0) oraz y 7→ f(x0,y) s¡ mierzalne dla,
odpowiednio, p.w. y0 ∈ Rk i x0 ∈ Rn. Równo±¢ caªek iterowanych nadal obowi¡zuje, z tym, »e
wynikiem mo»e by¢ +∞ i wówczas rozwa»ana funkcja f nie jest caªkowalna.

Zadanie 14. Oblicz caªk¦ ∫
[1,2]×[0,3]

e2x−yd2(x, y) .

Zadania domowe na 5 marca:

Zadanie 15. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

ln(xn + 2n)

nx2
dx .

Zadanie 16. Oblicz granic¦

lim
n→∞

1

n

∫ ∞
1

dx

x2 ln
(
1 + x

n

) .
Zadanie 17. Funkcja f : [a, b]→ R jest caªkowalna i jej pochodna f ′ jest ograniczona

na [a, b]. Korzystaj¡c z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej wyka», »e∫ b

a
f ′(x)dx = f(b)− f(a) .

(5 marca 2020)

Zadanie 18. Oblicz caªk¦ z funkcji f(x, y) = (ax + by) na zbiorze A = {(x, y) ∈
R2 | x2 < y, y2 < x}.
Zadanie 19. Kula jednostkowa B = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 +y2 + z2 ≤ 1} zostaªa przeci¦ta

pªaszczyzn¡ {z = a}. Oblicz obj¦to±ci powstaªych cz¦±ci.

Zadanie 20. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzyw¡ o równaniu (x2 + y2)3/2 = y.

Twierdzenie (O zamiannie zmiennych w caªce). Rozwa»my zbiór otwarty U ⊂ Rn, dyfeomor�zm
Φ : Rn ⊃ U → Rn oraz funkcj¦ f caªkowaln¡ na zbiorze Φ(U). Wówczas funkcja x 7→ f(Φ(x)) ·
|det dΦ(x)| jest caªkowaln¡ na U , oraz zachodzi równo±¢∫

U

f(Φ(x)) · | det dΦ(x)|dn(x) =

∫
Φ(U)

f(y)dn(y) .



Zadanie 21. Zrób poprzednie zadanie u»ywaj¡c podstawienia biegunowego Φ(r, φ) =
(r cosφ, r sinφ).

Zadania domowe na 10 marca 2020:

Zadanie 22. Wyznacz jakobian przeksztaªcenia sferycznego

Φ(r, θ, β) = (r cos θ cosβ, r sin θ cosβ, r sinβ)

i u»yj uzyskanego wyniku do policzenia obj¦to±ci kuli trójwymiarowej B(0, R) ⊂ R3.

Zadanie 23. Oblicz caªk¦ ∫
{x2+y2≤y}

x√
x2 + y2

dλ2(x, y) .

Zadanie pisemne na 12 marca 2020:

Zadanie 24. Oblicz miar¦ zbioru

D = {(x, y) ∈ R2 | (x2 + y2)2 ≤ 4(x2 − y2)} .

(10 marca 2020)

Zadanie 25. Oznaczmy symbolem Aa,b kwadrat [a, a+ 1]× [b, b+ 1] ⊂ R2 i zde�niujmy

funkcj¦ f : R2 → R nast¦puj¡co

f := χA0,0 − χA0,1 + χA1,1 − χA1,2 + χA2,2 − χA2,3 + . . . .

Czy jest prawd¡, »e ∫
R

∫
R
f(x, y)dxdy =

∫
R

∫
R
f(x, y)dydx ?

Czy wynik jest zgodny z twierdzeniem Fubini'ego?

Zadanie 26. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫
A

exp[x2 + y2 + z2]

n sin

(√
x2+y2+z2

n

)dλ3(x, y, z) ,

gdzie A = {(x, y, z) | 0 <
√
x2 + y2 + z2 < 3

√
z}.

Zadanie 27. Oblicz caªk¦∫
{|x−y|<1}

exp(−|x+ y|)dλ2(x, y) .


