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Rozwi¡zanie zadania o funkcji lipszycowskiej na pier±cieniu

Zadanie 1. Funkcja f : P → R na zbiorze P = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9}
ma dobrze okre±lone pochodne cz¡stkowe ∂f

∂x oraz ∂f
∂y w P i ponadto speªnia w ka»dym

punkcie dziedziny nierówno±ci
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∣∣∣∣ ≤ 1 .

Rozstrzygnij, czy f speªnia warunek Lipschitza (z pewn¡ staª¡) w zbiorze P .

Rozwi¡zanie: Poka»emy, »e f jest lipszycowska. Zasadniczy pomysª polega na u»yciu

twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej dla funkcji f obci¦tej do prostych x = x0 oraz
y = y0. Wnioskujemy st¡d, »e

|f(x, y0)− f(x′, y0)| ≤ sup
z∈[x,x′]
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∣∣∣∣ · |x− x′| ≤ 1 · |x− x′|

i analogicznie

|f(x0, y)− f(x0, y′)| ≤ sup
z∈[y,y′]
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∣∣∣∣ · |y − y′| ≤ 1 · |y − y′| .

Wynika st¡d ªatwo, »e je±li dane dwa punkty a, b ∈ P mo»emy poª¡czy¢ ªaman¡ skªada-

j¡c¡ si¦ z odcinków równolegªych do osi OX lub OY , to warto±¢ ró»nicy |f(a) − f(b)|
szacuje si¦ przez dªugo±¢ tej ªamanej.

De�nicja. �aman¡ schodkow¡ nazwiemy ªaman¡ γ = (a1,a2, . . . ,an) skªadaj¡c¡ si¦ z

odcinków równolegªych do osi wspóªrz¦dno±ciowych, tzn. aiai+1 = {x0} × [y, y′] lub
aiai+1 = [x, x′] × {y0}. Dªugo±ci¡ ªamanej nazywamy sum¦ dªugo±ci jej odcinków skªa-

dowych

len(γ) =
n−1∑

i=1

dist(ai,ai+1) .

Lemat 1. Je±li punkty a, b ∈ P mo»na poª¡czy¢ ªaman¡ schodkow¡ γ zawart¡ w P to

|f(a)− f(b)| ≤ 1 · len(γ)

Powy»szy fakt uzyskujemy dodaj¡c stronami oszacowania |f(ai)−f(ai+1)| ≤ 1·dist(ai,ai+1)
i korzystaj¡c po lewej stronie z nierówno±ci trójk¡ta dla warto±ci bezwzgl¦dnej.

Aby dowie±¢ lipszycowsko±ci f wystarczy nam teraz pokaza¢ nast¦puj¡cy fakt

Lemat 2. Dla dowolnych dwóch punktów a, b ∈ P istnieje ªamana schodkowa γ ⊂ P
ª¡cz¡ca punkty a i b dªugo±ci nie wi¦kszej ni» ustalona wielkrotno±¢ odlegªo±ci punktów

a i b, np.
len(γ) ≤ 24 dist(a, b) .



Rozwa»my dwa przypadki: Je±li dist(a, b) < 1
2 , wówczas ªatwo skonstruowa¢ odpowied-

ni¡ ªaman¡ skªadaj¡c¡ si¦ z dwóch odcinków, o dªugo±ci nie wi¦kszej ni» 2 dist(a, b) (rys.
1). W przypadku gdy dist(a, b) ≥ 1

2 , ka»dy z punktów a, b mo»emy poª¡czy¢ z odpowia-

daj¡cym mu punktem w¦zªowym ªaman¡ schodkow¡ o dªugo±ci nie wi¦kszej ni» 4, za±

ka»de dwa punkty w¦zªowe równie» poª¡czymy ªaman¡ schodkow¡ o dªugo±ci nie wi¦kszej

ni» 4 (rys. 2). Zatem ostatecznie poª¡czymy punkty a i b ªaman¡ schodkow¡ o dªugo±ci

nie wi¦kszej ni» 4 + 4 + 4 = 12 ≤ 24 · 12 ≤ 24 dist(a, b). Co ko«czy dowód.

Uwaga! Je±li zaªo»ymy dodatkowo co± wi¦cej o regularno±ci P , na przykªad, »e jest

ró»niczkowalna, wówczas mo»emy u»y¢ wielowymiarowej wersji twierdzenia Lagrange'a

(z wykªadu) aby oszacowa¢ przyrosty f na odcinkach (odpowiednio, ªamanych) innych

ni» równolegªe do osi wspóªrz¦dno±ciowych (odp. schodkowych). Wówczas mo»na nieco

upro±ci¢ dowód. Bez tego dodatkowego zaªo»enia nie mamy jednak innych narz¦dzi

do porównywania warto±ci funkcji w ró»nych punktach ni» jednowymiarowe twierdzenie

Lagrange'a, które prowadzi do rozwa»ania ªamanych schodkowych.






