AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Rozwiazanie zadania o funkcji lipszycowskiej na pierscieniu

Zadanie 1. Funkcja f : P — R na zbiorze P = {(x,y) € R? | 1 < 22 +¢? < 9}

ma dobrze okreslone pochodne czastkowe % oraz 3, W P i ponadto spelia w kazdym

punkcie dziedziny nieréwnodci
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Rozstrzygnij, czy f spelia warunek Lipschitza (z pewna stala) w zbiorze P.
Rozwigzanie: Pokazemy, ze f jest lipszycowska. Zasadniczy pomyst polega na uzyciu
twierdzenia Lagrange’a o wartoéci sredniej dla funkcji f obcietej do prostych x = x¢ oraz
y = yo. Wnioskujemy stad, ze
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i analogicznie
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Wynika stad tatwo, ze jesli dane dwa punkty a,b € P mozemy potaczy¢ tamang sktada-
jaca sie z odcinkow rownolegtych do osi OX lub OY, to wartosé roznicy |f(a) — f(b)|
szacuje sie przez dtugosé tej tamane;.

Definicja. Lamang schodkowg nazwiemy tamang v = (a1, a9,...,a,) sktadajaca sie z
odcinkéow rownolegtych do osi wspotrzednosciowych, tzn. a;a;+1 = {xo} X [y,y'] lub
a;a;+1 = [r,2'] X {yo}. Dhugoscia tamanej nazywamy sume dtugosci jej odcinkow skla-
dowych

n—1
len(y) = Z dist(a;, ait1) -
i=1

Lemat 1. Jesli punkly a,b € P mozna polgczyé tamang schodkowq v zawartg w P to

[f(a) = f(b)| <1-len(y)

Powyzszy fakt uzyskujemy dodajac stronami oszacowania |f(a;)— f(ai+1)| < 1-dist(a;, ait+1)
i korzystajac po lewej stronie z nieréwnosci trojkata dla wartosci bezwzgledne;j.
Aby dowies¢ lipszycowskosci f wystarczy nam teraz pokazaé¢ nastepujacy fakt

Lemat 2. Dia dowolnych dwdich punkiow a,b € P isinieje tamana schodkowa v C P
tgczgea punkty a 1 b dtugosci nie wiekszej niz ustalona wielkrotnosé odlegtosci punktow
aib, np.

len(y) < 24dist(a,b) .



Rozwazmy dwa przypadki: Jesli dist(a,b) < %, wowczas tatwo skonstruowaé¢ odpowied-
nig tamang sktadajaca sie z dwoch odcinkow, o dtugosci nie wiekszej niz 2 dist(a, b) (rys.
1). W przypadku gdy dist(a, b) > %, kazdy z punktéw a, b mozemy polaczyé z odpowia-
dajacym mu punktem weztowym tamang schodkows o dilugodci nie wickszej niz 4, za$
kazde dwa punkty weztowe réwniez potaczymy tamang schodkowa o dtugosci nie wiekszej
niz 4 (rys. 2). Zatem ostatecznie potaczymy punkty a i b tamana schodkowa o dtugosci
nie wiekszej niz 4 +4 +4 = 12 < 24 - 1 < 24dist(a, b). Co koticzy dowod. O

Uwaga! Jesdli zatozymy dodatkowo co§ wiecej o regularnosci P, na przyktad, ze jest
rézniczkowalna, woéwczas mozemy uzy¢ wielowymiarowej wersji twierdzenia Lagrange’a
(z wyktadu) aby oszacowaé przyrosty f na odcinkach (odpowiednio, tamanych) innych
niz réwnolegle do osi wspotrzednosciowych (odp. schodkowych). Wowcezas mozna nieco
uprosci¢ dowéd. Bez tego dodatkowego zaltozenia nie mamy jednak innych narzedzi
do poréwnywania wartosci funkcji w réznych punktach niz jednowymiarowe twierdzenie
Lagrange’a, ktore prowadzi do rozwazania tamanych schodkowych.
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