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(21 stycznia 2020)

Kostki, zbiory elementarne i zbiory miary zero.

De�nicja. Kostk¡ w Rn nazywamy zbiór

I = {x ∈ Rn | ai ≺ xi ≺ bi dla i = 1, 2, . . . , n} .

Powy»ej ≺ oznacza dowoln¡ z nierówno±ci < lub ≤, za± ai ≤ bi s¡ liczbami rzeczywistymi.
n-wymiarow¡ miar¡ kostki I nazywamy liczb¦

ln(I) := Πn
i=1(bi − ai) .

Zbiorem elementarnym w Rn nazywamy sko«czon¡ sum¦ kostek (rozª¡cznych lub nie). Zbiory elemen-
tarne tworz¡ pier±cie« zbiorów (tj. suma, przeci¦cie i ró»nica dwóch zbiorów elementarnych jest zbiorem
elementarnym), który zwyczajowo oznaczamy symbolem E .
Je±li zbiór E ∈ E przedstawimy jako sum¦ parami rozª¡cznych kostek E = I1∪I2∪. . .∪Ik, gdzie Ii∩Ij = ∅
(takie przestawienie jest zawsze mo»liwe), to n-wymiarow¡ miar¦ zbioru E mo»emy zde�niowa¢ jako

ln(E) =

k∑
i=1

ln(Ik) .

Zbiór A ⊂ Rn nazywamy zbiorem ln-miary zero gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje przeliczalna rodzina
kostek (Is)s∈S taka, »e A ⊂

⋃
s∈S Is oraz

∑
s∈S ln(Is) < ε.

Innymi sªowy zbiór miary zero to taki, który da si¦ zamkn¡¢ w sumie kostek o dowolnie maªej mierze.

Zadanie 1. Wyka», »e nast¦puj¡ce zbiory s¡ l2-miary zero:

a) punkt w R2,

b) odcinek [0, 1]× {0} ⊂ R2,

c) prosta x = 0 w R2,

d) prosta x = y w R2.

Zadanie 2. Rozwa»my przeliczaln¡ rodzin¦ podzbiorów {Ak}k∈N w Rn, z których ka»dy

jest ln-miary zero. Wyka», »e A =
⋃

k∈NAk równie» jest zbiorem λn-miary zero.

Zadanie 3. Wyka», »e zbiór Q ∩ (0, 1) jest λ1-miary zero.

Zadanie 4. Wykaza¢, »e je±li zbiór Q ∩ (0, 1) pokryjemy sko«czon¡ liczb¡ przedziaªów,

to suma dªugo±ci tych przedziaªów jest nie mniejsza ni» 1.

Zadanie 5. Rozwa»my funkcj¦ ci¡gª¡ f : R → R. Wyka», »e jej wykres graph(f) =
{(x, f(x)) | x ∈ R} ⊂ R2 jest zbiorem l2-miary zero.

Zadanie 6. Rozwa»my dyfeomor�zm (lub ogólniej przeksztaªcenie klasy C1) Φ : Rn →
Rn i zbiór ln-miary zero A ⊂ Rn. Wyka», »e obraz Φ(A) równie» jest zbiorem ln-miary

zero.

Zadanie domowe na 24 stycznia:



Dom 1. Doko«czy¢ ostatnie zadanie. Wskazówka: Skorzystaj z twierdzenia Lagrange'a

o warto±ci ±redniej.

Dom 2. Wyka», »e zbiór A := {(x, y) | x− y ∈ Q} ⊂ R2 jest l2-miary zero.

(24 stycznia 2020)

Zadanie 7. Rozwa»my przeksztaªcenie Φ : Rn → Rn+k klasy C1. Wyka», »e dla

dowolnego podzbioru A ⊂ Rn jego obraz jest Φ(A) jest zbiorem ln+k-miary zero.

Zadanie 8. Wyka», »e ka»da n wymiarowa rozmaito±¢ zanurzona M ⊂ Rn+k jest

zbiorem ln+k-miary zero.

Zadanie 9. Wyka», »e zbiór A := {(x, y) | x2 + y2 = r2, r ∈ Q} ⊂ R2 jest l2-miary zero.

Zadanie 10. Niech C oznacza zbiór tych liczb z przedziaªu [0, 1], które maj¡ rozwini¦cie

dziesi¦tne, w którym nie wyst¦puje cyfra 3. Wyka», »e C jest zbiorem miary zero. Wyka»,

»e C jest mocy kontinuum.

Zadanie 11. Niech A oznacza zbiór wszystkich liczb z przedziaªu [0, 1] maj¡cych roz-

wini¦cie dwójkowe w którym cyfra 0 nie wyst¦puje dwa razy pod rz¡d. Wyka», »e A jest

zbiorem miary zero.

Zadania dodatkowe:

Zadanie 12. Jaka jest miara zbioru tych liczb z przedziaªu [0, 1], które maj¡ sko«czon¡

liczb¦ trójek w rozwini¦ciu dziesi¦tnym?

Zadanie 13. Wyka», »e je±li przynajmniej jeden ze zbiorów A,B ⊂ R jest l1-miary zero

to produkt A×B te» jest l2-miary zero.


