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Temat 7: Zbiory miary zero

(21 stycznia 2020)

Kostki, zbiory elementarne i zbiory miary zero.
Definicja. Kostkg w R™ nazywamy zbior
I={zeR"|a;<z;<b;dlai=1,2,...,n}.

Powyzej < oznacza dowolng z nieréwnosci < lub <, za$ a; < b; sa liczbami rzeczywistymi.
n-wymiarowq miarg kostki I nazywamy liczbe

ln(I) = H?:l(bl — ai) .

Zbiorem elementarnym w R™ nazywamy skoriczong sume kostek (rozlacznych lub nie). Zbiory elemen-
tarne tworza pierscien zbioréw (tj. suma, przeciecie i réznica dwoch zbioréw elementarnych jest zbiorem
elementarnym), ktéry zwyczajowo oznaczamy symbolem &.

Jedli zbior E € € przedstawimy jako sume parami rozlacznych kostek F = IyUI2U. . .Ul gdzie ;NI; =0
(takie przestawienie jest zawsze mozliwe), to n-wymiarowg miare zbioru E mozemy zdefiniowaé jako

k

n(B) =Y la(I) .

i=1
Zbior A C R™ nazywamy zbiorem [,-miary zero gdy dla kazdego £ > 0 istnieje przeliczalna rodzina
kostek (Is)ses taka, ze A C J,cqls oraz ) o ln(ls) <e.

Innymi stowy zbior miary zero to taki, ktory da sie zamkngé w sumie kostek o dowolnie matej mierze.
Zadanie 1. Wykaz, ze nastepujace zbiory sa lo-miary zero:

a) punkt w R2,

b) odcinek [0,1] x {0} C R?,

c) prosta z =0 w R2,

d) prosta z =y w R2.

Zadanie 2. Rozwazmy przeliczalna rodzine podzbioréw { Ay }reny w R™, z ktorych kazdy
jest l,-miary zero. Wykaz, ze A = |J;cny Ax r6Wniez jest zbiorem A,-miary zero.
Zadanie 3. Wykaz, ze zbior Q N (0,1) jest Aj;-miary zero.

Zadanie 4. Wykazac, ze jesli zbior Q N (0, 1) pokryjemy skoriczong liczba przedzialow,
to suma dlugosci tych przedziatéw jest nie mniejsza niz 1.

Zadanie 5. Rozwazmy funkcje ciagta f : R — R. Wykaz, ze jej wykres graph(f) =
{(z, f(x)) | z € R} C R? jest zbiorem ly-miary zero.

Zadanie 6. Rozwazmy dyfeomorfizm (lub ogolniej przeksztatcenie klasy C1) @ : R® —
R™ i zbiér [,-miary zero A C R™. Wykaz, ze obraz ®(A) rowniez jest zbiorem [,-miary
zZero.

Zadanie domowe na 24 stycznia:



Dom 1. Dokoriczy¢ ostatnie zadanie. Wskazdwka: Skorzystaj z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci éredniej.

Dom 2. Wykaz, ze zbior A := {(x,y) | x —y € Q} C R? jest lp-miary zero.

(24 stycznia 2020)

Zadanie 7. Rozwazmy przeksztalcenie ® : R® — R"t* klasy C'. Wykaz, ze dla
dowolnego podzbioru A C R™ jego obraz jest ®(A) jest zbiorem [, i-miary zero.

Zadanie 8. Wrykaz, ze kazda n wymiarowa rozmaitos¢ zanurzona M C R™F jest
zbiorem [, ,-miary zero.

Zadanie 9. Wykaz, ze zbior A := {(z,y) | 2% +y? = 12,7 € Q} C R? jest ly-miary zero.
Zadanie 10. Niech C oznacza zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], ktére maja rozwiniecie
dziesietne, w ktorym nie wystepuje cyfra 3. Wykaz, ze C jest zbiorem miary zero. Wykaz,
ze C' jest mocy kontinuum.

Zadanie 11. Niech A oznacza zbior wszystkich liczb z przedziatu [0, 1] majacych roz-
winiecie dwéjkowe w ktorym cyfra 0 nie wystepuje dwa razy pod rzad. Wykaz, ze A jest
zbiorem miary zero.

Zadania dodatkowe:

Zadanie 12. Jaka jest miara zbioru tych liczb 7 przedziatu [0, 1], ktore maja skoniczona
liczbe trojek w rozwinieciu dziesietnym?

Zadanie 13. Wykaz, ze jesli przynajmniej jeden ze zbiorow A, B C R jest [{-miary zero
to produkt A x B tez jest lo-miary zero.



