AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 6: Ekstrema warunkowe

(7 stycznia 2020)

Twierdzenie (o ekstremach warunkowych). Rozwazmy funkcje g : R™* — R i odwzorowanie F =
(fi,ooos fe) : R 5 RF 4 njech M = {v € R™™ | F(v) = 0}. Jesli funkcja g|M : M — R ma
ekstremum lokalne w punkcie p € M to zachodzi jedna z dwéch sytuacji:

1. Gradienty V f1(p),...,Vfi(p) sq liniowo zalezne (tzn. F nie spetnia zatozen tw. o sumbersji w
p @ w konsekwencji nie wiemy, czy M jest rozmaitoscig w otoczeniu p)

2. Gradient Vg(p) jest kombinacjq liniowq gradientéw V f1(p), ...,V fr(p), ten. istniejq state \; € R
(2wane mnoznikami Lagrange’e) takie, e

Vg(p) = MV fi(p) + ..+ A fi(p) -
W obu przypadkach gradienty Vg(p),V f1(p),. .., Vfe(p) sq liniowo zalezne.

Uwaga! W przypadku gdy gradienty V f1(p), ...,V fu(p) sq liniowo niezalezne, przestrzen styczna Tp M
jest prostopadta do kazdego z mich, a zatem warunek 2) oznacza, ze Vg(p) L Tp M. Wynika stqed, Ze
dla kazdego v € Tp M pochodna d»g(p) = (v,Vg(p)) =0, a wiec w pierwszym rzedzie przyblizenia g nie
zmienia sie wzdtuz M w otoczeniu punktu p.

Zadanie 1. Znajdz najwieksza i najmniejsza wartosé funkeji f(z,y, z) = x w zbiorze

A:{($7y7Z)GR3|$2+2yz+222=8,x+yzz}

Zadanie domowe na 10 stycznia:

Dom 1. Zbadaj w jakich punktach (z,y,z) zbioru A z poprzedniego zadania wektory
[2x,4y,4z], [1,1,—1] i [1,0,0] sa liniowo zalezne. Wskazdwka: Policz wyznacznik odpo-
wiedniej macierzy.

(10 stycznia 2020)
Zadanie 2. Niech

K={(z,y,2) €R’ |[z+y+z=42"+y"+ 2" =6} .

Uzasadnij, ze funkcja F': K — R dana wzorem f(z,y, z) = 23 +y>+ 22 osiaga na zbiorze
K warto$¢ maksymalna. Znajdz te wartosé.

Zadanie 3. W zbiorze E = {(z,y,2) € R3 | 22 + y* + 22 — 2y + 2 + yz = 1} znajds
punkt najbardziej odlegly od osi OZ.

Zadanie 4. Znajdz kres gorny funkcji f(x,y, z) = xy — z na zbiorze

P={(z,y,2) eR® | 2 + >+ 22 <1l,z+y+2>0}.

Zadania domowe na 14 stycznia:

Dom 2. Dokoriczy¢ ostatnie zadanie: zbadaé kresy funkcji na zbiorze {(z,y, z) € R | 2+
y+ 2 =0}inazbiorze {(x,y,2) ER} |z +y+2=0,22+y> + 22 =1}.



Dom 3. Obliczy¢ supremum funkcji f(z,y, z) = zyz na zbiorze
B={(z,y,2) R} | 2® + > + 22 =9, 2y +yz + 22 =8} .

Mozna jeszcze zgtaszal niesprawdzone zadania na 10 stycznia.

(14 stycznia 2020)

Jeszcze stowko o rozmaitosiciach. Intuicyjnie n-wymiarowa rozmaitosé M C R"* to zbisr, ktory
lokalnie wyglgda jak R™ (troche pokrzywiony). Formalna definicja jest nastepujgca:

Definicja. Podzbior M C R"™** nazywamy n-wymiarowg rozmaitoscig zanurzong w R"T* (klasy C")
gdy dla kazdego punktu p € M istnieje jego otoczenie U 3 p w R"™* oraz dyfeomorfizm ® : U —
®(U) C R™* (klasy C"), ktory ,prostuje” M NU do zbioru otwartego w R™ x {0z} C R™* | tj.

M NU)=dU)N (R™ x {0x}) CR" x RF ~R™* |

Z praktycznego punktu widzenia mamy zasadniczo dwa sposoby definiowania rozmaitosci:

1. Jako przeciwobraz punktu przy odwzorowaniv F = (fi, fo,..., fx) : R S R* ¢4 M = {z €
R™* | F(x) = ¢}, przy caym r2qd pochodnej dF powinien byé maksymalny mozliwy, tj. réwny k.

2. Jako obraz matego zbioru otwartego U C R™ przy odwzorowaniu ¢ : R® — R"T* gdzie réwnies
rzqd pochodnej d¢ powinien byé maksymalny mozliwy, tj. réwny n.

Pierwszy przypadek opisuje znane nam juz twierdzenie o submersji (AF (p) musi byé maksymalnego rzedu
w punktach p € M, inaczej gradienty V f1(p),...,V fx(p) sq liniowo niezalezne w punktach p € M ).
Wowczas przestrzen styczna Tp M =kerdF(p) = {v € R*"™* | Vfi(p) L v,...,Viu(p) L v}.

Drugi przypadek opisuje nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie. Zbidr M C R™* jest n-wymiarowq rozmaitoscig zanurzong (klasy C”) gdy dla kezdego
punktup € M istnieje otoczenie U 3 p w R oraz zbior otwarty V. C R™ i przeksztatcenie ¢ : V. — R
(klasy C") o nastepujgcych wtasnosciach:

e ¢(V)=MNU i¢ jest hoemomorfizmem V na swéj obraz.
o rzqd pochodnej d¢ : R™ — R™* jest maksymalny, tj. réwny n, w punktach zbioru V.
Takie odwzorowanie ¢ nazywamy (lokalng) parametryzacja M w punkcie p.

Ponadto przestrzen styczna do M w punkcie p = ¢(x) to obraz R™ przy pochodnej parametryzacji:

Tp M = dé(z)(R"), gdzie p = p(x).
Wynika sted nastepujgcy wniosek

Twierdzenie (o immersji). Niech ¢ : R™ ojt)w V — R™""* bedzie prazeksztatceniem klasy C”, i zatdimy, ze
rzqd pochodnej dg(x) : R™ — R"** jest maksymalny (réwnego n) w kazdym punkcie @ € V.

Wowczas dla kazdego € V obraz ¢(V') pewnego matego otoczenia p € V' C V jest n jest n-wymiarowq
rozmaitosciq zanurzong w R™* klasy C”. Ponadto Ty ¢(V') = dé(z)(R™).

Uwaga! Moze si¢ zdarzyé, ze pelny obraz ¢(V) nie jest rozmaitosciq — na przyktad ¢ moze nie byé

réinowartosciowe, albo punkty obrazu akumulujg sie w jakims punkcie R™F.

Zadanie domowe na 17 stycznia 2020:

Dom 4. Rozwazmy funkcje f : R® — R klasy C' i niech M = {(v, f(v) | v € R"} bedzie
jej wykresem. Wykaz, ze M jest n-wymiarowa rozmaitoscia rézniczkowa zanurzong w
R™1 i wyznacz przestrzer styczna Tzo,f(zo)) M. Wskazdwka: Mozna zapisa¢ M jako
poziomice pewnej funkcji F : R"*1 — R.




(17 stycznia 2020)

Zadanie 5. Rozpatrzmy odwzorowanie ¢ : (—m,7) — R? dane wzorem
@(t) = (—sin(t) sin(2t), cos(t) sin(2t)) .

Naszkicuj obraz ¢(—m,m). Wykaz, ze ¢ jest odwzorowaniem gladkim, ktorego rozniczka
w kazdym punkcie ma rzad rowny 1. Wykaz, ze ¢(—7, §) nie jest rozmaitoscig zanurzona
w R2.

Zadanie 6. Zbiér M C R? zadany jest parametrycznie

M = {(t,0,0) + 5(0,1,t) | t,s € R} .

Wykaz, ze M jest 2-wymiarows rozmaitogcia roézniczkowa w R3. Znajdz przestrzen
styczng Tq1,1) M.




