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Temat 6: Ekstrema warunkowe

(7 stycznia 2020)

Twierdzenie (o ekstremach warunkowych). Rozwa»my funkcj¦ g : Rn+k → R i odwzorowanie F =
(f1, . . . , fk) : Rn+k → Rk i niech M = {v ∈ Rn+k | F (v) = 0}. Je±li funkcja g

∣∣
M

: M → R ma
ekstremum lokalne w punkcie p ∈M to zachodzi jedna z dwóch sytuacji:

1. Gradienty ∇f1(p), . . . ,∇fk(p) s¡ liniowo zale»ne (tzn. F nie speªnia zaªo»e« tw. o sumbersji w
p i w konsekwencji nie wiemy, czy M jest rozmaito±ci¡ w otoczeniu p)

2. Gradient ∇g(p) jest kombinacj¡ liniow¡ gradientów ∇f1(p), . . . ,∇fk(p), tzn. istniej¡ staªe λi ∈ R
(zwane mno»nikami Lagrange'e) takie, »e

∇g(p) = λ1∇f1(p) + . . .+ λkfk(p) .

W obu przypadkach gradienty ∇g(p),∇f1(p), . . . ,∇fk(p) s¡ liniowo zale»ne.

Uwaga! W przypadku gdy gradienty ∇f1(p), . . . ,∇fk(p) s¡ liniowo niezale»ne, przestrze« styczna TpM
jest prostopadªa do ka»dego z nich, a zatem warunek 2) oznacza, »e ∇g(p) ⊥ TpM . Wynika st¡d, »e
dla ka»dego v ∈ TpM pochodna ∂vg(p) = 〈v,∇g(p)〉 = 0, a wi¦c w pierwszym rz¦dzie przybli»enia g nie
zmienia si¦ wzdªu» M w otoczeniu punktu p.

Zadanie 1. Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji f(x, y, z) = x w zbiorze

A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + 2y2 + 2z2 = 8, x+ y = z} .

Zadanie domowe na 10 stycznia:

Dom 1. Zbadaj w jakich punktach (x, y, z) zbioru A z poprzedniego zadania wektory

[2x, 4y, 4z], [1, 1,−1] i [1, 0, 0] s¡ liniowo zale»ne. Wskazówka: Policz wyznacznik odpo-

wiedniej macierzy.

(10 stycznia 2020)

Zadanie 2. Niech

K = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 4, x2 + y2 + z2 = 6} .

Uzasadnij, »e funkcja F : K → R dana wzorem f(x, y, z) = x3+y3+z3 osi¡ga na zbiorze

K warto±¢ maksymaln¡. Znajd¹ t¦ warto±¢.

Zadanie 3. W zbiorze E = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 − xy + xz + yz = 1} znajd¹
punkt najbardziej odlegªy od osi OZ.

Zadanie 4. Znajd¹ kres górny funkcji f(x, y, z) = xy − z na zbiorze

P = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1, x+ y + z ≥ 0} .

Zadania domowe na 14 stycznia:

Dom 2. Doko«czy¢ ostatnie zadanie: zbada¢ kresy funkcji na zbiorze {(x, y, z) ∈ R3 | x+
y + z = 0} i na zbiorze {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0, z2 + y2 + z2 = 1}.



Dom 3. Obliczy¢ supremum funkcji f(x, y, z) = xyz na zbiorze

B = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 9, xy + yz + xz = 8} .

Mo»na jeszcze zgªasza¢ niesprawdzone zadania na 10 stycznia.

(14 stycznia 2020)

Jeszcze sªówko o rozmaito±ciach. Intuicyjnie n-wymiarowa rozmaito±¢ M ⊂ Rn+k to zbiór, który
lokalnie wygl¡da jak Rn (troch¦ pokrzywiony). Formalna de�nicja jest nast¦puj¡ca:

De�nicja. Podzbiór M ⊂ Rn+k nazywamy n-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ zanurzon¡ w Rn+k (klasy Cr)
gdy dla ka»dego punktu p ∈ M istnieje jego otoczenie U 3 p w Rn+k oraz dyfeomor�zm Φ : U →
Φ(U) ⊂ Rn+k (klasy Cr), który �prostuje� M ∩ U do zbioru otwartego w Rn × {0k} ⊂ Rn+k , tj.

Φ(M ∩ U) = Φ(U) ∩ (Rn × {0k}) ⊂ Rn × Rk ' Rn+k .

Z praktycznego punktu widzenia mamy zasadniczo dwa sposoby de�niowania rozmaito±ci:

1. Jako przeciwobraz punktu przy odwzorowaniu F = (f1, f2, . . . , fk) : Rn+k → Rk, t.j. M = {x ∈
Rn+k | F (x) = c}, przy czym rz¡d pochodnej dF powinien by¢ maksymalny mo»liwy, tj. równy k.

2. Jako obraz maªego zbioru otwartego U ⊂ Rn przy odwzorowaniu φ : Rn → Rn+k, gdzie równie»
rz¡d pochodnej dφ powinien by¢ maksymalny mo»liwy, tj. równy n.

Pierwszy przypadek opisuje znane nam ju» twierdzenie o submersji (dF (p) musi by¢ maksymalnego rz¦du
w punktach p ∈ M , inaczej gradienty ∇f1(p), . . . ,∇fk(p) s¡ liniowo niezale»ne w punktach p ∈ M).
Wówczas przestrze« styczna TpM = ker dF (p) = {v ∈ Rn+k | ∇f1(p) ⊥ v, . . . ,∇fk(p) ⊥ v}.
Drugi przypadek opisuje nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie. Zbiór M ⊂ Rn+k jest n-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ zanurzon¡ (klasy Cr) gdy dla ka»dego
punktu p ∈M istnieje otoczenie U 3 p w Rn+k oraz zbiór otwarty V ⊂ Rn i przeksztaªcenie φ : V → Rn+k
(klasy Cr) o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

• φ(V ) = M ∩ U i φ jest hoemomor�zmem V na swój obraz.

• rz¡d pochodnej dφ : Rn → Rn+k jest maksymalny, tj. równy n, w punktach zbioru V .

Takie odwzorowanie φ nazywamy (lokaln¡) parametryzacj¡ M w punkcie p.
Ponadto przestrze« styczna do M w punkcie p = φ(x) to obraz Rn przy pochodnej parametryzacji:

TpM = dφ(x)(Rn), gdzie p = φ(x).

Wynika st¡d nast¦puj¡cy wniosek

Twierdzenie (o immersji). Niech φ : Rn
otw

⊃ V → Rn+k b¦dzie przeksztaªceniem klasy Cr, i zaªó»my, »e
rz¡d pochodnej dφ(x) : Rn → Rn+k jest maksymalny (równego n) w ka»dym punkcie x ∈ V .
Wówczas dla ka»dego x ∈ V obraz φ(V ′) pewnego maªego otoczenia p ∈ V ′ ⊂ V jest n jest n-wymiarow¡
rozmaito±ci¡ zanurzon¡ w Rn+k klasy Cr. Ponadto Tφ(x) φ(V ′) = dφ(x)(Rn).

Uwaga! Mo»e si¦ zdarzy¢, »e peªny obraz φ(V ) nie jest rozmaito±ci¡ � na przykªad φ mo»e nie by¢

ró»nowarto±ciowe, albo punkty obrazu akumuluj¡ si¦ w jakim± punkcie Rn+k.
Zadanie domowe na 17 stycznia 2020:

Dom 4. Rozwa»my funkcj¦ f : Rn → R klasy C1 i niechM = {(v, f(v) | v ∈ Rn} b¦dzie
jej wykresem. Wyka», »e M jest n-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡ zanurzon¡ w

Rn+1 i wyznacz przestrze« styczn¡ T(x0,f(x0))M . Wskazówka: Mo»na zapisa¢ M jako

poziomic¦ pewnej funkcji F : Rn+1 → R.



(17 stycznia 2020)

Zadanie 5. Rozpatrzmy odwzorowanie φ : (−π, π)→ R2 dane wzorem

φ(t) = (− sin(t) sin(2t), cos(t) sin(2t)) .

Naszkicuj obraz φ(−π, π). Wyka», »e φ jest odwzorowaniem gªadkim, którego ró»niczka

w ka»dym punkcie ma rz¡d równy 1. Wyka», »e φ(−π
2 ,

π
2 ) nie jest rozmaito±ci¡ zanurzon¡

w R2.

Zadanie 6. Zbiór M ⊂ R3 zadany jest parametrycznie

M = {(t, 0, 0) + s(0, 1, t) | t, s ∈ R} .

Wyka», »e M jest 2-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡ w R3. Znajd¹ przestrze«

styczn¡ T(1,1,1)M .


