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(6 grudnia 2019)

Odwzorowanie F : U → V pomi¦dzy podzbiorami otwartymi U, V ⊂ Rn nazywamy dyfeomor�zmem
(klasy C1) gdy

• F jest bijekcj¡, a wi¦c istnieje odwzorowanie odwrotne F−1 : V → U .

• F i F−1 s¡ ró»niczkowalne (poniewa» ró»niczkowalno±¢ poci¡ga za sob¡ ci¡gªo±¢, F jest jednocze-
±nie homeomor�zmem).

W przypadku, gdy F i F−1 s¡ ró»niczkowalne klasy Ck mówimy o dyfeomor�zmach klasy Ck.

Bezpo±rednio z de�nicji i z reguªy ªa«cuchowej wynika, »e pochodna odwzorowania F−1 w punkcie y =
F (x) to przeksztaªcenie odwrotne do pochodnej odwzorowanie F w punkcie x. Istotnie, mamy:

F (F−1(y)) = y oraz F−1(F (x)) = x, dla dowolnych x ∈ U oraz y ∈ V .

Ró»niczkuj¡c oba te wyra»enia i korzystaj¡c z reguªy ªa«cuchowej mamy:

dF (F−1(y)) ◦ dF−1(y) = id oraz dF−1(F (x)) ◦ dF (x) = id ,

kªad¡c y = F (x) dostajemy, »e przeksztaªcenia liniowe dF (x) i dF−1(F (x)) s¡ wzajemnie odwrotne.
Wynika st¡d, »e pochodna dyfeomor�zmu jest odwracalnym przeksztaªceniem liniowym. Okazuje si¦ »e
(lokalnie) zachodzi te» twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie (o funkcji odwrotnej). Je±li odwzorowanie F : U → V klasy C1 ma w jakim± punkcie p ∈ U
nieosobliw¡ pochodn¡ dF (p), to F jest w pewnym otoczeniu Ω 3 p odwracalna i F−1 jest ró»niczkowalna
w punkcie F (p). Innymi sªowy, F jest lokalnym dyfeomor�zmem mi¦dzy Ω i F (Ω).

Jako wniosek mamy nast¦puj¡cy przydatny fakt:

Lemat 1. Niech odwzorowanie F : U → V klasy C1 b¦dzie bijekcj¡ pomi¦dzy zbiorami otwartymi
U, V ⊂ Rn. Je±li pochodna dF (p) jest nieosobliwa w ka»dym punkcie p ∈ Rn to F jest dyfeomor�zmem.
Ogólniej: je±li F jest bijekcj¡ klasy Ck o nieosobliwej pochodnej, to jest te» dyfeomor�zmem klasy Ck.

Ponadto dyfeomor�zmy maj¡ wªasno±ci grupowe: mo»na je ze sob¡ skªada¢ i odwraca¢ i wynik nadal
pozostaje dyfeomeor�zem.

Lemat 2 (Grupowe wªasno±ci dyfeomorofrizmów).

• Je±li F : U → V jest dyfeomor�zmem to F−1 : V → U te».

• Je±li F : U → V i G : V →W s¡ dyfeomor�zmami to zªo»enie G(F ) : U →W te».

Zadanie 1. Rozwa»my odwzorowanie F (x, y) = (x2+y−y2, 2xy+y). Znajd¹ wszystkie
punkty, w których F jest lokalnie odwracalna (i jej odwrotno±¢ jest ró»niczkowalna).

Wyka», »e punkt (2, 1) jest jednym z nich i oblicz ró»niczk¦ F−1 w punkcie (4, 5).

Zadanie 2. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania biegunowego F : R+ × (−π, π)→ R2

F (r, θ) = (r cos θ, r sin θ).

Wyka», »e F jest dyfeomor�zmem na obraz.

Zadanie 3. Skonstruuj dyfeomor�zm



a) odcinka (0, 1) na R.

b) pªaszczyzny R2 na otwart¡ kul¦ jednostkow¡ B = {(x, y) | x2 + y2 < 1}.

c) otwartego kwadratu K = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 1} na R2.

d) otwartego kwadratu K = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 1} na otwarte koªo B = {(x, y) | x2+
y2 < 1}.

Zadania domowe na 10 grudnia:

Dom 1. Skonstruuj dyfeomor�zm

a) pªaszczyzny bez punktu R2 \ {0} na pªaszczyzn¦ bez koªa R2 \ {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1}.

b) otwartego prostok¡ta P = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 3} na otwarte póªkole B′ =
{(x, y) | x2 + y2 < 1, y > 0}.

c) zbioru A = {(x, y) | 0 < x < y} na póªpªaszczyzn¦ R× R+.

Dom 2. Sprawd¹, czy przeksztaªcenie F (x, y) = (2xy, x2 − y2) jest dyfeomor�zmem

R2 \ {0} na obraz. Czy jest lokalnym dyfeomor�zmem?

(10 grudnia 2019)

Zadanie 4. Niech f, g : (a, b)→ R b¦d¡ funkcjami klasy C1 takimi, »e f(x) < g(x) dla
wszystkich x ∈ (a, b). Przeksztaªci¢ dyfeomor�cznie zbiór {(x, y) | x ∈ (a, b), f(x) < y <
g(x)} na prostok¡t (a, b)× (0, 1).

Zadanie 5. Niech f : R2 ⊃ U → R b¦dzie funkcj¡ klasy C1 okre±lon¡ na zbiorze otwar-

tym U . Wybierzmy (x0, y0) ∈ U . Skonstruuj dyfeomor�zm postaci φ(x, y, z) = (x, y, w)
zde�niowany w pewnym otoczeniu W ⊂ R3 punktu (x0, y0, f(x0, y0)) przeprowadzaj¡cy
powierzchni¦ {(x, y, z) | z = f(x, y)} na powierzchni¦ {(x, y, w) | w = 2019} ∩ φ(W ).

Twierdzenie o funkcji uwikªanej mówi kiedy ukªad równa« f1(x,y) = f2(x,y) = . . . = fk(x,y) = 0 w
przestrzeni Rn×Rk 3 (x,y) daje si¦ rozwi¡za¢ wzgl¦dem zmiennych y. B¦dziemy mówili, »e x to zmienne
niezale»ne, a y to zmienne zale»ne. Intuicyjnie, k równa« w przestrzeni Rn×Rk powinno opisywa¢ zbiór
n-wymiarowy (n = n + k − k). B¦dzie tak, o ile fi s¡ funkcjonalnie niezale»ne i niezdegenerowane
wzgl¦dem zmiennych zale»nych y. Dokªadne sformuªowanie jest nast¦puj¡ce:

Twierdzenie (o funkcji uwikªanej). Niech F = (f1, . . . , fk) : Rn × Rk → Rk b¦dzie funkcj¡ klasy
C1. Rozwa»my punkt (x0,y0) ∈ Rn × Rk, taki, »e F (x0,y0) = 0. Zaªó»my, »e ró»niczka dyF (x0,y0)
(ró»niczka F wzgl¦dem zmiennych zale»nych y w punkcie (x0,y0)) jest nieosobliwa.
Wówczas istnieje pewne otoczenie U 3 (x0,y0) i odwzorowanie φ : Rn → Rk klasy C1, takie »e y = φ(x)
rozwi¡zuje równanie F (x,y) = 0 w U . To znaczy: dla dowolnego (x,y) ∈ U równanie F (x,y) = 0 jest
speªnione wtedy i tylko wtedy gdy y = φ(x).

Zauwa»my, »e odwzorowanie φ o którym jest mowa w twierdzeniu speªnia to»samo±¢ F (x, φ(x)) = 0 w

otoczeniu punktu (x0). Ró»niczkuj¡c j¡ wzgl¦dem x mo»na uzyska¢ wiedz¦ o pierwszej ró»niczce Dxφ(x).

W szczególno±ci je±li regularno±¢ F jest wy»sza ni» C1 mo»emy podnie±¢ regularno±¢ φ. Kolejne ró»nicz-

kowania pozwalaj¡ obliczy¢ kolejne ró»niczki φ.



Zadanie 6. Uzasadni¢, »e równanie z5 − xz + y2 = 0 w otoczeniu punktu (x0, y0, z0) =
(1, 0, 1) wyznacza zmienn¡ z jako funkcj¦ pozostaªych zmiennych z = g(x, y) klasy C∞.
Napisa¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji g w otoczeniu punktu (1, 0).

Zadania domowe na 13 grudnia:

Dom 3. Obliczy¢ pierwsze pochodne ∂g
∂x i ∂g

∂y dla funkcji g(x, y) z poprzedniego zadania.

Pisemnie na 17 grudnia:

Dom 4. Skonstruuj dyfeomor�zm trójk¡ta (bez brzegu) o wierzchoªkach (0, 0), (0, 1),
(1, 1) na kwadrat K = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 1}.

(13 grudnia 2019)

Zadanie 7. Wska» dyfeomor�zm f : R2 \ {0} → \{0} taki, »e obrazem zbioru B(0, 9) \
B(0, 1) jest zbiór B(0, 4) \B(0, 1).

Zadanie 8. Rozwa»my odwzorowanie f(x) = 1
1+‖x‖(x1, x2, . . . , xn) gdzie x = (x1, . . . , xn) ∈

Rn. Znale¹¢ obraz przeksztaªcenia f i wykaza¢, »e f jest dyfeomor�zmem z Rn na ten

obraz.

Zadanie domowe na 17 grudnia:

Dom 5. Uzasadni¢, »e w otoczeniu punktu (2,−1, 1) równanie xz = 2+ y ln z wyznacza

z(x, y) klasy C2. Obliczy¢ ∂2z
∂x∂y (2,−1).

(17 grudnia 2019)

Zadanie 9. Wykaza¢, »e ukªad równa«{
x+ y + z = 0

x2 + y3 + z4 = 2

Wyznacza y i z jako funkcje x w otoczeniu x0 = 0 przy warunkach y(0) = 1 i z(0) = −1.
Obliczy¢ pochodne y′(0), z′(0), y′′(0) i z′′(0).

Twierdzenie o funkcji uwikªanej mówi, »e zbiór opisany równaniem F (x,y) = 0, gdzie F = (f1, . . . , fk) :
Rn × Rk → Rk jest klasy Ck, jest w otoczeniu punktu (x0,y0) wykresem odwzorowania φ : Rn → Rk

klasy Ck, o ile F jest niezdegenerowane w kierunku zmiennych zale»nych, tzn. ró»niczka dyF (x0,y0)
jest nieosobliwa. Zbiór M ⊂ Rn+k, który lokalnie (w otoczeniu ka»dego punktu) wygl¡da jak wykres
odwzorowania φ : Rn → Rk klasy Ck nazywamy rozmaito±ci¡ n-wymiarow¡ klasy Ck zanurzon¡ w Rn+k.

W tej de�nicji nie interesuje nas które ze wspóªrz¦dnych w Rn+k peªni¡ rol¦ zmiennych zale»nych, a które
niezale»nych. Na mocy TFU aby otoczenie punktu p0 nale»¡cego do zbioru M = {v ∈ Rn+k | F (v) = 0}
byªo rozmaito±ci¡ wystarczy, aby znale¹¢ pewien podziaª wspóªrz¦dnych Rn+k = Rn × Rk 3 (x,y), w
którym speªnione jest zaªo»enie TFU. Do tego z kolei wystarcza, aby wiersze peªnej macierzy ró»niczki
dF byªy liniowo niezale»ne w ka»dym punkcie M . Otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie (o submersji). Niech F = (f1, . . . , fk) : Rn+k → Rk b¦dzie odwzorowaniem klasy Ck.
Je±li w ka»dym punkcie p zbioru M = {v ∈ Rn+k | F (v) = 0} (peªna) ró»niczka dF (p) : Rn+k → Rk

jest przeksztaªceniem liniowym maksymalnego rz¦du (równowa»nie: je±li gradienty ∇f1(p), . . . ,∇fk(p)
s¡ liniowo niezale»ne) to M jest n-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ zanurzon¡.

Ponadto przestrze« styczna TpM = ker dF (p) (równowa»nie TpM = {v ∈ Rn | v ⊥ ∇fi(p) dla i = 1, . . . , k}).



W szczególno±ci: zbiór opisany pojedynczym równaniem M = {v ∈ RN | f(v) = 0}, gdzie f : RN → R
jest funkcj¡ klasy Ck, tak¡ »e ∇f(v) 6= 0 w ka»dym punkcie v ∈M , jest rozmaito±ci¡ (N−1)-wymiarow¡

klasy Ck zanurzon¡ w RN . Ponadto TpM = {v ∈ RN | 〈v,∇f(p)〉} � tj. gradient jest prostopadªy do

poziomicy.

Zadanie 10. Niech M = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z4 + xyz = 4}. Wyka», »e M jest

rozmaito±ci¡ dwuwymiarow¡ klasy C1 w R3.

Zadania domowe na 20 grudnia:

Mo»na jeszcze zgªasza¢ poprzednie zadanie domowe.

Dom 6. Rozwa»my zbiór M = {(x, y, z) ∈ R3 | x + y + z = 4, x2 + y2 + z2 = 6}.
Wyka», »e w ka»dym punkcie p ∈ M gradienty funkcji f1(x, y, z) := x + y + z oraz

f2(x, y, z) := x2 + y2 + z2 s¡ liniowo niezale»ne.

(20 grudnia 2019)

Zadanie 11. Niech M = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z4 + xyz = 4}. Wyznacz przestrze«

styczn¡ do M w punkcie ( 3
√
3, 0,−1).

Zadanie 12. Rozwa»my zbiór M = {(x, y, z) ∈ R3 | x + y + z = 4, x2 + y2 + z2 = 6}.
Wyka», »e M jest rozmaito±ci¡ 2-wymiarow¡. Wyznacz przestrze« styczn¡ do M w

punkcie ((2, 1, 1).

Zadanie 13. Niech S = {(x, y) | (x2 + y2− x)2 = x2 + y2}. Wyka», »e zbiór S \ {(0, 0)}
jest rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡ zanurzon¡ w R2. Czy S jest rozmaito±ci¡? Wskazówka:

Wyznacz przestrze« styczn¡ T(0,0) S.

Zadanie pisemne na 7 styczna 2020:

Dom 7. Uzasadni¢, »e w otoczeniu punktu (x0, y0, u0, v0) = (1, 1, 0, 0) ukªad równa«{
eu + v = xy

2u+ ev = 2y − x

wyznacza u i v jako funkcje klasy C1 zmiennych x i y. Obliczy¢ ró»niczk¦ φ : (x, y) 7→
(u, v) w punkcie (1, 1).


