AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 5: TFO 1 TFU

(6 grudnia 2019)

Odwzorowanie F' : U — V pomiedzy podzbiorami otwartymi U,V C R" nazywamy dyfeomorfizmem
(klasy C*) gdy

o I jest bijekcjg, a wiec istnieje odwzorowanie odwrotne F~1:V — U.

o F i F! sq réiniczkowalne (poniewas rézniczkowalnosé pocigga za sobg ciggtosé, F jest jednocze-
$nie homeomorfizmem,).

W praypadku, gdy F i F~' sq réiniczkowalne klasy C* méwimy o dyfeomorfizmach klasy C*.

Bezposrednio z definicji 1 z requly taricuchowej wynika, ze pochodna odwzorowania F~' w punkcie y =
F(x) to przeksztatcenie odwrotne do pochodnej odwzorowanie F w punkcie x. Istotnie, mamy:

F(F Y y) =y oraz F ' (F(x))=, dladowolnych xcU orazyecV.
Rozniczkujgc oba te wyrazenia i korzystajgc z requty taricuchowej mamy:
dF(F ' (y))odF "(y) =id oraz dF '(F(x))odF(x)=id,

ktadgc y = F(x) dostajemy, ze pracksztatcenia liniowe dF(x) i dF ™' (F(x)) sq¢ wzajemnie odwrotne.
Wynika stqed, zZe pochodna dyfeomorfizmu jest odwracalnym przeksztatceniem liniowym. Okazuje sie ze
(lokalnie) zachodzi tez twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie (o funkcji odwrotnej). Jesli odwzorowanie F : U — V klasy C* ma w jakims punkcie p € U
nieosobliwg pochodng dF(p), to F jest w pewnym otoczeniu Q 3 p odwracalna i F~' jest rézniczkowalna
w punkcie F(p). Innymi stowy, F jest lokalnym dyfeomorfizmem miedzy Q i F(Q).

Jako wniosek mamy nastepujecy przydatny fakt:

Lemat 1. Niech odwzorowanie F : U — V klasy C' bedzie bijekcjg pomiedzy zbiorami otwartymi
U,V C R™. Jesli pochodna dF (p) jest nieosobliwa w kazdym punkcie p € R™ to F jest dyfeomorfizmem.
Ogéiniej: jesli F jest bijekcjq klasy C* o nieosobliwej pochodnes, to jest tez dyfeomorfizmem klasy C*.

Ponadto dyfeomorfizmy majq wtasnosci grupowe: mozna je ze sobg sktadaé i odwracaé i wynik nadal
pozostaje dyfeomeorfizem.

Lemat 2 (Grupowe wlasnosci dyfeomorofrizmow).
o Jesli F:U — V jest dyfeomorfizmem to F~':V — U tez.
o Jesli F:U -V iG:V = W sq dyfeomorfizmami to ztozenie G(F) : U — W tez.

Zadanie 1. Rozwazmy odwzorowanie F(z,y) = (2?+y—y?, 22y +vy). Znajdz wszystkie
punkty, w ktorych F' jest lokalnie odwracalna (i jej odwrotnos¢ jest rozniczkowalna).
Wykaz, ze punkt (2,1) jest jednym z nich i oblicz rézniczke F~! w punkcie (4, 5).

Zadanie 2. Oblicz rézniczke odwzorowania biegunowego F : Ry x (—m,7) — R?
F(r,0) = (rcosf,rsinf).

Wrykaz, ze F' jest dyfeomorfizmem na obraz.

Zadanie 3. Skonstruuj dyfeomorfizm



odcinka (0,1) na R.
plaszezyzny R? na otwarty kule jednostkowa B = {(z,y) | 22 +y% < 1}.
otwartego kwadratu K = {(x,y) | |z| < 1,|y| < 1} na R%

otwartego kwadratu K = {(z,y) | |z| < 1,]y| < 1} na otwarte kolo B = {(x,y) | 2% +
2
y® < 1}

Zadania domowe na 10 grudnia:

Dom 1. Skonstruuj dyfeomorfizm
a) plaszczyzny bez punktu R?\ {0} na ptaszczyzne bez kota R?\ {(z,y) | 22 +y? < 1}.

b) otwartego prostokata P = {(z,y) | |z| < 1,|y| < 3} na otwarte potkole B’ =
{(z,y) [ 2* +y* <1,y >0}

¢) zbioru A = {(z,y) | 0 < = < y} na poélpltaszczyzne R x R.

Dom 2. Sprawd?, czy przeksztalcenie F(z,y) = (2zy,2? — y?) jest dyfeomorfizmem
R?\ {0} na obraz. Czy jest lokalnym dyfeomorfizmem?

(10 grudnia 2019)

Zadanie 4. Niech f,g: (a,b) — R beda funkcjami klasy C! takimi, ze f(x) < g(z) dla
wszystkich z € (a,b). Przeksztalci¢ dyfeomorficznie zbior {(z,y) | = € (a,b), f(z) <y <
g(z)} na prostokat (a,b) x (0,1).

Zadanie 5. Niech f: R? D U — R bedzie funkcja klasy C' okreglong na zbiorze otwar-
tym U. Wybierzmy (zg,y0) € U. Skonstruuj dyfeomorfizm postaci ¢(z,y, z) = (z,y, w)
zdefiniowany w pewnym otoczeniu W C R3 punktu (o, yo, f(z0, yo)) przeprowadzajacy
powierzchnie {(z,y,2) | z = f(z,y)} na powierzchnie {(x,y,w) | w = 2019} N ¢(W).
Twierdzenie o funkcji uwiktanej mows kiedy uktad réwnan fi(x,y) = fa(x,y) = ... = fu(z,y) =0 w
przestrzeni R® xRF 5 (z,y) daje sie rozwigzaé wzgledem zmiennych y. Bedziemy mowili, ze & to zmienne
niezalezne, ¢ y to zmienne zalezne. Intuicyjnie, k réwnari w przestrzeni R™ x R* powinno opisywaé zbior

n-wymiarowy (n = n + k — k). Bedzie tak, o ile f; sq funkcjonalnie niezalezne i niezdegenerowane
wzgledem zmiennych zaleznych y. Doktadne sformutowanie jest nastepujgce:

Twierdzenie (o funkcji uwiktanej). Niech F = (fi,...,fx) : R™ x R* — R* bedzie funkcjq klasy
C*. Rozwazmy punkt (xo,yo) € R™ x R¥, taki, e F(xo,yo) = 0. Zatéimy, ze réiniczka dyF(xo,yo)
(rézniczka F wzgledem zmiennych zaleznych y w punkcie (xo,yo)) jest nieosobliwa.

Woéwczas istnieje pewne otoczenie U 3 (o, yo) 1 odwzorowanie ¢ : R™ — R¥ klasy C*, takie e y = ¢(x)
rozwigzuje Téwnanie F(x,y) =0 w U. To znaczy: dla dowolnego (x,y) € U réwnanie F(x,y) = 0 jest
spetnione wiedy i tylko wtedy gdy y = ¢(x).

Zauwazmy, ze odwzorowanie ¢ o ktérym jest mowa w twierdzeniu spetnia tozsamosé F(x,d(x)) = 0 w
otoczeniu punktu (xo). Rézniczkujgc ja wzgledem x mozna uzyskaé wiedze o pierwszej rézniczce Dg ().
W szczegolnosci jesli reqularnosé F jest wyzsza niz C1 mozemy podniesé reqularnosé ¢. Kolejne réznicz-

kowania pozwalajg obliczyé kolejne rézniczki ¢.



Zadanie 6. Uzasadni¢, ze rownanie 2° — 22 + y? = 0 w otoczeniu punktu (xg, o, 20) =

(1,0,1) wyznacza zmienng z jako funkcje pozostatych zmiennych z = g(x,y) klasy C°.
Napisa¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji ¢ w otoczeniu punktu (1,0).

Zadania domowe na 13 grudnia:
Dom 3. Obliczy¢ pierwsze pochodne % i g—g dla funkcji g(x,y) z poprzedniego zadania.
Pisemnie na 17 grudnia:

Dom 4. Skonstruuj dyfeomorfizm trojkata (bez brzegu) o wierzchotkach (0,0), (0,1),
(1,1) na kwadrat K = {(z,y) | |z| <1, |y| < 1}.

(13 grudnia 2019)
Zadanie 7. Wskaz dyfeomorfizm f : R?\ {0} — \{0} taki, ze obrazem zbioru B(0,9) \

B(0,1) jest zbior B(0,4) \ B(0,1).

Zadanie 8. Rozwazmy odwzorowanie f(x) = m(ml, To,...,Ty) gdziex = (zt,...,2") €
R™. Zmalezé obraz przeksztatcenia f i wykazaé, ze f jest dyfeomorfizmem z R™ na ten
obraz.

Zadanie domowe na 17 grudnia:

Dom 5. Uzasadni¢, ze w otoczeniu punktu (2, —1,1) rownanie zz = 2+ yln z wyznacza
z(x,y) klasy C2. Obliczy¢ %(922/(27 —1).

(17 grudnia 2019)

Zadanie 9. Wykaza¢, ze uktad réwnan

r+y+2=0
224y 24 =2

Wyznacza y i z jako funkcje  w otoczeniu z¢g = 0 przy warunkach y(0) = 11 2(0) = —1.
Obliczy¢ pochodne y/(0), 2/(0), y”(0) i 2”(0).

Twierdzenie o funkcji uvwiktanej mowi, zZe zbior opisany réwnaniem F(x,y) =0, gdzie F = (f1,..., fx) :
R"™ x R¥ — R* jest klasy C*, jest w otoczeniu punktu (x0,yo) wykresem odwzorowania ¢ : R™ — R*
klasy C*, o ile F jest niezdegenerowane w kierunku zmiennych zalesnych, tzn. rézniczka dy F (20, yo)
jest nieosobliwa. Zbior M C R™*, ktéry lokalnie (w otoczeniu kazdego punktu) wygleda jok wykres
odwzorowania ¢ : R™ — R¥ klasy C* nazywamy rozmaitoscia n-wymiarowa klasy C* zanurzong w R™ .

W tej definicji nie interesuje nas ktére ze wspétrzednych w R™* petnig role zmiennych zaleinych, a ktére
niezaleznych. Na mocy TFU aby otoczenie punktu po nalezgcego do zbioru M = {v € R"™* | F(v) = 0}
byto rozmaitosciq wystarczy, aby znaleié pewien podziat wspdtrzednych R™TF = R™ x R* 5 (x,y), w
ktorym spetnione jest zatozenie TFU. Do tego z kolei wystarcza, aby wiersze pelnej macierzy rdzniczki
dF' byty lintowo niezalezne w kazdym punkcie M. Otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie (o submersji). Niech F' = (fi,...,fx) : R"™* — R* bedzie odwzorowaniem klasy C*.

Jesli w kazdym punkcie p zbioru M = {v € R"™* | F(v) = 0} (petna) rézniczka dF(p) : R™F — R”

jest przeksztalceniem liniowym maksymalnego rzedu (réwnowaznie: jesli gradienty V f1(p), ...,V fe(p)

sq liniowo niezalezne) to M jest n-wymiarowq rozmaitosciq zanurzong.

Ponadto przestrzen styczna Tp M = ker dF(p) (réwnowaznie Tp M = {v € R" |v L Vfi(p) dlai=1,...,k}).



W szczeglnosci: 2bior opisany pojedynczym réwnaniem M = {v € RY | f(v) = 0}, gdzie f : RY — R
jest funkejq klasy C*, takq e V f(v) # 0 w kazdym punkcie v € M, jest rozmaitoscig (N —1)-wymiarowg
klasy C* zanurzong w RN . Ponadto T, M = {v € RY | (v,Vf(p))} - tj. gradient jest prostopadty do
poziomicy.

Zadanie 10. Niech M = {(z,y,2) € R | 23 4+ y3 + 2* + zyz = 4}. Wykaz, ze M jest
rozmaitogcia dwuwymiarowa klasy C! w R3,

Zadania domowe na 20 grudnia:

Mozna jeszcze zgtaszaé poprzednie zadanie domowe.

Dom 6. Rozwazmy zbior M = {(x,y,2) € R® | 2+ y+ 2z = 4,22 + y? + 22 = 6}.
Wykaz, ze w kazdym punkcie p € M gradienty funkcji fi(z,y,2) := x + y + 2z oraz
fa(w,y, 2) == 2% + y? + 22 sg liniowo niezalezne.

(20 grudnia 2019)

Zadanie 11. Niech M = {(z,y,2) € R? | 23 + 3 + 2* + 2yz = 4}. Wyznacz przestrzen
styczng do M w punkcie (¥/3,0, —1).

Zadanie 12. Rozwazmy zbior M = {(2,y,2) €R3 |z +y + 2z = 4,22 + y*> + 2% = 6}.
Wykaz, ze M jest rozmaitoscia 2-wymiarowa. Wyznacz przestrzen styczna do M w
punkcie ((2,1,1).

Zadanie 13. Niech S = {(2,7) | (22 +9? — 1) = 2% +y?}. Wykaz, ze zbior S\ {(0,0)}
jest rozmaitogcia rézniczkows zanurzong w R?. Czy S jest rozmaitoscia? Wiskazdwka:
Wyznacz przestrzen styczng T(g o) S.

Zadanie pisemne na 7 styczna 2020:

Dom 7. Uzasadni¢, ze w otoczeniu punktu (xo, yo, ug,vo) = (1, 1,0,0) uklad réwnan

e"+v  =uxy
2u+e¥ =2y—=x

wyznacza u i v jako funkcje klasy C' zmiennych z i y. Obliczyé rézniczke ¢ : (z,y)
(u,v) w punkcie (1,1).




