AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 4: Ekstrema funkcji wielu zmiennych, wzoér Taylora

(12 listopada 2019)

Twierdzenie (Zasada Fermat’a). Jesli funkcja rézniczkowalna F : U C R™ — R, okreslona na zbiorze
otwartym U ma ekstremum (lokalne) w punkcie p € U to VF(p) = 0.

Wniosek (Metoda policyjna znajdowania ekstremow (lokalnych)). Rozwazmy funkcje F : A C R® — R
okreslona na pewnym zbiorze A C R"™. Interesuja nas (lokalne) ekstrema funkcji F' na A. Typujemy
podejrzanych:

1. Punkty zerowania si¢ gradientu F.
2. Wszystkie punkty patologiczne: punkty nierézniczkowalnosci F', punkty brzegowa A itp.

Oczywiscie to ze kto$ jest podejrzany nie znaczy, ze jest od razu winny... Co wiecej, nawet bycie jedynym
podejrzanym tego nie oznacza. Na przyklad gdy A nie jest zwarty, to nawet gdy F' jest rozniczkowalna
w kazdym punkcie int A, moze nie przyjmowac swoich kresow w A.

Zadanie 1. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = 2?2 +xy+2y? nakuli K = {(z,y) | 22+ <
1}.

Zadania domowe na 15 listopada:

Dom 1. Dokonczy¢ poprzednie zadanie, tzn. znajdz ekstrema lokalne funkeji F'(«) :=
f(cos a, sin ) na zbiorze « € [0, 27].

Dom 2. Wyznacz punkty zerowania sie gradientu funkcji f(z,y) = (3z + 2y)e 4" ¥’
na R2,

(15 listopada 2019)
Zadanie 2. Znajdz kresy funkcji f(z,y) = (3z + 23;)6’4’52’3”2 na R?.

Zadania domowe na 19 listopada:

Dom 3. Dokonczy¢ ostatnie zadanie, tzn. z faktu, ze lim|(,y)|—qo00 f(7,y) = 0 i 2z

tego ze jedyne punkty krytyczne f to + (ﬁ, ¥> wywnioskowaé jak wygladaja kresy

zboiru wartoéci funkcji f na R2.

Dom 4. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = z(y — x)e™¥ na zbiorze T'= {(z,y) | — 1 <
3z < 2y < 6.

Zadanie pisemne na 22 listopada 2019 - poprawka zadania na poprzednie ¢wiczenia:

Dom 5. Zbada¢ rézniczkowalnosé w catej dziedzinie funkcji

7%%_1 dlay#0izy>—1

3 dla y = 0.

f(z,y) —{

(19 listopada 2019)

Zadanie 3. Niech A = {(z,y,2) | 22 + y? — 22 + 4 = 0}. Znales¢ w zbiorze A punkt
ktorego odleglosc od punktu (2,4,0) jest najmniejsza.



Zadanie 4. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = na A={(z,y) | z > 0}.

Y
x24+4y2+1

Zadanie domowe na 22 listopada:

Dom 6. Dokoriczy¢ ostatnie zadanie — pokazalismy ze kresy funkcji sa przyjmowane na
prostej x = 0.

Dom 7. Na powierzchni z = xy + 1 znalezé punkt potozony najblizej poczatku uktadu
wspolrzednych.

Zadania pisemne na 26 listopada:

Dom 8. Funkcja rézniczkowalna f : R? — R spelnia tozsamogé

wgi(w,y)ﬂw%(%y) =0.

Wykaz, ze f jest stala.
Wskazowka: Wykaz, ze f jest stata na kazdej prostej przechodzacej przez punkt (0,0).

Dom 9. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = x+yle_my na zbiorze A = {(z,y) | 0 <y < z}.

(22 listopada 2019)

Zadanie 5. Obliczy¢ kresy funkcji f(z,y) = %ﬁ;‘g) na zhiorze A = {(z,y) € R? | 0 <
r<y<1}

Wzor Taylora i ekstrema lokalne

Twierdzenie. Rozwaimy funkcje F : U — R™ klasy C* okreslong na zbiorze otwartym U C R™.
Wowczas, w otoczeniu punktu xo € U mozemy przyblizyé F' nastepujgcym wzorem Taylora k-tego rzedu:

Fl@o + h) = F(xo) + dF(z0)[h] + %d2F(wo)[h, A +...+ k,d’“F( Ol ..., k] +o(|[R) -

W powyzszym wzorze d°F(xo) : R™ X ... X R®™ = R oznacza s-tq pochodng F w punkcie ®o rozumiang
jako odwzorowanie s-liniowe z R"™ w R.

Z praktycznego punktu widzenia wygodnie jest zapisaé powyziszy wzdr przy pomocy pochodnych czgstko-
wych

F(wO +h wO + E a e, (Eo h + = ol .512 61'7,181712 a’O hzl h12 +.
1 oF %
— _— hiyhiy ... hi, h .
T Z 0z, Oy ... Oy, (@o)hs; hig e +o([R])

11,12, 0k

Jak widzimy (wyzsze) pochodne czqstkowe pelnig w powyzszym wzorze role wspdétczynnikdw wielomiano-
wego przyblizenia funkcji h — F(xo + h).

Badajgc rozwiniecie do rzedu 2 otrzymamy proste kryterium badania ekstremow lokalnych funkcji wielu
zmiennych

Twierdzenie. Rozwaimy funkcje F : U — R klasy C? okreslong na zbiorze otwartym U C R™. Niechp €
U bedzie jej punktem krytycznym (tj. VF(p) = 0). Hesjanem F w punkcie p nazywamy macierz
kwadratowq symetryczng (tw. Schwarza!) ztozong z drugich pochodnych czqstkowych F w p, tj.

H(F)(p) = (afng (p))m '

Jesli macierz H(F)(p) jest



(i) dodatnio okreslona, H(F)(p) > 0, to F' ma w p minimum lokalne
(ii) ujemnie okreslona, H(F)(p) <0, to F ma w p maksimum lokalne
(#ii) mieokreslona, to F nie ma w p ekstremum lokalnego

(iv) w przypadku nieujemnej okreslonosci, H(F)(p) > 0 (odp. niedodatniej okreslonosci H(F)(p) <0)
nie mozemy wykluczyé istnienia lokalnego minimum (odp. maksimum), ale musimy taki przypadek
doktadniej zbadaé.

Przypominamy, zZe okreslono$é macierzy kwadratowej i symetrycznej A mozemy badaé przy uzyciu kry-
terium Sylvestera badajgc znaki kolejnych minoréw gtéwnych A1, A, ..., An:

o Jesli det A1 > 0,det A2 > 0,...,det A, > 0 to A jest dodatnio okreslona.

o Jesli (—1)det Ay > 0,(—1)>det A2 > 0,...,(=1)"det A, > 0 to A jest ujemnie okreslona.

e Jeslidet Ay > 0,det A2 > 0,...,det A,, > 0 to A jest nieujemnie okreslona.

o Jesli (—1)det Ay >0,(=1)%det A2 > 0,...,(=1)"det A, > 0 to A jest niedodatnio okreslona.

o Jesli nie zachodzi zZadne z powyzszych, to A jest nieokreslona.

Zadania domowe na 26 listopada:

Dom 10. Znalez¢ punkty zerowanie sie gradientu funkcji f, policzy¢ macierz drugiej po-
chodnej w tych punktach, i wyjasni¢ w ktoérych z nich ma ona lokalne minima, maksima,
a w ktorych nie ma lokalnego ekstremum.

a) f(x,y,2) =2%+ 9>+ 22 + 22 + 4y — 62,

b) f(z,y) = 23 + 32y? — 152 — 12y.

(26 listopada 2019)

Zadanie 6. Wyznacz lokalne ekstrema funkcji
a) f(z,y) = 2*+ 3zy® + y* na R?

b) f(z,y,2) = 32xy + 2z + yz — 223 na R3.

Definicja. Niech M C R™ bedzie dowolnym podzbiorem i niech p € M. Stozkiem stycznym (przestrzeniq
styczng) do M w punkcie p nazywamy zbior

Tp M = {v €R" | 3p, can\(p}, @np ﬁ - HvTH} u{o} .
Stozek styczny opisuje infinitezymalne kierunki, w ktérych mozna wyjsé z punktu p poruszajgc sie we-
wngtrz zbioru M.
Zadanie 7. Wyznacz stozek styczny do zbioru K = {(z,y) € R? | 22 = y?} w punktach
(1,1) 1 (0,0).
Zadanie 8. Wyznacz stozek styczny do zbioru M = {(x,y) € R? | y? < 23} w punkcie
(0,0).

Dom 11. Wykazaé¢, ze funkcja F(x,y) = (1 4+ e¥) cosz — ye? ma nieskoniczenie wiele
maksiméw lokalnych, chociaz nie ma zadnego minimum lokalnego.



Dom 12. Wyznacz stozek styczny w punkcie (0,0) do zbioru
A={(z,y) eR? |y > 2’y U{(zx,y) eR? | y <0, [z| < |y[} .

Wskazéwka: Latwo zauwazy¢, ze A C B = {(z,y) €R? |y > 01lub (y < 0i |z| < |y|)}.
Nastepnie mozna wykazac, ze kazdy kierunek ze stozka stycznego T(g oy B uzyskamy jako

granice ciagow ﬁ gdzie p,, € A zbiega do 0.

(29 listopada 2019)
Zadanie 9. Znalez¢ rozwiniecie funkeji
f(z,y) = exp(zy?) — In(1 + zy)
w szereg Taylora wokot punktu (0,0)
a) do rzedu 2,
b) do rzedu 3.

Zadanie 10. Niech a bedzie parametrem rzeczywistym. Znalez¢é rozwiniecie funkcji
f(z,y) = ay(e® — 1) + xsin(z) +1 — cosy

w szereg Taylora wokol punktu (0,0) do rzedu 3. Wywnioskowac¢, ze (0,0) jest punktem
krytycznym f. Rozstrzygnaé¢ dla jakich wartosci a funkcja f ma ekstremum lokalne w
(0,0).

Wskazowka: w przypadku gdy macierz drugiej pochodnej jest nieujemnie okreslona przy-
datna moze by¢ analiza wyzszych wyrazéw rozwiniecia funkcji f.

Zadanie 11. Cykloida — krzywa jaka zakresla punkt lezacy na obreczy o promieniu r
toczacej sie wzdtuz prostej — jest opisana parametrycznie:

{x(t) = r(t—sin(t)

y(t) = r(1 —cos(t)) ,

gdzie t € R. Wyznacz stozek styczny do cykloidy w dowolnym ustalonym punkcie (z(to),
y(to))-

Nie ma pracy domowej na 3 grudnia.

(3 grudnia 2019)
Zadanie 12. Czy istnieje funkcja gtadka f : R? — R dla ktorej

Vi(z,y) = [2zy,ya?)?

Zadanie 13. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a funkcji

a) etV —xyz a = (0,0,0),



b) Yz, @ = (17 _172)7
Zadanie 14. Dana jest funkcja f € C%(R?) taka, ze

f(z,y) — tg()sin(y)

=0.
(z,5)—(0,0) 22 + g2

Oblicz fzy(0,0). Co sie zmieni, gdy powyzsza granica bedzie réwna 17

Definicja. Mowimy, ze funkcja f : U C R™ — R okreslona na otwartym podzbiorze U C R"™ jest klasy
C* (piszemy f € C*(U)) gdy f posiada w U wszystkie pochodne czastkowe do rzedu k wlacznie i sa one
ciagte w U.

Gdy funkcja jest klasy C* dla kazdego k € N (tzn. jest nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalna), méwimy
ze jest gtadka, badz klasy C*° (piszemy f € C°(U)).

Gdy funkcja jest lokalnie suma swojego nieskoriczonego szeregu Taylora (tzn. dla kazdego p € U istnieje
otoczenie p, w ktorym zachodzi ro6wnosé) mowimy, ze jest analityczna, badz klasy C* (piszemy f €

= (U)).
Zadanie 15. Wykaz, ze funkcja f : R> — R dana wzorem

sin(zy) dla x # 0,

f(x,y):{y ’ dlaxz=0

jest klasy C°°(R?).

Zadania domowe na 6 grudnia 2019:

Dom 13. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a = (1, 1) funkcji f(x,y) =
Dom 14. Znajdz wszystkie funkcje f : R? — R takie, ze dla dowolnych a, b € R zachodzi
fla+z,b+y) — f(a,b) —ay — bz — x* — ¢

lim =0,
(z,9)—(0,0) |23 + |y3

lub wykaz, ze taka funkcja nie istnieje.
Zadanie pisemne na 9 grudnia:

Dom 15. Dla jakich a € R funkcja cos(z + y) + atg(xy) ma w punkcie (0,0) lokalne
maksimum, dla jakich lokalne minimum, a dla jakich nie ma w (0,0) ekstremum lokal-
nego. Wskazéwka: Dla pewnych wartodci a pomocne moze by¢ (ale nie musi) rozwazenie
wyzszych niz 2gi rzedéw rozwiniecia funkcji.




