
AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 4: Ekstrema funkcji wielu zmiennych, wzór Taylora

(12 listopada 2019)

Twierdzenie (Zasada Fermat'a). Je±li funkcja ró»niczkowalna F : U ⊂ Rn → R, okre±lona na zbiorze
otwartym U ma ekstremum (lokalne) w punkcie p ∈ U to ∇F (p) = 0.

Wniosek (Metoda policyjna znajdowania ekstremów (lokalnych)). Rozwa»my funkcj¦ F : A ⊂ Rn → R
okre±lon¡ na pewnym zbiorze A ⊂ Rn. Interesuj¡ nas (lokalne) ekstrema funkcji F na A. Typujemy
podejrzanych:

1. Punkty zerowania si¦ gradientu F .

2. Wszystkie punkty patologiczne: punkty nieró»niczkowalno±ci F , punkty brzegowa A itp.

Oczywi±cie to »e kto± jest podejrzany nie znaczy, »e jest od razu winny... Co wi¦cej, nawet bycie jedynym
podejrzanym tego nie oznacza. Na przykªad gdy A nie jest zwarty, to nawet gdy F jest ró»niczkowalna
w ka»dym punkcie intA, mo»e nie przyjmowa¢ swoich kresów w A.

Zadanie 1. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = x2+xy+2y2 na kuliK = {(x, y) | x2+y2 ≤
1}.

Zadania domowe na 15 listopada:

Dom 1. Doko«czy¢ poprzednie zadanie, tzn. znajd¹ ekstrema lokalne funkcji F (α) :=
f(cosα, sinα) na zbiorze α ∈ [0, 2π].

Dom 2. Wyznacz punkty zerowania si¦ gradientu funkcji f(x, y) = (3x + 2y)e−4x
2−y2

na R2.

(15 listopada 2019)

Zadanie 2. Znajd¹ kresy funkcji f(x, y) = (3x+ 2y)e−4x
2−y2 na R2.

Zadania domowe na 19 listopada:

Dom 3. Doko«czy¢ ostatnie zadanie, tzn. z faktu, »e lim‖(x,y)‖→+∞ f(x, y) = 0 i z

tego »e jedyne punkty krytyczne f to ±
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wywnioskowa¢ jak wygl¡daj¡ kresy

zboiru warto±ci funkcji f na R2.

Dom 4. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = x(y − x)e−y na zbiorze T = {(x, y) | − 1 ≤
3x ≤ 2y ≤ 6}.
Zadanie pisemne na 22 listopada 2019 � poprawka zadania na poprzednie ¢wiczenia:

Dom 5. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ w caªej dziedzinie funkcji

f(x, y) =

{√
1+xy−1

y dla y 6= 0 i xy > −1
x
2 dla y = 0.

(19 listopada 2019)

Zadanie 3. Niech A = {(x, y, z) | x2 + y2 − z2 + 4 = 0}. Znale¹¢ w zbiorze A punkt

którego odlegªo±¢ od punktu (2, 4, 0) jest najmniejsza.



Zadanie 4. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = y
x2+4y2+1

na A = {(x, y) | x ≥ 0}.

Zadanie domowe na 22 listopada:

Dom 6. Doko«czy¢ ostatnie zadanie � pokazali±my »e kresy funkcji s¡ przyjmowane na

prostej x = 0.

Dom 7. Na powierzchni z = xy + 1 znale¹¢ punkt poªo»ony najbli»ej pocz¡tku ukªadu

wspóªrz¦dnych.

Zadania pisemne na 26 listopada:

Dom 8. Funkcja ró»niczkowalna f : R2 → R speªnia to»samo±¢

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = 0 .

Wyka», »e f jest staªa.

Wskazówka: Wyka», »e f jest staªa na ka»dej prostej przechodz¡cej przez punkt (0, 0).

Dom 9. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = x2y
x+1e

−xy na zbiorze A = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ x}.

(22 listopada 2019)

Zadanie 5. Obliczy¢ kresy funkcji f(x, y) = x ln(1+y)
2x2+y2

na zbiorze A = {(x, y) ∈ R2 | 0 <
x ≤ y ≤ 1}.
Wzór Taylora i ekstrema lokalne

Twierdzenie. Rozwa»my funkcj¦ F : U → Rn klasy Ck okre±lon¡ na zbiorze otwartym U ⊂ Rn.
Wówczas, w otoczeniu punktu x0 ∈ U mo»emy przybli»y¢ F nast¦puj¡cym wzorem Taylora k-tego rz¦du:

F (x0 + h) = F (x0) + dF (x0)[h] +
1

2!
d2F (x0)[h,h] + . . .+

1

k!
dkF (x0)[h, . . . ,h] + o(‖h‖k) .

W powy»szym wzorze dsF (x0) : Rn × . . . × Rn → R oznacza s-t¡ pochodn¡ F w punkcie x0 rozumian¡
jako odwzorowanie s-liniowe z Rn w R.

Z praktycznego punktu widzenia wygodnie jest zapisa¢ powy»szy wzór przy pomocy pochodnych cz¡stko-
wych

F (x0 + h) = F (x0) +
∑
i1

∂F

∂xi1

(xo)hi +
1

2!

∑
i1,i2

∂2F

∂xi1∂xi2

(x0)hi1hi2 + . . .+

+
1

k!

∑
i1,i2,...,ik

∂kF

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

(x0)hi1hi2 . . . hik + o(‖h‖k) .

Jak widzimy (wy»sze) pochodne cz¡stkowe peªni¡ w powy»szym wzorze rol¦ wspóªczynników wielomiano-
wego przybli»enia funkcji h 7→ F (x0 + h).
Badaj¡c rozwini¦cie do rz¦du 2 otrzymamy proste kryterium badania ekstremów lokalnych funkcji wielu
zmiennych

Twierdzenie. Rozwa»my funkcj¦ F : U → R klasy C2 okre±lon¡ na zbiorze otwartym U ⊂ Rn. Niechp ∈
U b¦dzie jej punktem krytycznym (tj. ∇F (p) = 0). Hesjanem F w punkcie p nazywamy macierz
kwadratow¡ symetryczn¡ (tw. Schwarza!) zªo»on¡ z drugich pochodnych cz¡stkowych F w p, tj.

H(F )(p) =

(
∂2F

∂xi∂xj
(p)

)
i,j

.

Je±li macierz H(F )(p) jest



(i) dodatnio okre±lona, H(F )(p) > 0, to F ma w p minimum lokalne

(ii) ujemnie okre±lona, H(F )(p) < 0, to F ma w p maksimum lokalne

(iii) nieokre±lona, to F nie ma w p ekstremum lokalnego

(iv) w przypadku nieujemnej okre±lono±ci, H(F )(p) ≥ 0 (odp. niedodatniej okre±lono±ci H(F )(p) ≤ 0)
nie mo»emy wykluczy¢ istnienia lokalnego minimum (odp. maksimum), ale musimy taki przypadek
dokªadniej zbada¢.

Przypominamy, »e okre±lono±¢ macierzy kwadratowej i symetrycznej A mo»emy bada¢ przy u»yciu kry-

terium Sylvestera badaj¡c znaki kolejnych minorów gªównych A1, A2, . . . , An:

• Je±li detA1 > 0, detA2 > 0, . . . , detAn > 0 to A jest dodatnio okre±lona.

• Je±li (−1) detA1 > 0, (−1)2 detA2 > 0, . . . , (−1)n detAn > 0 to A jest ujemnie okre±lona.

• Je±li detA1 ≥ 0, detA2 ≥ 0, . . . , detAn ≥ 0 to A jest nieujemnie okre±lona.

• Je±li (−1) detA1 ≥ 0, (−1)2 detA2 ≥ 0, . . . , (−1)n detAn ≥ 0 to A jest niedodatnio okre±lona.

• Je±li nie zachodzi »adne z powy»szych, to A jest nieokre±lona.

Zadania domowe na 26 listopada:

Dom 10. Znale¹¢ punkty zerowanie si¦ gradientu funkcji f , policzy¢ macierz drugiej po-

chodnej w tych punktach, i wyja±ni¢ w których z nich ma ona lokalne minima, maksima,

a w których nie ma lokalnego ekstremum.

a) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z,

b) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y.

(26 listopada 2019)

Zadanie 6. Wyznacz lokalne ekstrema funkcji

a) f(x, y) = x2 + 3xy2 + y4 na R2

b) f(x, y, z) = 3xy + xz + yz − 2x3 na R3.

De�nicja. NiechM ⊂ Rn b¦dzie dowolnym podzbiorem i niech p ∈M . Sto»kiem stycznym (przestrzeni¡
styczn¡) do M w punkcie p nazywamy zbiór

Tp M := {v ∈ Rn | ∃xn∈M\{p}, xn→p
xn − p

‖xn − p‖ →
v

‖v‖} ∪ {0} .

Sto»ek styczny opisuje in�nitezymalne kierunki, w których mo»na wyj±¢ z punktu p poruszaj¡c si¦ we-

wn¡trz zbioru M .

Zadanie 7. Wyznacz sto»ek styczny do zbioru K = {(x, y) ∈ R2 | x2 = y2} w punktach

(1, 1) i (0, 0).

Zadanie 8. Wyznacz sto»ek styczny do zbioru M = {(x, y) ∈ R2 | y2 ≤ x3} w punkcie

(0, 0).

Dom 11. Wykaza¢, »e funkcja F (x, y) = (1 + ey) cosx − yey ma niesko«czenie wiele

maksimów lokalnych, chocia» nie ma »adnego minimum lokalnego.



Dom 12. Wyznacz sto»ek styczny w punkcie (0, 0) do zbioru

A = {(x, y) ∈ R2 | y > x2} ∪ {(x, y) ∈ R2 | y < 0, |x| < |y|} .

Wskazówka: �atwo zauwa»y¢, »e A ⊂ B = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0 lub (y < 0 i |x| < |y|)}.
Nast¦pnie mo»na wykaza¢, »e ka»dy kierunek ze sto»ka stycznego T(0,0)B uzyskamy jako

granic¦ ci¡gów pn−0
‖pn−0‖ gdzie pn ∈ A zbiega do 0.

(29 listopada 2019)

Zadanie 9. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji

f(x, y) = exp(xy2)− ln(1 + xy)

w szereg Taylora wokóª punktu (0, 0)

a) do rz¦du 2,

b) do rz¦du 3.

Zadanie 10. Niech a b¦dzie parametrem rzeczywistym. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji

f(x, y) = ay(ex − 1) + x sin(x) + 1− cos y

w szereg Taylora wokóª punktu (0, 0) do rz¦du 3. Wywnioskowa¢, »e (0, 0) jest punktem
krytycznym f . Rozstrzygn¡¢ dla jakich warto±ci a funkcja f ma ekstremum lokalne w

(0, 0).
Wskazówka: w przypadku gdy macierz drugiej pochodnej jest nieujemnie okre±lona przy-

datna mo»e by¢ analiza wy»szych wyrazów rozwini¦cia funkcji f .

Zadanie 11. Cykloida � krzywa jak¡ zakre±la punkt le»¡cy na obr¦czy o promieniu r
tocz¡cej si¦ wzdªu» prostej � jest opisana parametrycznie:{

x(t) = r(t− sin(t))

y(t) = r(1− cos(t)) ,

gdzie t ∈ R. Wyznacz sto»ek styczny do cykloidy w dowolnym ustalonym punkcie (x(t0),
y(t0)).
Nie ma pracy domowej na 3 grudnia.

(3 grudnia 2019)

Zadanie 12. Czy istnieje funkcja gªadka f : R2 → R dla której

∇f(x, y) = [2xy, yx2]?

Zadanie 13. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a funkcji

a) ex+y+z − xyz, a = (0, 0, 0),



b) xyz, a = (1,−1, 2),

Zadanie 14. Dana jest funkcja f ∈ C2(R2) taka, »e

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− tg(x) sin(y)

x2 + y2
= 0 .

Oblicz fxy(0, 0). Co si¦ zmieni, gdy powy»sza granica b¦dzie równa 1?

De�nicja. Mówimy, »e funkcja f : U ⊂ Rn → R okre±lona na otwartym podzbiorze U ⊂ Rn jest klasy
Ck (piszemy f ∈ Ck(U)) gdy f posiada w U wszystkie pochodne cz¡stkowe do rz¦du k wª¡cznie i s¡ one
ci¡gªe w U .
Gdy funkcja jest klasy Ck dla ka»dego k ∈ N (tzn. jest niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna), mówimy
»e jest gªadka, b¡d¹ klasy C∞ (piszemy f ∈ C∞(U)).
Gdy funkcja jest lokalnie sum¡ swojego niesko«czonego szeregu Taylora (tzn. dla ka»dego p ∈ U istnieje
otoczenie p, w którym zachodzi równo±¢) mówimy, »e jest analityczna, b¡d¹ klasy Cω (piszemy f ∈
Cω(U)).

Zadanie 15. Wyka», »e funkcja f : R2 → R dana wzorem

f(x, y) =

{
sin(xy)

x dla x 6= 0,

y dla x = 0

jest klasy C∞(R2).

Zadania domowe na 6 grudnia 2019:

Dom 13. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a = (1, 1) funkcji f(x, y) =
x
y −

y
x .

Dom 14. Znajd¹ wszystkie funkcje f : R2 → R takie, »e dla dowolnych a, b ∈ R zachodzi

lim
(x,y)→(0,0)

f(a+ x, b+ y)− f(a, b)− ay − bx− x2 − y2

|x|3 + |y|3
= 0 ,

lub wyka», »e taka funkcja nie istnieje.

Zadanie pisemne na 9 grudnia:

Dom 15. Dla jakich a ∈ R funkcja cos(x + y) + a tg(xy) ma w punkcie (0, 0) lokalne

maksimum, dla jakich lokalne minimum, a dla jakich nie ma w (0, 0) ekstremum lokal-

nego. Wskazówka: Dla pewnych warto±ci a pomocne mo»e by¢ (ale nie musi) rozwa»enie

wy»szych ni» 2gi rz¦dów rozwini¦cia funkcji.


