AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 3: Roézniczkowanie funkcji wielu zmiennych

(22 pazdziernika 2019)

Zadanie 1. Oblicz pochodne czastkowe funkeji f(z,y) = zcosyig(z,y) = a¥, h(x,y) =
aretg(£), k(z,y) = ay].

Zadanie domowe na 25 pazdziernika:

Dom 1. Oblicz pochodne czastkowe funkcji f(z, vy, z) = z¥7).

Zadanie 2. Oblicz pochodne czastkowe funkcji
f(z,y,2) = e"siny + e¥sin(22) + e*sin(3x) .

Zadanie 3. (gr. 2) Rozwazmy funkcje

Flz,y) 1 dlay=2a%2>0
x,y) =
Y 0 dla pozostatych (z,y).

Sprawdz, ze funkcja F' ma pochodne czastkowe w (0,0), lecz mimo to nie jest ciagta w
(0,0).

Moral z powyzszego zadania: istnienie pochodnych czgstkowych, a nawet pochodnych kierunkowych w
kazdym kierunku nie gwarantuje nawet ciggtosci funkcji, nie mowigc juz o jej rézniczkowalnosci.
Zadanie 4. Obliczy¢ pochodna kierunkows funkcji f(x,y) = +/23 + y3 w punkcie (3,1)
w kierunku wektora [—1,2].

Przypomnijmy, ze pochodna kierunkowa funkcji f : R™ — R w punkcie a w kierunku wektora v to

Zadanie 5. Zbada¢ rozniczkowalnosé w punkcie (0,0) funkcji

B xysinﬁ dla (z,y) # (0,0),
fey) = {o Ml () = (0,0)

Zadanie 6. Zbadac¢ rézniczkowalno$¢ powyzszej funkcji w pozostalych punktach dzie-

dziny.

Zadanie 7. Czy pochodne czastkowe funkcji powyzszej funkcji sa ciagte w (0,0)7

Prazypomnijmy podstawowe informacje o réiniczkowalnodci odwzorowars F = (f*, f2,..., f*) : R" — RF:
o rozniczka odwzorowania F' w punkcie a to odwzorowanie liniowe dF(a) : R™ — R* praybliiajgca

w tym punkcie odwzorowanie F do wyrazow rzedu 2, tzn.
L IF(ath) ~ F(a) — dF(a)[h]]
h—0 IRl

(1) =0.



o 7 powyzszego wynika, ze odwzorowanie F' = (fi,..., fx) jest rdzniczkowalne wtedy 1 tylko wtedy
g9dy kazda z funkcyi f; dla j =1,...k jest rdzniczkowalna.

o jesli rézniczka dF (a) istnieje, to istniejq wszystkie pochodne czastkowe gij

rowanie liniowe dF (a) jest zadane przez macierz pochodnych czgstkowych

(a), a ponadto odwzo-

hl
Ui@) 4@ . @) || [V
dF(a)p',...,h" = ... = ,
(a) FH@a) ... Fk(a)/ |)n (Vfr(a), h)
gdzie Vf(a) = [%(a}, ey Bazfn (a)] oznacza gradient funkcji f : R™ — R w punkcie a.

o Zwigzek z AM I: g'(a) - pochodna funkcji jednej zmiennej g : R — R w punkcie a wyznacza
nastepujgcq rézniczke (odwzorowanie liniowe z R do R) dg(a) : h— g'(a)h.

o Zwiqzek rézniczki funkcji f : R™ — R z pochodng kierunkowq. Zatdzmy, ze f : R™ — R jest
rézniczkowalna. Wdowcezas pochodna kierunkowa f w punkcie a € R™ w kierunku wektora v € R™
to warto$é rézniczki df(a) na wektorze v:

9o f(a) = df(a)[v] .

o 7 wyktadu wiemy, zZe jesli pochodne czgstkowe odwzorowania F' istniejg w otoczeniu punktu a ¢ sq
ciggte w a to F jest rézniczkowalna w a. Uwaga! Odwrotne twierdzenie nie zachodzi.

otw.
o Odwzorowanie F = (f1,..., fx) : U C R™ — R*, ktérego wszystkie pochodne czgstkowe czqsthowe
gg’:j-, gdziei=1,... kij=1,...,n istniejg i sq ciggle w U nazywamy odwzorowaniem klasy C*
w U.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze standardowa procedura badania rézniczkowalnosci danej funkcji f :
R™ — R jest nastepujgca:
1. Liczymy gradient Vf = [%, ey 8‘1—’;]. Jesli sie da, to robimy to rachunkowo, jesli nie musimy
liczyé z definicji.
2. W punktach, w ktérych ktdras pochodna czgstkowa nie istnieje nie ma rézniczkowalnosci. W
pozostatych punktach odwzorowanie liniowe h — (V f, h) jest kandydatem na rézZniczke.

3. Aby sprawdzié czy faktycznie jest to rézniczka mamy dwie drogi postepowania:

(a) z definicji: mozemy policzyé czy granica istnieje.

b) mozemy sprawdzié, czy pochodne czgstkowe afi sq okreslone w otoczeniu danego punktu i
Y Y ¢ 2a7 5@ g

cigglte w tym punkcie. Jesli odpowied? jest twierdzgea, to funkcja jest rézniczkowalna. Ale,
uwagal, jesli pochodne czqstkowe nie sq ciggle, bgdz nie istniejg w otoczeniu danego punktu,
to musimy rézniczkowalnosé badaé dalej (jak w punkcie a).

Zadanie domowe na 29 pazdziernika:

Dom 2. Zbada¢ rézniczkowalnosé funkeji f(z,y) = /x% + y? w calej dziedzinie.

(29 pazdziernika 2019)
Zadanie 8. Oblicz pochodne czastkowe funkcji

flay,2) =47 (Mﬁ) dla (z,y,2) # (0,0,0
Y5 dla (x,y,2) = (0,0,0).

Zadanie 9. Zbadaj rozniczkowalnos¢ funkcji z poprzedniego zadania.



Zadanie 10. Funkcja f : R?> — R ma ograniczone pochodne czastkowe w calej dziedzi-
nie, tzn. istnieja stale a i b, takie, ze dla kazdego (x,y) € R?
0 0
ai(x,y)' <a oraz ‘é(x,y)‘ <b.
Wykaz, ze f jest lipszycowska.
Wskazowka: Wykorzystaj podobna wlasnos¢ funkcji jednej zmiennej.

Zadania domowe na 5 listopada:

Zadanie 11. Zbadaj rézniczkowalnosé¢ funkeji f(z,y) = In(1 + |zy|?) w punkcie (0, 0).
Zadanie 12. Funkcja f : P — R klasy C! jest okreslona na zbiorze P = {(x,y) €
R? | 1 < 2?2+ y? < 9} i ponadto spetnia w kazdym punkcie dziedziny nieréwnosci

of . |Of
—1 < —|<1.
9 <1 1 ’ay’_l

Rozstrzygnij, czy f spelia warunek Lipschitza (z pewna stala) w zbiorze P.

(6 listopada 2019)
Zadanie 13. Zbada¢ rézniczkowalnoéé w dziedzinie {(r,y) € R? | zy > —1} funkcji

In(lt+ay) g9, ' _
y#0ixzy>—1
fa,y) = Y
x dla y = 0.

Zadanie 14. Funkcja rozniczkowalna f : U — R okre§lona na zbiorze U = {(x,y) €
R? | 2 > 0,y > 0} jest zadana wzorem f(x,y) = g(%z) dla pewnej funkcji rézniczkowalne;j
g : Ry — R. Wykaz, ze dla dowolnego punktu (z,y) € Ry x Ry funkcja f spelnia
tozsamosc

of of

Zadanie domowe na 8 listopada 2019:
Dom 3. Zdefiniujmy funkcje F : R> — R jako ztozenie f : R? — R3 oraz g : R? — R
danych wzorami

flz,y) = (z —y,z +y,2y79), 9(z,9,2) =In(z? +y* + 2%) .

(Tzn. F(xz,y) = g(f(z,y)) .) Oblicz %—1;
Zadanie pisemne na 12 listopada 2019:

Dom 4. Zbada¢ rézniczkowalnosé w catej dziedzinie funkcji

VITE=l  qla y £0iay > —1
fly)=q, Y
Z dla y = 0.

2




(8 listopada 2019)

Regula taricuchowa. Rozwaimy odwzorowania rézniczkowalne F : R™ — R* { G : R* — R®. Wowczas
rézniczka ztozenia G(F) : R™ — R® to zloZenie rézniczek

dG(F)(p) = dG(F(p)) c dF(p) .

Wzér ten jest uogdlnieniem wzoru g(f(z)) = ¢ (f(x))f' (z) znanego z analizy I.

Przypomnigmy, ze w notacji macierzoweyj, jesli F = (f1, fa,..., fx) : R® — R* to
hl
sh®) 3E® . FE® |2| [(VA®).R)
dE(p)R',..., K" = ... = .
k) ) .. FEm)/ | (V fr(p), )
Wobec tego macierz pochodnej ztozenia F z G = (g1, g2, . . ., gs) : RF — R® jest réwna iloczynowi macierzy
4 (F(p) ... S%H(F(p)) (35@) o B (p))
25 (F(p)) ... 24(F(p)) \2k(p) 21 (p)
W powyzszych wzorach wspétrzedne w R™ oznaczaliSmy przez (xl, z2, ... ,x™) za$, dla rozréznienia, wspot-

rzedne w R® przez (y', 92, ..., 9y"%).
Zadanie 15. Oblicz rézniczke odwzorowania F : R® — R? w punkcie (0,0,0) danego

wZzoren
F(x z _—G€y+COS.’E eZ e Vsin z
IR A ) ) )

jesli rézniczka G : R3 — R? w punkcie (2,1,0) zadana jest macierza

dG(2,1,0):<(1) ; _01> .

Zadanie domowe na 12 listopada:

Dom 5. Funkcja rézniczkowalna F : R® — R spelnia: VF(0,0,0) = [1,2,3] oraz
VF(1,1,1) = [-1,-2,—3]. Funkcja G : R® — R dana jest wzorem

G(z,y,2) =F(e™* +y,e¥ —ze —x).

Obliczy¢ pochodna kierunkowa 9, G(0,0,0), gdzie v = [2, 1, 1].
Dom 6. (pozostato do uzupetnienia) Dla jakich p > 0

lzylP
im ———=0,
(2,9)—0,0) ||(z, )]

gdzie ||(z,y)|| oznacza dowolnie wybrang norme?

(12 listopada 2019)

Zadanie 16. Niech f : R® — R bedzie funkcja rézniczkowalng. Obliczy¢ pochodng
funkcji jednej zmiennej F(t) = (f(t,t3,t3,...,t"))%



Zadanie 17. Funkcja rozniczkowalna f : U — R okreslona na zbiorze U = {(z,y) €
R? | z > 0,y > 0} spelnia tozsamosé

of of
2L 2 L (z,y)=0.
-5 (@,y) + 2y ay(l’,y)
Wykaz, ze f(z,y) = g(%) dla pewnej funkcji rozniczkowalnej g : Ry — R.
Wskazéwka: Sprobuj pokazaé, ze f jest stala na parabolach {(z,ax?) | x € Ry}.




