
AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 3: Ró»niczkowanie funkcji wielu zmiennych

(22 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 1. Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji f(x, y) = x cos y i g(x, y) = xy, h(x, y) =
arctg(xy ), k(x, y) = |xy|.

Zadanie domowe na 25 pa¹dziernika:

Dom 1. Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji f(x, y, z) = x(y
z).

Zadanie 2. Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji

f(x, y, z) = ex sin y + ey sin(2z) + ez sin(3x) .

Zadanie 3. (gr. 2) Rozwa»my funkcj¦

F (x, y) =

{
1 dla y = x2, x > 0

0 dla pozostaªych (x, y).

Sprawd¹, »e funkcja F ma pochodne cz¡stkowe w (0, 0), lecz mimo to nie jest ci¡gªa w

(0, 0).

Moraª z powy»szego zadania: istnienie pochodnych cz¡stkowych, a nawet pochodnych kierunkowych w

ka»dym kierunku nie gwarantuje nawet ci¡gªo±ci funkcji, nie mówi¡c ju» o jej ró»niczkowalno±ci.

Zadanie 4. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = 3
√

x3 + y3 w punkcie (3, 1)
w kierunku wektora [−1, 2].
Przypomnijmy, »e pochodna kierunkowa funkcji f : Rn → R w punkcie a w kierunku wektora v to

∂vf(a) := lim
h→0

f(a+ h · v)− f(a)

h
=

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(a+ t · v) .

Zadanie 5. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ w punkcie (0, 0) funkcji

f(x, y) =

{
xy sin 1

x2+y2
dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0).

Zadanie 6. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ powy»szej funkcji w pozostaªych punktach dzie-

dziny.

Zadanie 7. Czy pochodne cz¡stkowe funkcji powy»szej funkcji s¡ ci¡gªe w (0, 0)?

Przypomnijmy podstawowe informacje o ró»niczkowalno±ci odwzorowa« F = (f1, f2, . . . , fk) : Rn → Rk:

• ró»niczka odwzorowania F w punkcie a to odwzorowanie liniowe dF (a) : Rn → Rk przybli»aj¡ca
w tym punkcie odwzorowanie F do wyrazów rz¦du 2, tzn.

(1) lim
h→0

‖F (a+ h)− F (a)− dF (a)[h]‖
‖h‖ = 0 .



• Z powy»szego wynika, »e odwzorowanie F = (f1, . . . , fk) jest ró»niczkowalne wtedy i tylko wtedy
gdy ka»da z funkcji fj dla j = 1, . . . k jest ró»niczkowalna.

• je±li ró»niczka dF (a) istnieje, to istniej¡ wszystkie pochodne cz¡stkowe ∂fi
∂xj (a), a ponadto odwzo-

rowanie liniowe dF (a) jest zadane przez macierz pochodnych cz¡stkowych

dF (a)[h1, . . . , hn] =

 ∂f1
∂x1 (a)

∂f1
∂x2 (a) . . . ∂f1

∂xn (a)
. . . . . . . . . . . .

∂fk
∂x1 (a)

∂fk
∂x2 (a) . . . ∂fk

∂xn (a)



h1

h2

. . .
hn

 =

〈∇f1(a),h〉. . .
〈∇fk(a),h〉

 ,

gdzie ∇f(a) = [ ∂f
∂x1 (a), . . . ,

∂f
∂xn (a)] oznacza gradient funkcji f : Rn → R w punkcie a.

• Zwi¡zek z AM I: g′(a) � pochodna funkcji jednej zmiennej g : R → R w punkcie a wyznacza
nast¦puj¡c¡ ró»niczk¦ (odwzorowanie liniowe z R do R) dg(a) : h 7→ g′(a)h.

• Zwi¡zek ró»niczki funkcji f : Rn → R z pochodn¡ kierunkow¡. Zaªó»my, »e f : Rn → R jest
ró»niczkowalna. Wówczas pochodna kierunkowa f w punkcie a ∈ Rn w kierunku wektora v ∈ Rn

to warto±¢ ró»niczki df(a) na wektorze v:

∂vf(a) = df(a)[v] .

• Z wykªadu wiemy, »e je±li pochodne cz¡stkowe odwzorowania F istniej¡ w otoczeniu punktu a i s¡
ci¡gªe w a to F jest ró»niczkowalna w a. Uwaga! Odwrotne twierdzenie nie zachodzi.

• Odwzorowanie F = (f1, . . . , fk) : U
otw.

⊂ Rn → Rk, którego wszystkie pochodne cz¡stkowe cz¡stkowe
∂fi
∂xj , gdzie i = 1, . . . , k i j = 1, . . . , n istniej¡ i s¡ ci¡gªe w U nazywamy odwzorowaniem klasy C1

w U .

Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e standardowa procedura badania ró»niczkowalno±ci danej funkcji f :
Rn → R jest nast¦puj¡ca:

1. Liczymy gradient ∇f = [ ∂f
∂x1 , . . . ,

∂f
∂xn ]. Je±li si¦ da, to robimy to rachunkowo, je±li nie musimy

liczy¢ z de�nicji.

2. W punktach, w których która± pochodna cz¡stkowa nie istnieje nie ma ró»niczkowalno±ci. W
pozostaªych punktach odwzorowanie liniowe h 7→ 〈∇f,h〉 jest kandydatem na ró»niczk¦.

3. Aby sprawdzi¢ czy faktycznie jest to ró»niczka mamy dwie drogi post¦powania:

(a) z de�nicji: mo»emy policzy¢ czy granica (1) istnieje.

(b) mo»emy sprawdzi¢, czy pochodne cz¡stkowe ∂f
∂xi s¡ okre±lone w otoczeniu danego punktu i

ci¡gªe w tym punkcie. Je±li odpowied¹ jest twierdz¡ca, to funkcja jest ró»niczkowalna. Ale,
uwaga!, je±li pochodne cz¡stkowe nie s¡ ci¡gªe, b¡d¹ nie istniej¡ w otoczeniu danego punktu,
to musimy ró»niczkowalno±¢ bada¢ dalej (jak w punkcie a).

Zadanie domowe na 29 pa¹dziernika:

Dom 2. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji f(x, y) = 3
√
x3 + y3 w caªej dziedzinie.

(29 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 8. Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji

f(x, y, z) =

{
exp

(
−1

x2+y2+z2

)
dla (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 dla (x, y, z) = (0, 0, 0).

Zadanie 9. Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji z poprzedniego zadania.



Zadanie 10. Funkcja f : R2 → R ma ograniczone pochodne cz¡stkowe w caªej dziedzi-

nie, tzn. istniej¡ staªe a i b, takie, »e dla ka»dego (x, y) ∈ R2∣∣∣∣∂f∂x (x, y)
∣∣∣∣ < a oraz

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)
∣∣∣∣ < b .

Wyka», »e f jest lipszycowska.

Wskazówka: Wykorzystaj podobn¡ wªasno±¢ funkcji jednej zmiennej.

Zadania domowe na 5 listopada:

Zadanie 11. Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji f(x, y) = ln(1 + |xy|p) w punkcie (0, 0).

Zadanie 12. Funkcja f : P → R klasy C1 jest okre±lona na zbiorze P = {(x, y) ∈
R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9} i ponadto speªnia w ka»dym punkcie dziedziny nierówno±ci∣∣∣∣∂f∂x

∣∣∣∣ ≤ 1 i

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ ≤ 1 .

Rozstrzygnij, czy f speªnia warunek Lipschitza (z pewn¡ staª¡) w zbiorze P .

(5 listopada 2019)

Zadanie 13. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ w dziedzinie {(x, y) ∈ R2 | xy > −1} funkcji

f(x, y) =

{
ln(1+xy)

y dla y 6= 0 i xy > −1
x dla y = 0.

Zadanie 14. Funkcja ró»niczkowalna f : U → R okre±lona na zbiorze U = {(x, y) ∈
R2 | x > 0, y > 0} jest zadana wzorem f(x, y) = g(x

2

y ) dla pewnej funkcji ró»niczkowalnej
g : R+ → R. Wyka», »e dla dowolnego punktu (x, y) ∈ R+ × R+ funkcja f speªnia

to»samo±¢

x · ∂f
∂x

(x, y) + 2y · ∂f
∂y

(x, y) = 0 .

Zadanie domowe na 8 listopada 2019:

Dom 3. Zde�niujmy funkcj¦ F : R2 → R jako zªo»enie f : R2 → R3 oraz g : R3 → R
danych wzorami

f(x, y) = (x− y, x+ y, 2
√
xy), g(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2) .

(Tzn. F (x, y) = g(f(x, y)) .) Oblicz ∂F
∂x .

Zadanie pisemne na 12 listopada 2019:

Dom 4. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ w caªej dziedzinie funkcji

f(x, y) =

{√
1+xy−1

y dla y 6= 0 i xy > −1
x
2 dla y = 0.



(8 listopada 2019)

Reguªa ªa«cuchowa. Rozwa»my odwzorowania ró»niczkowalne F : Rn → Rk i G : Rk → Rs. Wówczas
ró»niczka zªo»enia G(F ) : Rn → Rs to zªo»enie ró»niczek

dG(F )(p) = dG(F (p)) ◦ dF (p) .

Wzór ten jest uogólnieniem wzoru g(f(x))′ = g′(f(x))f ′(x) znanego z analizy I.

Przypomnijmy, »e w notacji macierzowej, je±li F = (f1, f2, . . . , fk) : Rn → Rk to

dF (p)[h1, . . . , hn] =

 ∂f1
∂x1 (p)

∂f1
∂x2 (p) . . . ∂f1

∂xn (p)
. . . . . . . . . . . .

∂fk
∂x1 (p)

∂fk
∂x2 (p) . . . ∂fk

∂xn (p)



h1

h2

. . .
hn

 =

〈∇f1(p),h〉. . .
〈∇fk(p),h〉

 .

Wobec tego macierz pochodnej zªo»enia F z G = (g1, g2, . . . , gs) : Rk → Rs jest równa iloczynowi macierzy
∂g1
∂y1 (F (p)) . . . ∂g1

∂yk (F (p))

. . . . . . . . .
∂gs
∂y1 (F (p)) . . . ∂gs

∂yk (F (p))

 ·
 ∂f1

∂x1 (p) . . . ∂f1
∂xn (p)

. . . . . . . . .
∂fk
∂x1 (p) . . . ∂fk

∂xn (p)

 .

W powy»szych wzorach wspóªrz¦dne w Rn oznaczali±my przez (x1, x2, . . . , xn) za±, dla rozró»nienia, wspóª-
rz¦dne w Rk przez (y1, y2, . . . , yk).

Zadanie 15. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania F : R3 → R2 w punkcie (0, 0, 0) danego

wzorem

F (x, y, z) = G(ey + cosx, esin z, ex+y sin z) ,

je±li ró»niczka G : R3 → R2 w punkcie (2, 1, 0) zadana jest macierz¡

dG(2, 1, 0) =

(
1 1 −1
0 2 0

)
.

Zadanie domowe na 12 listopada:

Dom 5. Funkcja ró»niczkowalna F : R3 → R speªnia: ∇F (0, 0, 0) = [1, 2, 3] oraz
∇F (1, 1, 1) = [−1,−2,−3]. Funkcja G : R3 → R dana jest wzorem

G(x, y, z) = F (e−x + y, ey − z, ez − x) .

Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ ∂vG(0, 0, 0), gdzie v = [2, 1, 1].

Dom 6. (pozostaªo do uzupeªnienia) Dla jakich p > 0

lim
(x,y)→(0,0)

|xy|p

‖(x, y)‖
= 0 ,

gdzie ‖(x, y)‖ oznacza dowolnie wybran¡ norm¦?

(12 listopada 2019)

Zadanie 16. Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Obliczy¢ pochodn¡

funkcji jednej zmiennej F (t) = (f(t, t2, t3, . . . , tn))2.



Zadanie 17. Funkcja ró»niczkowalna f : U → R okre±lona na zbiorze U = {(x, y) ∈
R2 | x > 0, y > 0} speªnia to»samo±¢

x · ∂f
∂x

(x, y) + 2y · ∂f
∂y

(x, y) = 0 .

Wyka», »e f(x, y) = g(x
2

y ) dla pewnej funkcji ró»niczkowalnej g : R+ → R.
Wskazówka: Spróbuj pokaza¢, »e f jest staªa na parabolach {(x, ax2) | x ∈ R+}.


