
AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 2: Granica i ci¡gªo±¢ funkcji wielu zmiennych

(11 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 1. Funkcja F : R2 → R jest zde�niowana nast¦puj¡co:

F (x, y) =

{
1 dla y = x2 i x > 0

0 dla pozostaªych (x, y) .

Sprawd¹, »e F nie jest ci¡gªa w punkcie (0, 0), mimo »e istniej¡ granice iterowane

limx→0 limy→0 f(x, y) = limy→0 limx→0 f(x, y) . Sprawd¹, »e F w obci¦ciu do dowolnej

prostej przechodz¡cej przez punkt (0, 0) ma granic¦.

Zadanie 2. Zbadaj istnienie granicy funkcji x2+y2

|x|+|y| w (x, y) = (0, 0).

Zadania domowe na 15 pa¹dziernika:

Dom 1. Zbadaj istnienie granicy funckcji x2y2

x4+y4
w (x, y) = (0, 0).

Dom 2. Zbadaj istnienie granicy funckcji x
5+y4

x4+y2
w (x, y) = (0, 0).

(15 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 3. Zbadaj istnienie granic w (x, y) = (0, 0) dla funkcji

a) x3+y4

x2+y4
.

b) x2 ln(x2 + 2y2).

c) ln(cosx−y2)
x2+2y2

Zadanie 4. Zbadaj istnienie granicy funkcji lim(x,y)→(0,0)(x
2 + y2)xy

Ka»dy punkt (x, y) ∈ R2 \ {0} mo»emy jednoznacznie opisa¢ podaj¡c jego odlegªo±¢ od pocz¡tku ukªadu

wspóªrz¦dnych r, oraz k¡t α jaki wektor [x, y] tworzy z osi¡ OX:{
x = r cosα

y = r sinα ,

gdzie r ∈ R+ oraz α ∈ [0, 2π). Par¦ (r, α) nazywamy wspóªrz¦dnymi biegunowymi punktu (x, y). Za-

uwa»my, »e (x, y) → (0, 0) wtedy i tylko wtedy gdy r → 0 niezale»nie od k¡ta α.

Zadania domowe na 18 pa¹dziernika:

Dom 3. Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2

gdy (x, y) 6= (0, 0)

0 gdy (x, y) = (0, 0).

Dom 4. Rozwa»my funkcj¦

f(x, y) =

{
x+ y sin(1/x) dla x 6= 0

0 dla x = 0



Oblicz granice limx→0 limy→0 f(x, y) (tzn. najpierw ustalamy x i przechodzimy do 0

z y, a potem w tym co wyszªo przechodzimy z x do 0), limy→0 limx→0 f(x, y) oraz

lim(x,y)→(0,0) f(x, y).

(18 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 5. Oblicz granic¦

lim
(x,y)→(0,0)

1− cos[(x+ y)2]

x2 + y2
.

Zadanie 6. Funkcj¦ F : R × R+ → R de�niujemy wzorem F (x, y) = yx. Naszkicuj

wykres poziomicowy F i zbadaj istnienie granic

lim
(x,y)→(a,0)

F (x, y) .

Zadanie 7. Rozwa»my odwzorowanie F = (f1, . . . , fk) : Rn → Rk i punkty x0 ∈ Rn
oraz a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk. Udowodnij, »e

lim
x→x0

F (x) = a wtedy i tylko wtedy gdy ∀i=1,...,k lim
x→x0

fi(x) = ai .

Zadanie 8. Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji f : R3 → R2 opisanej wzorem

f(x, y, z) =

{
( xy
1+z2

, x2y2z2

x2+y2+z2
) gdy (x, y, z) 6= 0,

(0, 0) gdy (x, y, z) = 0.

Zadanie 9. Zbadaj istnienie granicy funkcji f(x, y) = y sin(πx)
x+y−1 w punktach prostej

x+ y − 1 = 0.

Zadania domowe na 22 pa¹dziernika:

Dom 5. Wyka», »e funkcja

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2

gdy (x, y) 6= (0, 0)

0 gdy (x, y) = (0, 0).

jest ci¡gªa wzdªu» ka»dej prostej przechodz¡cej przez (0, 0).

Dom 6. Zbadaj istnienie granicy funkcji f(x, y) = y sin(πx)
x+y−1 w punktach postaci (x, y) =

(k, 1− k), gdzie k ∈ Z.

(22 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 10. Znajd¹ funkcj¦ g : R→ R dla której funkcja F : R2 → R okre±lona wzorem

F (x, y) =

{
sin(x3−y3)ex+y

x−y dla x 6= y

g(x) dla x = y

jest funkcj¡ ci¡gª¡.



Zadanie 11. Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ o warto±ciach rzeczywistych okre±lon¡ na

zbiorze

A = {v ∈ R2 | ‖v‖2 = 1} ∪ {v ∈ R2 | ‖v − (2, 0)‖1 ≤ 1} ,

tak¡, »e f(−1, 0) = −1, f(3, 0) = 17. Wykaza¢, ze istnieje punkt a ∈ A taki, »e f(a) = 1.
Czy istnieje funkcja f o podanych wªasno±ciach taka, »e taki punkt a jest tylko jeden?

Zadanie domowe na 25 pa¹dziernika:

Dom 7. Znale¹¢ wszystkie punkty ci¡gªo±ci funkcji

f(x, y) =

{
xy exp(−y

x2
) dla x 6= 0

0 dla x = 0 .

Pisemnie na 29 pa¹dziernika:

Dom 8. Zbadaj istnienie granicy

lim
(x,y)→(0,0)

ln(x+ ey)− x− y√
x2 + y2

.

Dodatkowe zadania:

Zadanie 12. Rozstrzygnij, czy funkcja f(x, y) = sin
(

π
1−x2−y2

)
jest jednostajnie ci¡gªa

w kole {(x, y) | x2 + y2 < 1}.
Zadanie 13. Znale¹¢ wszystkie punkty ci¡gªo±ci funkcji:

F (x, y) :=

{
x−y
x3−y gdy y 6= x3

1 gdy y = x3.

Zadanie 14. Rozwa»my funkcj¦ ci¡gª¡ f : R3 → R. Zaªó»my »e istniej¡ punkty

v,w ∈ R3 takie, »e f(v) > 0 > f(w). Wyka», »e f ma niesko«czenie wiele miejsc

zerowych.

Zadanie 15. Zbadaj ci¡gªo±¢ jednostajn¡ funkcji f(x, y) = sin 1
|x| cos

1
|y| na zbiorze

R2 \ {0}.
Zadanie 16. Zbadaj ci¡gªo±¢ jednostajn¡ funkcji f(x, y) = x sin 1

y2
na zbiorze R2 \

{(x, y) | y = 0}.


