AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 2: Granica i ciggltos$é funkcji wielu zmiennych

(11 pazdziernika 2019)
Zadanie 1. Funkcja F : R? — R jest zdefiniowana nastepujaco:

Fla,y) 1 day=2%iz>0
x,y) =
Y 0 dla pozostatych (z,y) .

Sprawdz, ze F' nie jest ciagla w punkcie (0,0), mimo ze istniejg granice iterowane
lim, 0 limy 0 f(z,y) = limy_,0lim, o f(x,y) . Sprawdz, ze F' w obcieciu do dowolnej
prostej przechodzacej przez punkt (0,0) ma granice.

Zadanie 2. Zbadaj istnienie granicy funkcji Py (z,y) = (0,0).

[z[+[yl
Zadania domowe na 15 pazdziernika:
Dom 1. Zbadaj istnienie granicy funckeji ;1?;4 w (x,y) = (0,0).
Dom 2. Zbadaj istnienie granicy funckcji i:izi w (z,y) = (0,0).

(15 pazdziernika 2019)
Zadanie 3. Zbadaj istnienie granic w (z,y) = (0,0) dla funkcji

3,4
z°+y
a) Tz

b) z?In(2? + 2y?).

In(cos z—y?)
¢) “orae

Zadanie 4. Zbadaj istnienie granicy funkcji lim, ) (0,0 (22 + )™

Kazdy punkt (z,y) € R?\ {0} mozemy jednoznacznie opisaé podajgc jego odlegtosé od poczgtku uktadu
wspdlrzednych r, oraz kgt o jaki wektor [x,y] tworzy z osiqg OX :

T =Trcosa

y =rsina,
gdzie r € Ry oraz a € [0,27). Pare (r,a) nazywamy wspolrzednymi biegunowymi punktu (z,y). Za-
uwazmy, ze (x,y) — (0,0) wtedy i tylko wtedy gdy r — 0 niezaleznie od kgta o.

Zadania domowe na 18 pazdziernika:

Dom 3. Zbadaj ciaglosé funkcji
£E2
Fag) = {+ gy (2,) # (0,0)
0 gdy (z,y) = (0,0).

Dom 4. Rozwazmy funkcje

o +ysin(l/z) dlaz#0
f(x’y){o dlaz =0



Oblicz granice lim,_,olim, o f(z,y) (tzn. najpierw ustalamy z i przechodzimy do 0
z y, a potem w tym co wyszlo przechodzimy z x do 0), lim,_olim, 0 f(z,y) oraz

im0y (0,0) (2, 9)-
(18 pazdziernika 2019)

Zadanie 5. Oblicz granice

. 2
fim 1 — cos[(z + y)?] '
(z,9)—(0,0) x2 + 32

Zadanie 6. Funkcje F': R x Ry — R definiujemy wzorem F(x,y) = y*. Naszkicuj
wykres poziomicowy F'i zbadaj istnienie granic

lim F(zx,y) .
(2,y)—(a,0) (.9)
Zadanie 7. Rozwazmy odwzorowanie F' = (f1,..., fx) : R* — R* i punkty xy € R®
oraz a = (ay,...,a;) € R¥. Udowodnij, ze

lim F(x) =a wtedy itylko wtedy gdy Vi=1,. & li_>m file) =a; .
T—x0

T—aT0

Zadanie 8. Zbadaj ciaglosé¢ funkcji f : R? — R? opisanej wzorem

x2y222

flx,y,2) = (%’W) gdy (x,y,2) # 0,
(070) gdy (x,y,z) =0.

Zadanie 9. Zbadaj istnienie granicy funkcji f(z,y) = y;f;f?

z4+y—1=0.

w punktach prostej

Zadania domowe na 22 pazdziernika:

Dom 5. Wykaz, ze funkcja

[ ey @) £ 0.0
f(2,y) {0 " dy (@) = (0,0).

jest ciagta wzdtuz kazdej prostej przechodzacej przez (0, 0).

Dom 6. Zbadaj istnienie granicy funkcji f(z,y) = y;fy(fgi)
(k,1—k), gdzie k € Z.

(22 pazdziernika 2019)

w punktach postaci (z,y) =

Zadanie 10. Znajdz funkcje g : R — R dla ktorej funkcja F' : R? — R okreslona wzorem

sin(23—y3)er v dl
Flag)={ o0 G2o7y
g(x) dlax=y

jest funkcjg ciggla.



Zadanie 11. Niech f bedzie funkcja ciagla o wartosciach rzeczywistych okreélong na
zbiorze

A={weR?||v]a=1}U{v e B?| v - (2,0)]1 <1},

taka, ze f(—1,0) = —1, f(3,0) = 17. Wykazac, ze istnieje punkt a € A taki, ze f(a) = 1.
Czy istnieje funkcja f o podanych wtasnosciach taka, ze taki punkt a jest tylko jeden?

Zadanie domowe na 25 pazdziernika:

Dom 7. Znalezé wszystkie punkty ciaglosci funkcji

) zyexp(—¥) dlaz #0
T,y) =
o dlaz=0.

Pisemnie na 29 paZzdziernika:

Dom 8. Zbadaj istnienie granicy

1 Yy — g —
lim nz+el) @ Y

(z,y)—(0,0) Va2 +y?

Dodatkowe zadania:

Zadanie 12. Rozstrzygnij, czy funkcja f(z,y) = sin (1—xﬂTy2> jest jednostajnie ciagla
w kole {(z,y) | 22 +y? < 1}.

Zadanie 13. Znalez¢ wszystkie punkty ciaglosci funkcji:

3

=y d 3
Flz,y) ::{xs_y gdy y #z
1 gdy y = z°.

Zadanie 14. Rozwazmy funkcje ciggly f : R3 — R. Zalézmy ze istnieja punkty
v,w € R3 takie, ze f(v) > 0 > f(w). Wykaz, ze f ma nieskonczenie wiele miejsc
zerowych.

Zadanie 15. Zbadaj ciagtos¢ jednostajna funkcji f(z,y) = sin‘?llcosﬁ na zbiorze
R?\ {0}.

Zadanie 16. Zbadaj ciaglosé jednostajna funkcji f(z,y) = avsinyi2 na zbiorze R? \
{(z,y) | y=0}.



