
AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 1: Normy w Rn, iloczyn skalarny

Norm¡ w przestrzeni Rn nazywamy funkcj¦ F : Rn → R o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

1. dla ka»dego x ∈ Rn zachodzi F (x) ≥ 0, przy czym F (x) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy x = 0
(dodatnia okre±lono±¢)

2. dla ka»dego x ∈ Rn i λ ∈ R zachodzi F (λ · x) = |λ| · F (x) (dodatnia jednorodno±¢)

3. dla ka»dych x,y ∈ R zachodzi F (x+ y) ≤ F (x) + F (y) (nierówno±¢ trójk¡ta).

Dla x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i p ∈ [1,+∞], p-norm¡ x nazywamy

‖x‖p :=

(
n∑

i=1

(xi)
p

) 1
p

gdy p < +∞, oraz ‖x‖∞ := max
i
|xi| .

Dla p = 2 mówimy zazwyczaj o normie euklidesowej.

(5 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 1. Wyka», »e norma euklidesowa ‖ · ‖2 speªnia aksjomaty normy.

Zadanie 2. Wyka», »e ‖ · ‖1 i ‖ · ‖∞ s¡ normami.

Kul¡ jednostkow¡ w normie ‖ · ‖ : Rn → R nazywamy zbiór

B := {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} .

Zadanie 3. Naszkicuj kule jednostkowe w R2 w normie ‖ · ‖p dla p = 1, 32 , 2, 3,∞.

Zadanie 4. Niech ‖ · ‖ b¦dzie dowoln¡ norm¡ w Rn. Wyka», »e kula jednostkowa

B = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1|} jest zbiorem wypukªym. Wywnioskuj st¡d, »e ‖ · ‖ 1
2
nie jest

norm¡.

Zadanie 5. Wyka», »e ‖x‖p ≤ ‖x‖q gdy p > q. (Dla uproszczenia rachunki mo»emy

przeprowadzi¢ w R2.)

Zadanie 6. Znajd¹ norm¦ na R2, o ile istnieje, w której kula jednostkowa jest prosto-

k¡tem [−1, 1]× [−3, 3].
Zadania domowe na 8 pa¹dziernika:

Dom 1. Niech liczby p, q ∈ [1,+∞] b¦d¡ takie, »e 1
p +

1
q = 1 (takie liczby nazywamy wy-

kªadnikami sprz¦»onymi). Udowodnij, »e dla dowolnych liczb nieujemnych a, b zachodzi
nast¦puj¡ca nierówno±¢ Younga:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Wskazówka: ab = exp[1p · p ln a+
1
q · q ln b].

Dom 2. Niech ‖ · ‖ b¦dzie norm¡ w Rn, za± L : Rn → Rn izomor�zmem liniowym.

Wyka», »e funkcja F (x) = ‖Lx‖ równie» jest norm¡ w Rn.

Dom 3. Znajd¹ norm¦ na R2, o ile istnieje, w której kula jednostkowa jest trójk¡tem

równobocznym o ±rodku w (0, 0), którego jednym z wierzchoªków jest (1, 0).



(8 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 7. Czy poni»sze funkcje zadaj¡ normy w R2 i R3? Odpowied¹ uzasadnij:

a) f(x, y) = 3
√
x3 + 5y3.

b) f(x, y) = 5
√
5|x|5 + 2|y|5.

c) f(x, y, z) = |x|+ 2|z|.

d) f(x, y) = exp(x2 + y2).

e) f(x, y, z) = 4
√
x4 + y4 + |z|.

Lemat 1. Niech F : Rn → R i G : Rk → R b¦d¡ normami, odpowiednio w Rn i Rk. Wówczas funkcja
‖ · ‖ : Rn+k → R okre±lona wzorem

‖(x,y)‖ := F (x) +G(y), gdzie (x,y) ∈ Rn × Rk ' Rn+k,

równie» jest norm¡.

Zadanie 8. (przeformuªowanie faktu dowodzonego na ¢wiczeniach) Rozwa»my

kul¦ jednostkow¡ B ⊂ Rn dla pewnej normy ‖ · ‖ w Rn. Dla ustalonego x ∈ Rn \ {0}
rozwa»my promie« R = {t · x | t > 0}. Wówczas istnieje dokªadnie jedna liczba a ∈ R+

taka, »e R ∩ B = {t · x | t ∈ (0, a]}. Ponadto ‖x‖ = 1
a . (Wynika st¡d, »e punkty le»¡ce

na brzegu kuli B to dokªadnie punkty o normie 1.)

Zadanie 9. Niech ‖ · ‖ b¦dzie norm¡ w R2, w której kula jednostkowa jest wielok¡tem o

wierzchoªkach (1, 2), (0, 3), (−1, 2), (−1,−2), (0,−3) i (1,−2). Oblicz normy wektorów

(2, 0), (0, 1), (4, 1) i (1, 4).

Iloczynem skalarnym w Rn nazywamy funkcj¦ dwuargumentow¡ 〈·, ·〉 : Rn → Rn → R o nast¦puj¡cych
wªasno±ciach:

(i) jest dwuliniowa,

(ii) jest symetryczna, tzn. 〈x,y〉 = 〈y,x〉 dla dowolnych x,y ∈ Rn

(iii) jest dodatnio okre±lona, tzn. 〈x,x〉 > 0 o ile x 6= 0.

Norm¦ pochodz¡c¡ od iloczynu skalarnego 〈·, ·〉 de�niujemy jako ‖x‖ :=
√
〈x,x〉.

Norma euklidesowa w Rn, a wi¦c ‖(x1, x2, . . . , xn)‖2 =
√∑n

i=1 x
2
i pochodzi od standardowego iloczynu

skalarnego w Rn. Z wªasno±ci iloczynu skalarnego poznanych na algebrze liniowej wynika, »e ka»da

inna norma pochodz¡ca od pewnego iloczynu skalarnego jest postaci ‖x‖ =
√
xAxT , gdzie A = AT

jest macierz¡ symetryczn¡ dodatnio okre±lon¡. Z wªasno±ci takich macierzy wnioskujemy, »e w pewnej

bazie ortonormalnej norma taka ma posta¢ ‖(x1, . . . , xn)‖ =
√∑n

i=1 λix2i , gdzie λi > 0 to (rzeczywiste i

dodatnie) warto±ci wªasne macierzy iloczynu skalarnego A. St¡d kula jednostkowa takiej normie to pewna

elipsoida.

Zadanie 10. Udowodnij, »e je±li norma ‖·‖ pochodzi od iloczynu skalarnego to speªnione

s¡ równo±ci

a) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.



b) 〈x,y〉 = 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

Zadania domowe na 11 pa¹dziernika:

Dom 4. Rozstrzygnij, dla jakich p ∈ [1,+∞] norma ‖ · ‖p pochodzi od iloczynu skalar-

nego.

Dom 5. Wyka», »e norma ‖ · ‖ z zadania z wielok¡tem (zadanie 9) nie pochodzi od

iloczynu skalarnego.

Pisemnie na 15 pa¹dziernika:

Dom 6. Kula jednostkowa pewnej normy ‖ · ‖ w R2 opisana jest nast¦puj¡co:

B = [−1, 1]× [−1, 1] ∪ {(x, y) | (x− 1)2 + y2 ≤ 1} ∪ {(x, y) | (x+ 1)2 + y2 ≤ 1} .

Wyznacz normy wektorów (1, 0), (0, 5) i (9, 3). Wyka», »e rozwa»ana norma nie pochodzi

od iloczynu skalarnego.
(11 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 11. Iloczyn skalarny w R2 zadany jest macierz¡

(
1 2
2 5

)
. Przez ‖ · ‖ oznaczmy

norm¦ pochodz¡c¡ od tego iloczynu skalarnego, a przez ‖ · ‖2 standardow¡ norm¦ eukli-

desow¡. Oblicz

sup
v∈R2\{0}

‖v‖
‖v‖2

oraz inf
v∈R2\{0}

‖v‖
‖v‖2

.

Zadania dodatkowe:

Zadanie 12. Niech liczby p, q ∈ [1,+∞] b¦d¡ takie, »e 1
p+

1
q = 1, za± x = (x1, x2, . . . , xn)

i y = (y1, y2, . . . , yn) dowolnymi punktami w Rn. Udowodnij nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

Höldera: ∑
i

|xiyi| ≤ ‖x‖p · ‖y‖q .

Wskazówka: skorzystaj z nierówno±ci Younga.

Zadanie 13. (∗/2) Udowodnij, »e dla dowolnego p ∈ (1,+∞) funkcja ‖ · ‖p jest norm¡.

Wskazówka: skorzystaj z nierówno±ci Höldera i z faktu, »e dla wykªadników sprz¦»onych

p, q zachodzi p = q(p− 1).

Zadanie 14. Niech ‖ · ‖ b¦dzie norm¡ w R2, w której kula jednostkowa jest równa

B = [−1, 1]× [−2, 2] ∪ {(x, y) | x2 + (y − 2)2 ≤ 1} ∪ {(x, y) | x2 + (y + 2)2 ≤ 2} .

Oblicz normy wektorów (2, 0), (0, 1) i (1, 3). Wyka», »e norma ‖ · ‖ nie pochodzi od

iloczynu skalarnego.

Zadanie 15. Rozstrzygnij, czy nast¦puj¡ce funkcje s¡ normami w R2:

a)
√
x2 + 9y2.

b)
√
x2 + 9y2 + |x+ y|.



c) 3
√
x3 + |y|.

Póªnorm¡ nazywamy funkcj¦ F : Rn → R, speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce aksjomaty normy z wyj¡tkiem ±cisªej
dodatniej okre±lono±ci:

1. dla ka»dego x ∈ Rn zachodzi F (x) ≥ 0 (sªaba dodatnia okre±lono±¢)

2. dla ka»dego x ∈ Rn i λ ∈ R zachodzi F (λ · x) = |λ| · F (x) (dodatnia jednorodno±¢)

3. dla ka»dych x,y ∈ R zachodzi F (x+ y) ≤ F (x) + F (y) (nierówno±¢ trójk¡ta).

Zadanie 16. Udowodnij, »e suma normy i póªnormy jest norm¡.

Zadanie 17. Udowodnij, »e je±li F,G : Rn → R s¡ normami, za± λ, µ ∈ R+ dowolnymi

liczbami dodatnimi to λF + µG te» jest norm¡.


