AM II.1 2019/2020 (gr. 2)
Temat 1: Normy w R"”, iloczyn skalarny

Norma w przestrzeni R™ nazywamy funkcje F : R™ — R o nastepujgcych wlasnosciach:

1. dla kazdego ® € R"™ zachodzi F(x) > 0, przy czym F(x) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy © = 0
(dodatnia okreslonosé)

2. dla kazdego x € R™ 1 A € R zachodzi F(\-x) = |\| - F(z) (dodatnia jednorodnosé¢)
3. dla kazdych x,y € R zachodzi F(x +y) < F(x) + F(y) (nier6wnos¢ trojkata).

Dla = (z1,%2,...,2n) € R" ip € [1,400], p-norma x nazywamy

n v
lz]lp := (Z(xq)p> gdy p < +00, oraz ||T]|eo 1= m?x|xz| .

i=1
Dla p = 2 mowimy zazwyczaj o normie euklidesowej.
(5 pazdziernika 2019)

Zadanie 1. Wykaz, ze norma euklidesowa || - ||2 spelnia aksjomaty normy.
Zadanie 2. Wykaz, ze || - ||1 1 || - ||oo S& normami.
Kulg jednostkowg w normie || - || : R™ — R nazywamy 2bidr

B:={zeR"| |z <1}.

Zadanie 3. Naszkicuj kule jednostkowe w R? w normie | - [|, dla p =1, 3,2,3, c0.
Zadanie 4. Niech | - || bedzie dowolna norma w R™. Wykaz, ze kula jednostkowa

B ={x € R" | ||| < 1|} jest zbiorem wypuklym. Wywnioskuj stad, ze || - H% nie jest
norma.

Zadanie 5. Wykaz, ze ||z||, < |lz|; gdy p > ¢. (Dla uproszczenia rachunki mozemy
przeprowadzi¢ w R2.)

Zadanie 6. Znajdz norme na R?, o ile istnieje, w ktorej kula jednostkowa jest prosto-
katem [—1,1] x [-3, 3].

Zadania domowe na 8 pazdziernika:

Dom 1. Niech liczby p, ¢ € [1,+0o0] beda takie, ze %—i— 1 — 1 (takie liczby nazywamy wy-
ktadnikami sprzezonymi). Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b zachodzi
nastepujaca nierdwnosé Younga:

al bl
ab < — + — .
p q
Wskazowka: ab = exp[% -plna+ % -qlnb.
Dom 2. Niech || - || bedzie norma w R"™, zas L : R" — R” izomorfizmem liniowym.
Wykaz, ze funkcja F(x) = || Lz| réwniez jest norma w R™.

Dom 3. Znajdz norme na R2, o ile istnieje, w ktorej kula jednostkowa jest trojkatem
réwnobocznym o §rodku w (0, 0), ktérego jednym z wierzchotkéw jest (1,0).




(8 pazdziernika 2019)

Zadanie 7. Czy ponizsze funkcje zadaja normy w R? i R3? Odpowiedz uzasadnij:
z,y) = /3 + by’

) f(

) flz.y) = /5l +2[y]>.
¢) f(z,y,2) = |z[ +2|z].

) f(

) f(z,

a

b

d) f(z,y) = exp(w2 + y2).

€

Lemat 1. Niech F : R™ = R i G : R* = R bedg normami, odpowiednio w R™ i R*. Woéwczas funkcja
II- 1] : R"** - R okreslona wzorem

(@, y)ll := F(x) + G(y), gdeie (w,y) € R" x R* ~ R™",

rowniez jest normg.

Zadanie 8. (przeformulowanie faktu dowodzonego na éwiczeniach) Rozwazmy
kule jednostkowa B C R™ dla pewnej normy || - || w R"™. Dla ustalonego € R™ \ {0}
rozwazmy promieni R = {t-x | t > 0}. Wowczas istnieje doktadnie jedna liczba a € R
taka, ze RN B ={t-x |t € (0,a]}. Ponadto ||z| = +. (Wynika stad, ze punkty lezace
na brzegu kuli B to doktadnie punkty o normie 1.)
Zadanie 9. Niech || - || bedzie norma w R?, w ktorej kula jednostkowa jest wielokatem o
wierzchotkach (1,2), (0,3), (-1,2), (=1,—2), (0,—3) i (1,—2). Oblicz normy wektorow
(2,0), (0,1), (4,1)1 (1,4).
Tloczynem skalarnym w R™ nazywamy funkcje dwuargumentowg (-,-) : R® — R" — R o nastepujgcych
wtasnosciach:

(i) jest dwuliniowa,

(ii) jest symetryczna, tzn. (x,y) = (y,x) dla dowolnych x,y € R"

(iii) jest dodatnio okreslona, tzn. (x,x) >0 o ile ¢ # 0.
Norme pochodzaca od iloczynu skalarnego (-, -) definiujemy jako ||| = /{(x,x).

Norma euklidesowa w R™, a wige ||(z1,22,...,2n)|l2 = /D1, @2 pochodzi od standardowego iloczynu
skalarnego w R™. Z wtasnosci iloczynu skalarnego poznanych na algebrze liniowej wynika, Ze kazda
inna norma pochodzqca od pewnego iloczynu skalarnego jest postaci ||x|| = VaeAxT, gdzie A = AT
jest macierzq symetryczng dodatnio okreSlong. Z wtasnosci takich macierzy wnioskujemy, zZe w pewnej
bazie ortonormalnej norma taka ma postaé ||(z1,...,xn)|| = /D1y Nia?, gdzie A > 0 to (rzeczywiste i
dodatnie) wartosci wtasne macierzy iloczynu skalarnego A. Stqd kula jednostkowa takiej normie to pewna

elipsoida.

Zadanie 10. Udowodnij, ze jesli norma ||-|| pochodzi od iloczynu skalarnego to spetnione
sg roéwnoscl

a) [z +yl” + [l — ylI* = 2llz[” + 2/|y]*.



b) (z,y) =1 (lz + ylI* — [l — y|*).

Zadania domowe na 11 pazdziernika:

Dom 4. Rozstrzygnij, dla jakich p € [1,+o00] norma || - ||, pochodzi od iloczynu skalar-
nego.

Dom 5. Wykaz, ze norma || - || z zadania z wielokatem (zadanie 9) nie pochodzi od
iloczynu skalarnego.

Pisemnie na 15 paZdziernika:

Dom 6. Kula jednostkowa pewnej normy || - | w R? opisana jest nastepujaco:
B= 1,1 x [-L,1U{(,9) | (& 1) +32 < JU{(0,9) | @+ 12 +32 < 1}

Wyznacz normy wektorow (1,0), (0,5) 1 (9,3). Wykaz, ze rozwazana norma nie pochodzi
od iloczynu skalarnego.
(11 pazdziernika 2019)

1 2
Zadanie 11. Iloczyn skalarny w R? zadany jest macierza <2 5). Przez || - || oznaczmy

norme pochodzaca od tego iloczynu skalarnego, a przez || - ||2 standardowa norme eukli-
desowa. Oblicz
o] R

sup oraz .
wer2\{o} [|0[l2 veR?\{0} [|v]l2

Zadania dodatkowe:
Zadanie 12. Niech liczby p, ¢ € [1, +0o0] beda takie, ze %—l—% =1,zaéx = (2!, 22,...,2")

iy = (yy?...,y") dowolnymi punktami w R™. Udowodnij nastepujaca nieréwnosé
Holdera:
S Jaiy] < lally - Iyl
i

Wskazowka: skorzystaj z nieré6wnosci Younga.
Zadanie 13. (x/2) Udowodnij, ze dla dowolnego p € (1,4o00) funkcja || - ||, jest norma.
Wskazowka: skorzystaj z nier6wnosci Holdera i z faktu, ze dla wyktadnikéw sprzezonych

p,q zachodzi p = q(p — 1).
Zadanie 14. Niech | - || bedzie norma w R?, w ktérej kula jednostkowa jest réwna

B=[-11]x[-22]U{(z,y) | 2>+ (y—2)* < 1} U{(z,y) | 2® + (y +2)> < 2} .

Oblicz normy wektorow (2,0), (0,1) i (1,3). Wykaz, ze norma || - || nie pochodzi od
iloczynu skalarnego.

Zadanie 15. Rozstrzygnij, czy nastepujace funkcje sg normami w R?:
a) vx?+ 9y2.
b) Vz2+9y% + |z + y|.



&) B+,

Polnorma nazywamy funkcje F : R™ — R, spetniajgcq nastepujgce aksjomaty normy z wyjgtkiem Scistej
dodatniej okreslonosci:

1. dla kazdego © € R™ zachodzi F(x) > 0 (staba dodatnia okreslonosc)
2. dla kazdego x € R"™ i XA € R zachodzi F(\-x) = |A| - F(x) (dodatnia jednorodnos¢)
3. dla kazdych =,y € R zachodzi F(x +y) < F(x) + F(y) (nier6wnos¢ trojkata ).

Zadanie 16. Udowodnij, ze suma normy i péinormy jest norma.

Zadanie 17. Udowodnij, ze jesli F,G : R" — R sg normami, zag A, y € Ry dowolnymi
liczbami dodatnimi to AF' + uG tez jest norma.



