Zadania gwiazdka (aktualizacja: 10 stycznia 2020)

Zadanie 1. (x, charakteryzacja kul w dowolnej normie) Niech B C R" bedzie
dowolnym zbiorem zwartym (domknietym i ograniczonym), wypuklym, ktérego O jest
punktem wewnetrznym (tzn. O lezy w B wraz z pewnym swoim otoczeniem) i syme-
trycznym wzgledem O (tzn. © € B & —x € B). Wykaz, ze B jest kula jednostkowa dla
pewnej normy. Poprzednio brakowato zatozenia o wypuktosci.

Zadanie 2. (x, charakteryzacja norm pochodzacych od iloczynu skalarnego)
Udowodnij, ze jesli norma || - || spelnia, dla dowolnych x,y € R™, tozsamosé¢

lz +yl* + [l — yl* = 2[|=|* + 2(y] .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.
Zadanie 3. (*) Funkcja F' : R? — R jest ciggla ,po wspohrzednych” oraz rosngca
wzgledem pierwszej zmiennej (tzn. Vy, funkcja z — F(z,y0) jest ciagha i rosnaca, oraz
Vo, funkcja y — F(zo,y) jest ciagla). Wykaz, ze F jest ciagla.
Zadanie 4. (x/2) (gr. 3) Funkcja F : R? — R ma granice w (z,y) = (0,0). Wykaz, ze
jesli granice lim,_,q limy o F(z,y) oraz limy_,olim,_,o F'(x, y) istnieja to

lim lim F'(x,y) = lim lim F(z,y) = lim F(x,y) .
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Definicja. Podzbior A C R™ nazywamy obszarem, gdy jest otwarty i spojny.
7 wyktadu wiadomo, ze kazdy zbiér otwarty i spojny w R” jest tez sp6jny tukowo.

Zadanie 5. (x/2) Niech A C R? bedzie obszarem wypuklym. Wykaz, ze jesli funkcja
ciagta f : A — R ma ograniczone pochodne czastkowe w caltej dziedzinie, to spetnia
warunek Lipschitza. Wykaz, ze teza nie jest prawdziwa bez zatozenia o wypuklosci A.
Zadanie 6. (x, ciagloéé funkcji wypuktych) Niech f : R? — R bedzie funkcja
wypukta (tzn. dla dowolnych v,w € R? i dowolnego A € [0,1] zachodzi nieréwnosé
fOv+(1—=Nw) < Af(v)+ (1 —N)f(w)). Wykaz, ze f jest funkcja ciagla.

Zadanie 7. (x/2) Poda¢ przyklad funkcji f : R> — R o nastepujacych wlasnogciach:

o f jest rozniczkowalana w R?
e f ma dokltadnie jeden punkt krytyczny (lokalne ekstremum)

e f jest nieograniczona z gory i z dotu.

Zadanie 8. (x) Funkcja dwukrotnie rézniczkowalna f : R? — R spetnia tozsamosci

of of _a_9f of _
%(‘raya Z) y&(fﬁ,y, Z) =0= ay(xvyvz) +Jjaz (I’,y,Z) =0.

Wykaz, ze f jest stala.
Podaj przyktad niestalej funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej, ktéra spetnia tozsamosci
(w pierwszej tozsamosci zmieniamy znak)

of
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Zadanie 9. (x) Wykaz, ze wnetrze dowolnego wielokata wypuklego jest dyfeomorficzne
z R2.

Zadanie 10. (%) Wykaz, ze dowolny obszar wypukty jest dyfeomorficzny z R2.
Zadanie 11. (%) Niech K C R? bedzie zwartym zbiorem wypuktym. Wykaz, ze funkcja
F : R?\ K — R opisujaca odlegtog¢ punktéow zewnetrznych K od K, tzn. f(v) =
dist(v, K) jest rézniczkowalna. Wykaz, ze zbior R? \ K jest dyfeomorficzny z R? \ {0}.

Zadanie 12. (%) Rozwazmy liczby 1, 29,..., 2, > 0 i liczbe naturalnag k < n. Zdefi-
niujmy k-ta éredniag MacLaurin’a z liczb z1,. .., x, wzorem
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. 11 <t2<...<tp V11712 1k
MULy(xy1,...,xn) = ( > .

(%)

Wykaz, ze zachodzi nastepujace uogélnienie nieré6wnoéci srednich

MLy(z1,...,2p) > MLo(x1,...,20) > ... > MLp_1(x1,...,24) > MLp(21,...,25) .
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