
Zadania gwiazdk¡ (aktualizacja: 10 stycznia 2020)

Zadanie 1. (∗, charakteryzacja kul w dowolnej normie) Niech B ⊂ Rn b¦dzie

dowolnym zbiorem zwartym (domkni¦tym i ograniczonym), wypukªym, którego 0 jest

punktem wewn¦trznym (tzn. 0 le»y w B wraz z pewnym swoim otoczeniem) i syme-

trycznym wzgl¦dem 0 (tzn. x ∈ B ⇔ −x ∈ B). Wyka», »e B jest kul¡ jednostkow¡ dla

pewnej normy. Poprzednio brakowaªo zaªo»enia o wypukªo±ci.

Zadanie 2. (∗, charakteryzacja norm pochodz¡cych od iloczynu skalarnego)
Udowodnij, »e je±li norma ‖ · ‖ speªnia, dla dowolnych x,y ∈ Rn, to»samo±¢

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.

Zadanie 3. (∗) Funkcja F : R2 → R jest ci¡gªa �po wspóªrz¦dnych� oraz rosn¡ca

wzgl¦dem pierwszej zmiennej (tzn. ∀y0 funkcja x 7→ F (x, y0) jest ci¡gªa i rosn¡ca, oraz

∀x0 funkcja y 7→ F (x0, y) jest ci¡gªa). Wyka», »e F jest ci¡gªa.

Zadanie 4. (∗/2) (gr. 3) Funkcja F : R2 → R ma granic¦ w (x, y) = (0, 0). Wyka», »e

je±li granice limx→0 limy→0 F (x, y) oraz limy→0 limx→0 F (x, y) istniej¡ to

lim
x→0

lim
y→0

F (x, y) = lim
y→0

lim
x→0

F (x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

F (x, y) .

De�nicja. Podzbiór A ⊂ Rn nazywamy obszarem, gdy jest otwarty i spójny.

Z wykªadu wiadomo, »e ka»dy zbiór otwarty i spójny w Rn jest te» spójny ªukowo.

Zadanie 5. (∗/2) Niech A ⊂ R2 b¦dzie obszarem wypukªym. Wyka», »e je±li funkcja

ci¡gªa f : A → R ma ograniczone pochodne cz¡stkowe w caªej dziedzinie, to speªnia

warunek Lipschitza. Wyka», »e teza nie jest prawdziwa bez zaªo»enia o wypukªo±ci A.
Zadanie 6. (∗, ci¡gªo±¢ funkcji wypukªych) Niech f : R2 → R b¦dzie funkcj¡

wypukª¡ (tzn. dla dowolnych v,w ∈ R2 i dowolnego λ ∈ [0, 1] zachodzi nierówno±¢
f(λv + (1− λ)w) ≤ λf(v) + (1− λ)f(w)). Wyka», »e f jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Zadanie 7. (∗/2) Poda¢ przykªad funkcji f : R2 → R o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

• f jest ró»niczkowalana w R2

• f ma dokªadnie jeden punkt krytyczny (lokalne ekstremum)

• f jest nieograniczona z góry i z doªu.

Zadanie 8. (∗) Funkcja dwukrotnie ró»niczkowalna f : R3 → R speªnia to»samo±ci

∂f

∂x
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Wyka», »e f jest staªa.

Podaj przykªad niestaªej funkcji dwukrotnie ró»niczkowalnej, która speªnia to»samo±ci

(w pierwszej to»samo±ci zmieniamy znak)
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Zadanie 9. (∗) Wyka», »e wn¦trze dowolnego wielok¡ta wypukªego jest dyfeomor�czne

z R2.

Zadanie 10. (∗∗) Wyka», »e dowolny obszar wypukªy jest dyfeomor�czny z R2.

Zadanie 11. (∗) Niech K ⊂ R2 b¦dzie zwartym zbiorem wypukªym. Wyka», »e funkcja

F : R2 \ K → R opisuj¡ca odlegªo±¢ punktów zewn¦trznych K od K, tzn. f(v) =
dist(v,K) jest ró»niczkowalna. Wyka», »e zbiór R2 \K jest dyfeomor�czny z R2 \ {0}.

Zadanie 12. (∗) Rozwa»my liczby x1, x2, . . . , xn ≥ 0 i liczb¦ naturaln¡ k ≤ n. Zde�-

niujmy k-t¡ ±redni¡ MacLaurin'a z liczb x1, . . . , xn wzorem

MLk(x1, . . . , xn) :=

(∑
i1<i2<...<ik

xi1xi2 · . . . · xik(
n
k

) )1/k

.

Wyka», »e zachodzi nast¦puj¡ce uogólnienie nierówno±ci ±rednich

ML1(x1, . . . , xn) ≥ML2(x1, . . . , xn) ≥ . . . ≥MLn−1(x1, . . . , xn) ≥MLn(x1, . . . , xn) .

Michaª Jó¹wikowski, 10 stycznia 2020.


