
Dowód niewymierno±ci e2

Rozwi¡zanie: Przedstawmy e2 w postaci szeregu i zaªó»my przeciwnie, »e istniej¡ liczby

caªkowite a, b ∈ Z takie, »e
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Tak jak w dowodzie niewymierno±ci e pomnó»my obie strony przez b! sk¡d mamy
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Wyrazy poza ko«cowym nawiasem s¡ oczywi±cie caªkowite. Kolejnym krokiem b¦dzie

podzielenie lewej strony powy»szej równo±ci przez najwi¦ksz¡ mo»liw¡ pot¦g¦ dwójki. W

tym celu wprowad¹my nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.

Dla liczby naturalnej b oznaczmy

n(b) = max{n ∈ N | 2n/b!} .

Liczb¦ t¡ nie jest trudno wyliczy¢.

Lemat. Zaªó»my, »e w zapisie dwójkowym b = (akak−1, ak−1 . . . a1a0)2. Wówczas

(1) n(b) = b−
k∑

i=0

ai ≤ b− 1 ,

tj. n(b) to b pomniejszone o sum¦ cyfr w zapisie dwójkowym b.

Szkic dowodu. Niech na przykªad b = 25 + 23 + 20. Zauwa»my, »e pomi¦dzy 1 a 25

jest dokªadnie 24 liczb parzystych, 23 liczb podzielnych przez 4, 22 podzielnych przez 8, 2
podzielne przez 16 i jedna podzielna przez 32. W sumie w rozkªadzie 25! mamy dokªadnie

(25−1) dwójek. Analogicznie pomi¦dzy 25+1 a 25+23 mamy 22 liczb parzystych, 2 liczby
podzielne przez 4 i 1 liczb¦ podzieln¡ przez 8, a wi¦c w sumie (25+23)! ma dodatkowych

23−1 dwójek w rozkªadzie. Wreszcie pomi¦dzy 25+1 a 25+1 jest dokªadnie 20−1 liczb

parzystych. Ostatecznie n(25 + 23 + 20) = 25 − 1 + 23 − 1 + 20 − 1 = (25 + 23 + 20)− 3.
Dowód w ogólnym przypadku przebiega analogicznie.

Przyjmijmy teraz, »e 2k < b ≤ 2k+1 w zapisie dwójkowym mo»emy przedstawi¢ b jako
b = (1 ak−1 . . .︸ ︷︷ ︸
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n(b) = b− (k + 1− s− z) i(2)

n(b− 1) = (b− 1)− (k + 1− s− 1) = b− k − 1 + s = n(b)− z ≤ n(b) .(3)



St¡d dostajemy
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Lewa strona powy»szej równo±ci jest oczywi±cie caªkowita (to wynika z de�nicji n(b−1)).
Równie» caªkowite s¡ wyrazy w sumie. Istotnie, wyraz 2mb!

m! jest caªkowity gdy b ≥ m,

za± najwi¦ksza pot¦ga dwójki przez która mo»na go podzieli¢ to m+n(b)−n(m)
(3) i (1)

≥
m+ n(b− 1)− (m− 1) ≥ n(b− 1) (osobno trzeba rozpatrze¢ prosty przypadek m = 0).
St¡d mamy równanie

(4) l. caªkowita = l. caªkowita+ λ(1 +R) ,
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»e λ(1 + R) ma niezerow¡ cz¦±¢ uªamkow¡, sk¡d dojdziemy do sprzeczno±ci. Zauwa»my

najpierw »e wobec b > 2k mamy:
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Nasze rozumowanie rozbijemy na kilka przypadków zale»nie od warto±ci liczby s.

A) s ≥ 3.

Wówczas 0 < λ = 2k+2−s
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2 , sk¡d o ile e2

2k−1 ≤ 1 (dziaªa dla k ≥ 4) mamy

0 < λ(1 +R)
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Czyli {λ(1 +R)} 6= 0.

B) s = 2.

Wówczas 2k+1 > b+1 > b ≥ (1001 . . .)2 = 2k +2k−3. Ponadto 0 < λ = 2k+2−s
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St¡d {λ(1 +R)} = {λ+ λR} = {1− ε+ λR} = {λR− ε}. Je±li teraz e2

2k−1 ≤ 1
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gdy k ≥ 7) to λ ·R < 1 · e2
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16 < ε, a wi¦c {λ(1 +R)} = {λR− ε} 6= 0.

C) s = 1.

Wówczas 2k+1 > b+ 1 > b ≥ (101 . . .)2 = 2k + 2k−2. Ponadto 1 = 2k+1
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St¡d {λ(1 + R)} = {λ + λR} = {2 − ε + λR} = {λR − ε}. Je±li teraz e2
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8 (dziaªa

gdy k ≥ 6) to λ ·R < 2 · e2

2k−1 ≤ 1
4 < ε, a wi¦c {λ(1 +R)} = {λR− ε} 6= 0.

D) s = 0.

Wówczas 2k+1 > b + 1 > b ≥ (11 . . .)2 = 2k + 2k−1. Ponadto 2 = 2k+2

2k+1 ≤ λ = 2k+2−s

b+1 <
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= 4. Zapiszmy λ = 3− ε, gdzie
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St¡d {λ(1 +R)} = {λ+ λR} = {3− ε+ λR} = {λR− ε}. Je±li teraz e2

2k−1 ≤ 1
16 (dziaªa

gdy k ≥ 7) to λ ·R < 4 · e2

2k−1 ≤ 1
4 < ε, a wi¦c {λ(1 +R)} = {λR− ε} 6= 0.

Podsumowuj¡c, w ka»dym z omawianych przypadków, o ile k jest dostatecznie du»e, to

równanie (4) nie mo»e by¢ speªnione. Pozostaje jeszcze sprawdzi¢ przypadki maªych k:

• k ≤ 3, s ≥ 3, co jest zbiorem pustym.

• k ≤ 6, s = 2,

• k ≤ 5, s = 1,

• k ≤ 6, s = 0.

Co jest robialne przez wypisanie wszystkich mo»liwych b dla powy»szych danych i spraw-

dzenie r¦czne »e e2 nie jest postaci a
b dla takich b. Ale oczywi±cie nie chce si¦ nam tym

zajmowa¢.

Tak naprawd¦ do±¢ du»¡ liczb¦ powy»szych przypadków mo»na by zredukowa¢ wª¡czaj¡c

do analizy kolejne wyrazy reszty szeregu. Mamy
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Na przykªad dla s = 2 poszczególne wyrazy mo»na oszacowa¢: λ = 1 − ε, gdzie ε >
1
16 ; 1 + 2

b+2 ≤ 1 + 2
2k
≤ 1 + 1
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, dla k ≥ 6. Sk¡d wystarczy bada¢ k ≤ 5 przy s = 2.

Podobne rozumowanie pozwala upro±ci¢ przypadki dla innych s.

Michaª Jó¹wikowski, 21 stycznia 2020.


