Dowo6d niewymiernoéci e?

Rozwigzanie: Przedstawmy e? w postaci szeregu i zalozmy przeciwnie, ze istnieja liczby
catkowite a, b € Z takie, ze
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Tak jak w dowodzie niewymiernosci e pomné6zmy obie strony przez b! skad mamy
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Wyrazy poza konicowym nawiasem sa oczywiécie catkowite. Kolejnym krokiem bedzie
podzielenie lewej strony powyzszej rownosci przez najwicksza mozliwa potege dwojki. W
tym celu wprowadzmy nastepujaca definicje.

Dla liczby naturalnej b oznaczmy

n(b) = max{n € N | 2" /bl} .
Liczbe ta nie jest trudno wyliczyé.

Lemat. Zaldzmy, ze w zapisie dwdjkowym b = (agag—1,ak—1 ...a109)2. Wowczas

k
(1) n(b)=b—> a;<b-1,
=0

7. n(b) to b pomniejszone o sume cyfr w zapisie dwdjkowym b.

Szkic dowodu. Niech na przyktad b = 2° + 23 4+ 20, Zauwazmy, Ze pomiedzy 1 a 2°
jest doktadnie 24 liczb parzystych, 23 liczb podzielnych przez 4, 22 podzielnych przez 8, 2
podzielne przez 16 i jedna podzielna przez 32. W sumie w rozkladzie 2°! mamy doktadnie
(2°—1) dwojek. Analogicznie pomiedzy 2°+1 a 2°+23 mamy 22 liczb parzystych, 2 liczby
podzielne przez 4 i 1 liczbe podzielng przez 8, a wiec w sumie (2° +23)! ma dodatkowych
23 — 1 dwojek w rozkladzie. Wreszcie pomiedzy 2° 41 a 2541 jest doktadnie 2° — 1 liczb
parzystych. Ostatecznie n(2° +234+29) =2 — 1423 —1+20 -1 = (2° +23 4+ 29) - 3.
Dowéd w ogélnym przypadku przebiega analogicznie. O
Przyjmijmy teraz, ze 2¢ < b < 2F+1
b= (lag—1...10...0)2 i wowczas b —1 = (lag_1...01...1)9, a wiec

w zapisie dwéjkowym mozemy przedstawié¢ b jako
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(2) nb)=b—(k+1—-s—2) i
(3) nb—1)=0b-1)—(k+1—-s—1)=b—k—1+s=mn(b)—z<n(b) .
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Lewa strona powyzszej rownosci jest oczywiscie catkowita (to wynika z definicji n(b

Roéwniez catkowite sa wyrazy w sumie. Istotnie, wyra

i
za$ najwicksza potega dwojki przez ktora mozna go podzieli¢ to m +n(b) —n(m) >
m+n(b—1)— (m—1) >n(b— 1) (osobno trzeba rozpatrze¢ prosty przypadek m =
Stad mamy réwnanie

(4) 1. catkowita = 1. catkowita + A(1+ R) ,

gdzie A = b+1 ,zZas R = b+2 (1 + b% + m + .. > Bedziemy sie starali pokazac,
ze A(1 + R) ma niezerowa czes¢ utamkowa, skad dojdziemy do sprzecznosci. Zauwazmy
najpierw ze wobec b > 2% mamy:
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Nasze rozumowanie rozbijemy na kilka przypadkéw zaleznie od wartogci liczby s.

A) s> 3.
k+2—s k—1
Woéwezas 0 < A = 2b+1 227

=1, skad o ile 25—: <1 (dziata dla k > 4) mamy

® 1
0<)\(1+R)g2(1+1):1.

Czyli {\(1+ R)} #0.

B) s=2.

Wowezas 21 > b+1 > b > (1001...); = 28 + 2573, Ponadto 0 < A= 7 < L = 1.
Zapiszmy A = 1 — ¢, gdzie

b+1—2k 9k=3 1
1>e= > —
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Stad {A1+R)} ={\+ )\R} = {1 —ec+ AR} = {AR — ¢}. Jesli teraz 2k - < & (dziala

gdy k>T)toA-R<1- Qk_1 < {5 <e, awiec {A(1+ R)} = {AR—¢} #0.

C)s=1.
Wowcezas 261 > b+ 1> b > (101...)2 = 2k 4 9k=2 Ponadto 1 = g’;—i <\A= %
2kt

o~ = 2. Zapiszmy A = 2 — ¢, gdzie

2(b4+1) — 2kt 2.2k-2 1
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Stad {A(1+ R)} = {A+ AR} = {2 — e + AR} = {AR — ¢}. Jesli teraz 507 < { (dziala
gdy k > 6) to)\‘R<2-2,fi1 <i<eawiec {A1+R)} ={AR—c}#0.
D) s =0.

Wowcezas 2671 > b+ 1> b > (11...)2 = 2k 1 9k=1 Ponadto 2 = g:—ﬁ < A= %
2;—:2 = 4. Zapiszmy A = 3 — ¢, gdzie
Lo .o B+ 1)—282 32k 4 okl) —ohE 9. Fl 8.2l 1
> E= b1 = o1 = oF+1 1

Stad {\1+R)} = {\ + AR} = {3 — e + AR} = {AR — ¢} Jesli teraz 507 < & (dziata
gdy k>T)to A\ R<4- 55 <1 <e awiee N1+R)} ={\R—¢c} #0.

Podsumowujac, w kazdym z omawianych przypadkow, o ile k jest dostatecznie duze, to
rownanie nie moze byé spelnione. Pozostaje jeszcze sprawdzié przypadki matych k:

e k<3, s> 3, co jest zbiorem pustym.

o £<6,s=2,
e k<5 s=1,
e k£ <6,s=0.

Co jest robialne przez wypisanie wszystkich mozliwych b dla powyzszych danych i spraw-
dzenie reczne ze e nie jest postaci 7 dla takich b. Ale oczywidcie nie chce si¢ nam tym

zajmowac.

Tak naprawde do$é¢ duzg liczbe powyzszych przypadkéw mozna by zredukowaé wlaczajac
do analizy kolejne wyrazy reszty szeregu. Mamy

A(1+R):A<1+bi2>+/\(b+2§?b+3) <1+b+24+...) .

Na przyktad dla s = 2 poszczegblne wyrazy mozna oszacowaé: A = 1 — g, gdzie € >

B T4l S 143 <14 g gdy b > 5, skad A(1+5%) < 1— gh. Wresscie

2 2
)\(wa (... < 2%%262 < #, dla k > 6. Skad wystarczy bada¢ k < 5 przy s = 2.
Podobne rozumowanie pozwala uproscié przypadki dla innych s. O

Michat Jézwikowski, 21 stycznia 2020.



