
AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 6: Granica i ci¡gªo±¢ funkcji

(20 grudnia 2019)

Funkcj¡ wykªadnicz¡ zmiennej zespolonej z ∈ C nazywamy wspóln¡ granic¦ ci¡gów

exp(z) := lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
=

∞∑
n=0

zn

n!
.

(Zauwa»my »e, na mocy kryterium d'Alemberta, rozwa»any szereg jest zbie»ny bezwzgl¦dnie dla ka»dego
ustalonego z ∈ C.)
Tak zde�niowany eksponens zespolony ma szereg standardowych wªasno±ci zwykªego eksponensa, jak te»
kilka innych

exp(z) exp(w) = exp(z+w), exp(z)−1 = exp(−z), exp(z) = exp (z), | exp(z)| = exp(|<(z)|) .

Przy u»yciu funkcji exp(·) mo»my zde�niowa¢ funkcje trygonometryczne sinus i kosinus dla argumentu
x ∈ R

sin(x) :=
eix − e−ix

2i
cos(x) :=

eix + e−ix

2
,

b¡d¹ te» w innej formie

eix = cos(x) + i sin(x), sk¡d cos(x) = <(eix) oraz sin(x) = =(eix) .

Zadanie 1. Udowodnij, »e prawdziwe s¡ znane wzory na sinus i kosinus sumy

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y.

Zadanie 2. Wyka», »e dla x ∈ R

sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx = =
(
eix · 1− e

inx

1− eix

)

(7 stycznia 2020)

Zadanie 3. Wyka», »e i(1 − eix) = 2 sin(x2 ) · e
ix/2, gdzie x ∈ R i wykorzystaj ten wzór

do pokazania, »e

sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx =
sin
(
(n+1)x

2

)
· sin

(
nx
2

)
sin
(
x
2

) .

Zadanie 4. Korzystaj¡c z twierdzenia Abela wyka», »e szereg

∞∑
n=1

sin(nx)

n

jest zbie»ny dla ka»dego x ∈ R.
Zadanie 5. Oblicz granice limxn→0

sinxn−xn
(xn)2

oraz limxn→0
sinxn−xn

(xn)3
.



De�nicja. Niech A ⊂ R b¦dzie dowolnym podzbiorem prostej rzeczywistej. Punkt x0 ∈ R := R ∪
{−∞} ∪ {+∞} nazywamy punktem skupienia zbioru A gdy istnieje ci¡g elementów xn ∈ A \ {x0}
zbie»ny do x0.

Zbiór wszystkich punktów skupienia zbioru A oznaczamy symbolem Acc(A).

Zadanie 6. Znajd¹ wszystkie punkty skupienia nast¦puj¡cych zbiorów: A = R, B = N,
C = { 1k | k ∈ Z \ {0}}, E = Q, F = (0, 1) ∪ (1, 2], G = (−π, π) \Q.

De�nicja. Rozwa»my funkcj¦ f : R ⊃ A→ R i niech x0 b¦dzie punktem skupienia zbioru A. Mówimy,
»e funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ g (i piszemy limx→x0 f(x) = g) gdy dla dowolnego ci¡gu A\{x0} 3
xn → x0 zachodzi równo±¢ limn→∞ f(xn) = g.

Równowa»nie, dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e dla x ∈ A \ {x0} warunek |x − x0| < δ poci¡ga
za sob¡ |f(x)− g| < ε.

Pierwsza z de�nicji znana jest jako de�nicja Heine'go, za± druga jako de�nicja Cauchy'ego granicy
funkcji. De�nicja Heine'go pozostaje w mocy gdy x0 lub g s¡ równe ±∞. W takich przypadkach de�nicj¦
Cauchy'ego trzeba nieco zmody�kowa¢.

Dla granic funkcji obowi¡zuje wiele analogicznych wyników jak dla granic ci¡gów, np. twierdzenie o
arytmetyce granic, twierdzenie o trzech funkcjach, twierdzenie o zachowaniu nierówno±ci sªabej w granicy,
itp.

Ponadto znamy ju» wiele elementarnych granic, np.
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Zadania domowe na 10 stycznia:

Dom 1. Wyka», »e liczby

(a) e2 oraz

(b) cos(1)

s¡ niewymierne.

Dom 2. Oblicz granic¦

lim
x→0

tg(x)− x
x3

.

(10 stycznia 2020)

Zadanie 7. Oblicz granice

(a) lim
x→0

sin(2020x)

sin(2019x)
,

(b) lim
x→π

sin(2020x)

sin(2019x)
,

(c) lim
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√
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√
x
,

(d) lim
x→0

sin(sinx)

x



Zadanie 8. Zbadaj istnienie granicy

lim
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√
x sin

1

x
.

Zadanie 9. Oblicz granic¦
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√
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1

x
.

Zadanie 10. Zbadaj zbie»no±¢ szeregów
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∞∑
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Zadania domowe na 14 stycznia:

Dom 3. Wyka», »e funkcje okre±lone na zbiorze D ⊂ R o warto±ciach w R tworz¡ prze-

strze« liniow¡ (nad R) z naturalnym dodawaniem (f + g)(x) = f(x) + g(x) i mno»eniem

(λ ·f)(x) = λ ·f(x) dla λ ∈ R. Sprawd¹, »e funkcje posiadaj¡ce granic¦ w punkcie x0 ∈ D
tworz¡ podprzestrze« liniow¡ tej przestrzeni.

Dom 4. Oblicz granice

(a) lim
x→1

(
x2 + 2

2x+ 1

) 1
x−1

, (b) lim
x→+∞

√
x+ 3 sin

(√
x+ 2−

√
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)
.

Seria zada« pisemnych na 21 stycznia 2020:

Dom 5. Oblicz sum¦

1 + cosx+ cos(2x) + . . .+ cos(nx)

i zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

cos(nx)

n
.

Dom 6. Udowodnij »e je±li an jest ci¡giem monotonicznie zbie»nym do 0, to zbie»ny

jest szereg
∞∑
n=1

sin ((−1)nan) .

De�nicja. Kosinusem hiperbolicznym nazywamy funkcj¦

coshx =
1

2
(ex + e−x).

Sinusem hiperbolicznym nazywamy funkcj¦

sinhx =
1

2
(ex − e−x).



Dom 7. Wyka», »e sinh 0 = 0, cosh 0 = 1, sinh jest funkcj¡ nieparzyst¡ a cosh parzyst¡.

Naszkicuj wykresy funkcji sinh i cosh.

Dom 8. Udowodnij to»samo±¢ zwan¡ jedynk¡ hiperboliczn¡

cosh2 x− sinh2 x = 1.

Dom 9. Udowodnij wzory na sinus i kosinus hiperboliczny sumy k¡tów

sinh(x+ y) = sinhx cosh y + coshx sinh y,

cosh(x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y.

Dom 10. Oblicz granic¦

lim
x→0

sinhx

x
.

Dom 11. Oblicz granic¦

lim
x→0

1− coshx

x2
.

(14 stycznia 2020)

Zadanie 11. Oblicz granice

(a) lim
x→0

ln(1 + x)
n
√
1 + x− 1

,

(b) lim
x→0

ln cosx

tg2 x
,

(c) lim
x→0

ln(1 + tg x) sin(tg x)

1− cos 2x
.

(17 stycznia 2020)

De�nicja. Mówimy, »e funkcja f : R ⊃ A → R jest ci¡gªa w punkcie x0 ∈ A gdy dla dowolnego ci¡gu
A 3 xn → x0 zachodzi limn→∞ f(xn) = f(x0).
Równowa»nie (wersja Cauchy'ego), dla ka»dego ε > 0 istnieje takie δ > 0, »e dla punktów x ∈ A warunek
|x− x0| < δ poci¡ga za sob¡ |f(x)− f(x0)| < ε.
Funkcj¦ f : A→ R nazywamy ci¡gª¡ na A gdy jest ci¡gªa w ka»dym punkcie dziedziny A.

Znane nam ju» przykªady funkcji ci¡gªych to exp(x), ln(x) (dla x ∈ R+), sin(x), cos(x), wielomiany, xa

(dla x ∈ R+), a
x (dla a > 0).

Zadanie 12. Wyka», »e funkcja f(x) = 1
x jest ci¡gªa na R \ {0}.

Zadanie 13. Wyka», »e sin(x) jest ci¡gªa na R.
W de�nicji Cauchy'ego ci¡gªo±ci funkcji f : A→ R zapisanej za pomoc¡ kwanty�katorów, tj.

∀ε>0∀x0∈A∃δ>0∀x∈A je±li |x− x0| < δ to |f(x)− f(x0)| < ε ,

dobieramy δ do ε i x0, a wi¦c δ = δ(ε, x0).



Je±li przestawimy kwanty�katory:

∀ε>0∃δ>0∀x0∈A∀x∈A je±li |x− x0| < δ to |f(x)− f(x0)| < ε ,

to jedno δ = δ(ε) obsªuguje wszystkie punkty x0. Mówimy wówczas, »e f jest jednostajnie ci¡gªa na A.

Funkcja jednostajnie ci¡gªa jest oczywi±cie ci¡gªa, ale odwrotne twierdzenie nie zachodzi. Przykªadem
funkcji jednostajnie ci¡gªej (a nawet lipszycowskiej) jest sin(x), za± funkcji ci¡gªej, która nie jest jedno-
stajnie ci¡ga 1

x
.

Zadanie domowe na 21 stycznia:

Dom 12. Podaj przykªad funkcji f : R→ R, która

a) nie ma granicy w »adnym punkcie swojej dziedziny.

b) ma granic¦ w dokªadnie jednym punkcie swojej dziedziny.

c) jest ci¡gªa na zbiorach (−∞, 0) i na zbiorach [0,+∞), ale nie jest ci¡gªa na R.

d) istnieje podziaª R = A ∪B, A ∩B = ∅, taki »e obci¦cia f |A i f |B s¡ ci¡gªe, ale f nie

jest ci¡gªa w »adnym punkcie R.

(21 stycznia 2020)

Twierdzenie. Rozwa»my funkcje zmiennej rzeczywistej f : A → R i g : B → R, gdzie A ⊂ R i
f(A) ⊂ B ⊂ R (»eby zªo»enie g(f) miaªo sens). Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa w punkcie a ∈ A, g jest ci¡gªa
w punkcie b ∈ B, oraz »e f(a) = b. Wówczas zªo»enie g(f) : A→ R jest ci¡gªe w a.

Wynika st¡d, »e zªo»enie funkcji ci¡gªych jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Zadanie 14. Dla jakich parametrów a, b ∈ R funkcja

f(x) =


sin ax
x dla x < 0
x3−1

x2+x+2
dla 0 ≤ x < 1

b dla x ≥ 1

jest ci¡gªa?

Oto dwie bardzo wa»ne wªasno±ci funkcji ci¡gªych:

Twierdzenie (Wªasno±¢ Darboux). Rozwa»my funkcj¦ ci¡gª¡ f : [a, b] → R. Wówczas dla ka»dej
warto±ci ξ ∈ [f(a), f(b)] istnieje argument c ∈ [a, b] taki, »e ξ = f(c).

Innymi sªowy, funkcja ci¡gªa przyjmuje wszystkie warto±ci po±rednie mi¦dzy dwoma danymi.

Twierdzenie (Weierstrassa o przyjmowaniu kresów). Rozwa»my funkcj¦ ci¡gª¡ f : [a, b] → R (ogólniej
funkcj¦ ci¡gª¡ na zbiorze zwartym). Wówczas istniej¡ argumenty c, d ∈ [a, b] takie, »e

f(c) = sup
x∈[a,b]

f(x) oraz f(d) = inf
x∈[a,b]

f(x) .



Innymi sªowy, fukcja ci¡gªa na zbiorze zwartym osi¡ga swoje kresy.

Zadanie 15. Wyka», »e ci¡gªa funkcja f : [0,+∞) −→ R, która nie jest ograniczona ani

z góry ani z doªu musi przyjmowa¢ niesko«czenie wiele razy warto±¢ 2020.

Zadanie 16. Funkcja ci¡gªa f : R −→ R speªnia warunek f(x + y) = f(x) + f(y) (to
znaczy jest addytywna). Wyka», »e f(x) = ax dla pewnego a ∈ R (tzn. f jest liniowa).

Zadanie domowe na 24 stycznia:

Dom 13. Wyka» »e funkcja f : A→ R jest jednostajnie ci¡gª¡ wtedy i tylko wtedy gdy

dla dowolnych xn, yn ∈ A warunek |xn − yn| → 0 implikuje |f(xn)− f(yn)| → 0.

(24 stycznia 2020)

Przykªad nie-liniowej funkcji addytywnej f : R → R. Rozwa»my liczby rzeczywiste R rozumiane
jako przestrze« liniow¡ nad liczbami wymiernymi Q. Przestrze« taka ma baz¦ H ⊂ R (nazywan¡ baz¡
Hamela), tzn. ka»dy element x ∈ R mo»emy jednoznacznie zapisa¢ w postaci sko«czonej sumy

x = q1 · h1 + q2 · h2 + . . . qn · hn ,

gdzie hi ∈ H, za± qi ∈ Q.
�atwo zauwa»y¢, »e ka»da funkcja addytywna f : R → R jest funkcj¡ liniow¡, rozumian¡ jako odwzoro-
wanie pomi¦dzy przestrzeniami liniowymi nad Q, tzn. dla dowolnych x, x′ ∈ R oraz q, q′ ∈ Q mamy

f(q · x+ q′ · x′) = qf(x) + q′f(x′) .

Okre±lmy f wzorem
f(q1 · h1 + q2 · h2 + . . . qn · hn) := q1 + q2 + . . .+ qn .

(innymi sªowy f |H ≡ 1). �atwo sprawdzi¢, »e tak okre±lona funkcja jest addytywna. Co wi¦cej f

przyjmuje tylko warto±ci wymierne, a wi¦c nie mo»e by¢ funkcj¡ liniow¡, bo zbiór warto±ci funkcji liniowej

F : R→ R to R lub {0}.

Jeszcze raz o jednostajnej ci¡gªo±ci.
Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) funkcja f : A→ R jest jednostajnie ci¡gªa,

(ii) (wersja Heine'go) dla dowolnych xn, yn ∈ A warunek |xn− yn| → 0 implikuje |f(xn)− f(yn)| → 0,

(iii) (wersja Cauchy'ego) dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 takie, »e dla dowolnych x0, x ∈ A je±li
|x− x0| < δ to |f(x)− f(x0)| < ε.

Twierdzenie (Heine'go-Cantora). Funkcja ci¡gªa na zbiorze zwartym jest jednostajnie ci¡gªa.

Zadanie 17. Rozstrzygnij, które z poni»szych funkcji s¡ jednostajnie ci¡gªe: f(x) = 1,
g(x) = 5x, h(x) = x2 + 7, φ(x) =

√
x, ψ(x) = cos(2x), ζ(x) = sin2(x), ξ(x) = cos(x2)?

Zadania dodatkowe:

Zadanie 18. Wyka», »e funkcja ci¡gªa f : R → R i okresowa jest jednostajnie ci¡-

gªa. Uwaga: Wa»ne jest, »e dziedzin¡ funkcji jest caªa prosta rzeczywista. Przykªadem

okresowej funkcji ci¡gªej nie jednostajnie ci¡gªej jest tg(x).

Zadanie 19. Zbadaj czy klasa funkcji jednostajnie ci¡gªych jest zamkni¦ta ze wzgl¦du

na dodawanie, mno»enie, skalowanie przez liczby rzeczywiste, skªadanie?


