AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 6: Granica i ciggtos$é funkcji

(20 grudnia 2019)
Funkcja wykladniczg zmiennej zespolonej z € C nazywamy wspdlng granice ciggéw

n

cate = i (142) =55

n=0
(Zavwazmy ze, na mocy kryterium d’Alemberta, rozwazany szereg jest zbiezny bezwzglednie dla kazdego
ustalonego z € C.)

Tak zdefiniowany eksponens zespolony ma szereg standardowych wtasnosci zwyktego eksponensa, jak tez
kilka innych

exp(z) exp(w) = exp(ztw),  exp(z) ' =exp(~2),  exp(z) =exp(z),  |exp(z)| = exp(IR(2)]) -

Przy uzyciu funkcji exp(-) mozmy zdefiniowaé funkcje trygonometryczne sinus i kosinus dla argumentu
zeR

sin(z) := % cos(z) := % ,
bgdz tez w innej formie
e = cos(x) +isin(x), sked cos(x) = R(e”) oraz sin(z) = (™) .

Zadanie 1. Udowodnij, ze prawdziwe s znane wzory na sinus i kosinus sumy

sin(x + y) = sinx cosy + cos rsiny

cos(x + y) = cosx cosy — sinx sin y.

Zadanie 2. Wykaz, ze dla x € R

) 1 — einz
sinx +sin2x 4+ ... +sinnr =< ew-ﬁ
—e

(7 stycznia 2020)
Zadanie 3. Wykaz, 7e i(1 — e®) = 2sin(2) - €/2, gdzie x € R i wykorzystaj ten wzor
do pokazania, ze

sin (Lgl)m) - sin (%)
sin (%)
Zadanie 4. Korzystajac z twierdzenia Abela wykaz, ze szereg

Z smglnx)

n=1

sinx +sin2x +...+sinnx =

jest zbiezny dla kazdego x € R.

Sin Ty —Tn sin Ty —Tn

Zadanie 5. Oblicz granice lim,, o ez - oraz lim,, 0 @y



Definicja. Niech A C R bedzie dowolnym podzbiorem prostej rzeczywistej. Punkt zo € R := RU
{—o0} U {400} nazywamy punktem skupienia zbioru A gdy istnieje ciag elementow z, € A\ {xo}
zbiezny do xo.

Zbiér wszystkich punktow skupienia zbioru A oznaczamy symbolem Acc(A).

Zadanie 6. Znajdz wszystkie punkty skupienia nastepujacych zbioréw: A =R, B =N,
C={}kez\{0}}, E=Q F=(0)U (2], G=(-m.7m)\Q

Definicja. Rozwazmy funkcje f: R D A — R i niech z¢ bedzie punktem skupienia zbioru A. Méwimy,
ze funkcja f ma w punkcie xo granice g (i piszemy limg_,», f(x) = g) gdy dla dowolnego ciagu A\ {zo} >
ZTn — o zachodzi réwnosé lim, o f(zn) = g.

Rownowaznie, dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla © € A\ {0} warunek |z — z¢| < § pociaga
za soba |f(z) — g| < e.

Pierwsza z definicji znana jest jako definicja Heine’go, za$ druga jako definicja Cauchy’ego granicy
funkcji. Definicja Heine’go pozostaje w mocy gdy xo lub g sq rdwne oo. W takich przypadkach definicje
Cauchy’ego trzeba nieco zmodyfikowad.

Dla granic funkcji obowigzuje wiele analogicznych wynikéw jak dla granic ciggéw, np. twierdzenie o
arytmetyce granic, twierdzenie o trzech funkcjach, twierdzenie o zachowaniu nierdwnosci stabej w granicy,
itp.

Ponadto znamy juz wiele elementarnych granic, np.

Tl S T | € ) Rt L GO 1imL‘;S($):1.
z—=0 z—0 T z—=0 T z—0 x 2
Zadania domowe na 10 stycznia:
Dom 1. Wykaz, ze liczby
(a) e? oraz
(b) cos(1)
Sg niewymierne.
Dom 2. Oblicz granice
t .
lim 7g(93)3 T
z—0 T
(10 stycznia 2020)
Zadanie 7. Oblicz granice
2020
(@) lim sin x),
z—0 sin(2019z)
(0) sin(2020z)
z— sin(2019z)’

(c) lim i
() lim sin(sin x)

x—0 T



Zadanie 8. Zbadaj istnienie granicy
. .1
lim /7 sin — .
z—0 X
Zadanie 9. Oblicz granice

1
lim +/zsin — .
x

T—r+00

Zadanie 10. Zbadaj zbieznosé szeregow

;sin (i) nz::lsin <(1)”i> i) 1-—cos <711> :

Zadania domowe na 14 stycznia:

Dom 3. Wykaz, ze funkcje okreslone na zbiorze D C R o wartosciach w R tworza prze-
strzen liniowa (nad R) z naturalnym dodawaniem (f + g)(z) = f(z) 4+ g(x) 1 mnozeniem
(A-f)(x) = A f(z) dla X € R. Sprawdz, ze funkcje posiadajace granice w punkcie xg € D
tworza podprzestrzen liniowa tej przestrzeni.

Dom 4. Oblicz granice

(a) lim <x2+2>z1, (b)  lim Vo+3sin(Ve+2—-Vz+1) .

z—=1\2x+1 T—-400

Seria zadan pisemnych na 21 stycznia 2020:

Dom 5. Oblicz sume
1+ cosx + cos(2z) + ... + cos(nx)

i zbadaj zbieznosé¢ szeregu
oo
Z cos(nx)
g
n=1

Dom 6. Udowodnij ze jesli a, jest ciggiem monotonicznie zbieznym do 0, to zbiezny
jest szereg

Z sin ((—1)"ay,) .
n=1

Definicja. Kosinusem hiperbolicznym nazywamy funkcje
1 x —x
coshz = 5(6 +e ).
Sinusem hiperbolicznym nazywamy funkcje

sinhz = %(ez —e ).



Dom 7. Wykaz, ze sinh 0 = 0, cosh 0 = 1, sinh jest funkcja nieparzysta a cosh parzysta.
Naszkicuj wykresy funkeji sinh i cosh.

Dom 8. Udowodnij tozsamosé¢ zwang jedynkag hiperboliczng

cosh? z —sinh?z = 1.
Dom 9. Udowodnij wzory na sinus i kosinus hiperboliczny sumy katow

sinh(z + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh ¥,
cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh x sinh .

Dom 10. Oblicz granice

. sinhz
lim )
x—0 X
Dom 11. Oblicz granice
. 1—coshz
lim —
x—0 €T

(14 stycznia 2020)
Zadanie 11. Oblicz granice

In(1
(a) hmM7
z—=0 /14+x—1
Incosx

lim ——
(b) Py tg2x '

(© lim In(1 + tgx) sin(tg a:)

z—0 1 — cos2x

(17 stycznia 2020)

Definicja. Mowimy, ze funkcja f: R D A — R jest ciggla w punkcie zo € A gdy dla dowolnego ciagu
A3 x4y — 0 zachodzi limp— o0 f(2n) = f(20).

Rownowaznie (wersja Cauchy’ego), dla kazdego € > 0 istnieje takie 6 > 0, ze dla punktéw z € A warunek
|x — xo| < & pociaga za soba |f(z) — f(zo)| < e.

Funkcje f: A — R nazywamy cigglg na A gdy jest ciagta w kazdym punkcie dziedziny A.

Znane nam juz przyktady funkcji ciggltych to exp(x), In(z) (dla © € Ry ), sin(x), cos(z), wielomiany, =*
(dla z € Ry ), a® (dla a > 0).

Zadanie 12. Wykaz, ze funkcja f(z) = 1 jest ciagla na R\ {0}.

Zadanie 13. Wykaz, ze sin(x) jest ciagta na R.

W definicji Cauchy’ego ciggtosci funkcji f : A — R zapisanej za pomocq kwantyfikatoréw, tj.
Ves0VeoeATs>0Vaea jesli |x — zo| < 6 to |f(x) — f(zo)| < e,

dobieramy ¢ do € i xo, a wiec 6 = 0(g, xo).



Jesli przestawimy kwantyfikatory:
Ve>03550V20eaVaea jesli |x — xo| < 6 to |f(x) — f(xo)| <€,

to jedno 6 = () obstuguje wszystkie punkty xo. Méwimy wiowczas, Ze f jest jednostajnie ciagla na A.
Funkcja jednostajnie ciggta jest oczywiscie ciggta, ale odwrotne twierdzenie nie zachodzi. Przyktadem
funkeji jednostajnie ciaglej (a nawet lipszycowskiej) jest sin(z), za$ funkcji ciggtej, ktéra nie jest jedno-
stajnie cigga é

Zadanie domowe na 21 stycznia:

Dom 12. Podaj przyktad funkcji f: R — R, ktora

a) nie ma granicy w zadnym punkcie swojej dziedziny.

b) ma granice w doktadnie jednym punkcie swojej dziedziny.

c) jest ciagla na zbiorach (—o0,0) i na zbiorach [0,400), ale nie jest ciagla na R.

d) istnieje podzial R = AU B, AN B = (), taki ze obciecia f|a i f|p sa ciagle, ale f nie
jest ciggta w zadnym punkcie R.

(21 stycznia 2020)

Twierdzenie. Rozwazmy funkcje zmiennej rzeczywistej f : A — R i g : B — R, gdzie A C R i
f(A) C B CR (Zeby ztozenie g(f) miato sens). Zatézmy, ze [ jest ciggla w punkcie a € A, g jest ciggla
w punkcie b € B, oraz ze f(a) =b. Wowczas zlozenie g(f) : A — R jest ciggle w a.

Wynika stqd, ze ztoZenie funkcji cigglych jest funkcjq cigglq.

Zadanie 14. Dla jakich parametréw a,b € R funkcja

sinaz dlax <0

X
flo)=3 #=5 da0d<z<l
b dla z > 1

jest ciagta?

Oto dwie bardzo wazne wlasnosci funkcji cigglych:

Twierdzenie (Wlasno$¢ Darboux). Rozwazmy funkcje ciggle f : [a,b] — R. Woéwczas dla kazdej
wartosci & € [f(a), f(b)] istnieje argument ¢ € [a,b] taki, ze £ = f(c).

Innymi stowy, funkcja ciggta przyjmuje wszystkie wartosci posrednie miedzy dwoma danymi.

Twierdzenie (Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw). Rozwazmy funkcje ciagle f : [a,b] — R (ogdlniej
funkcje ciaglta na zbiorze zwartym). Wéwczas istniejg argumenty c,d € [a, b] takie, zZe

f(e)= sup f(x) oraz f(d)= inf ]f(m) .

z€(a,b] z€la,b



Innymi stowy, fukcja ciggta na zbiorze zwartym osigga swoje kresy.
Zadanie 15. Wykaz, ze ciagta funkcja f : [0, +00) — R, ktéra nie jest ograniczona ani
z gory ani z dolu musi przyjmowadé nieskoriczenie wiele razy wartosé¢ 2020.

Zadanie 16. Funkcja ciagla f : R — R spelnia warunek f(x +y) = f(z) + f(y) (to
znaczy jest addytywna). Wykaz, ze f(x) = ax dla pewnego a € R (tzn. f jest liniowa).

Zadanie domowe na 24 stycznia:
Dom 13. Wykaz ze funkcja f: A — R jest jednostajnie ciagly wtedy i tylko wtedy gdy
dla dowolnych =, y, € A warunek |z, — y,| — 0 implikuje |f(zy) — f(yn)| — 0.

(24 stycznia 2020)

Przykltad nie-liniowej funkcji addytywnej f : R — R. Rozwazmy liczby rzeczywiste R rozumiane
jako przestrzen liniowq nad liczbami wymiernymi Q. Przestrzen taka ma baze H C R (nazywang bazq
Hamela), tzn. kazdy element v € R mozemy jednoznacznie zapisaé w postaci skoriczonej sumy

r=qi-hi+q -ha+...qn hn,

gdzie h; € H, za$ q; € Q.
Latwo zauwazyé, zZe kaida funkcjo addytywna f : R — R jest funkcjq liniowq, rozumiang jako odwzoro-
wanie pomiedzy przestrzeniami liniowyms nad Q, tzn. dla dowolnych x,2’ € R oraz q,q' € Q mamy

fla-z+q -2")=qf(x) +d f(a) .
Okreslmy [ wzorem
flg-hi+q -ho+...qn-hn) = +q@+...+qn .
(innymi stowy flu = 1). Latwo sprawdzié, zZe tak okreslona funkcja jest addytywna. Co wiecej f
przyjmuje tylko wartosci wymierne, a wiec nie moze byé funkcjq lintowq, bo zbior wartosci funkcji liniowej
F:R— R toR lub {0}.

Jeszcze raz o jednostagnej ciggloscs.
Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) funkcja f: A — R jest jednostajnie ciggta,
(ii) (wersja Heine’go) dla dowolnych xn,yn € A warunek |z, —yn| — 0 implikuje | f(zn) — f(yn)] = 0,
(iii) (wersja Cauchy’ego) dla kazdego € > 0 istnieje & > 0 takie, Ze dla dowolnych xo,x € A jesli
|z — zo| < to |f(x) — f(zo)] <e.

Twierdzenie (Heine’go-Cantora). Funkcja cigglta na zbiorze zwartym jest jednostajnie ciggta.

Zadanie 17. Rozstrzygnij, ktore z ponizszych funkcji sa jednostajnie ciagte: f(x) =1,
9(x) = 52, h(z) = 22 + 7, 8(z) = vz, ¥(x) = cos(2), ((z) = sin(z), £(x) = cos(2?)?

Zadania dodatkowe:

Zadanie 18. Wykaz, ze funkcja ciggla f : R — R i okresowa jest jednostajnie cig-
gta. Uwaga: Wazne jest, zZe dziedzing funkcji jest cata prosta rzeczywista. Przyktadem
okresowej funkcji ciggtej nie jednostajnie ciggtej jest tg(x).

Zadanie 19. Zbadaj czy klasa funkcji jednostajnie ciaglych jest zamknieta ze wzgledu
na dodawanie, mnozenie, skalowanie przez liczby rzeczywiste, sktadanie?



