
AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 5: Zbie»no±¢ szeregów o wyrazach dowolnych

(6 grudnia 2019)

Od tej pory b¦dziemy si¦ zajmowa¢ szeregami o wyrazach dowolnych, tj. niekoniecznie dodatnich. Tak
jak poprzednio szereg

∑
n an nazwiemy zbie»nym, gdy zbie»ny jest jego ci¡g sum cz¦±ciowych Sn =

a1 + a2 + . . .+ an. Mówimy, »e szereg
∑

n an jest zbie»ny bezwzgl¦dnie gdy zbie»ny jest szereg warto±ci
bezwzgl¦dnych

∑
n |an|. Zbie»no±¢ bezwzgl¦dna implikuje zbie»no±¢ w zwykªym senie, ale s¡ przykªady

szeregów zbie»nych, które nie s¡ zbie»ne bezwzgl¦dnie. Mówimy wówczas o zbie»no±ci warunkowej.
Wyrazy szeregu zbie»nego bezwzgl¦dnie mo»emy swobodnie przestawia¢ bez zmiany sumy. Nie nale»y
tego robi¢ przy szeregu zbie»nym warunkowo � przestawiaj¡c odpowiednio jego wyrazy mo»emy otrzyma¢
dowoln¡ (sko«czon¡ b¡d¹ niesko«czon¡) sum¦.
Podstawowym twierdzeniem, którego b¦dziemy u»ywa¢ b¦dzie

Twierdzenie (Abela). Rozwa»my ci¡gi (an) oraz (bn), przez An :=
∑n

k=1 ak oznaczmy ci¡g sum cz¦-
±ciowych ci¡gu (an) wówczas je±li

• Ci¡g An jest ograniczony oraz

• Szereg
∑

n(bn+1 − bn) jest zbie»ny bezwzgl¦dnie

to szereg
∑

n(an · bn) jest zbie»ny.

W praktyce zazwyczaj stosuje si¦ nast¦puj¡ce wnioski z tw. Abela:

Twierdzenie (kryterium Abela). Je±li szereg
∑

an jest zbie»ny, a ci¡g bn monotoniczny i ograniczony,
to szereg

∑
n(an · bn) jest zbie»ny.

Twierdzenie (kryterium Dirchleta). Je±li ci¡g sum cz¦±ciowych An :=
∑n

k=1 ak jest ograniczony, a
ci¡g (bn) monotonicznie zbie»ny do 0, to szereg

∑
n(an · bn) jest zbie»ny.

Twierdzenie (kryterium Liebniza). Niech (bn) b¦dzie ci¡giem nierosn¡cym zbie»nym do 0. Wówczas
szereg

∑
n(−1)

nan jest zbie»ny.
Szereg powy»szej postaci nazywamy szeregiem naprzemiennym.

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu
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Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu
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Zadania domowe na 10 grudnia:

Dom 1. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu

∞∑
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(−1)n( n
√
n− 1).



Dom 2. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu
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Dom 3. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
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Z poprzedniej pracy domowej z poprawionymi nawiasami.

(10 grudnia 2019)

Zadanie 3. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu
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Twierdzenie (o nawiasowaniu). Niech an b¦dzie ci¡giem zbie»nym do 0. Rozwa»my dowolny rosn¡cy
ci¡g liczb naturalnych ln (ten ci¡g b¦dzie mówiª jak rozstawiamy nawiasy) (przyjmijmy dodatkowo l0 = 0)
i zde�niujmy An := aln−1+1 + aln−1+2 + . . . + aln . Je±li ci¡g ln+1 − ln jest ograniczony (nawiasy s¡
ograniczonej szeroko±ci), to szeregi

∑
an oraz

∑
An s¡ albo równocze±nie zbie»ne, albo rozbie»ne (i maj¡

t¦ sam¡ sum¦).

Innymi sªowy je»eli ci¡g an speªnia warunek konieczny zbie»no±ci i pogrupujemy wyrazy szeregu w nie za
du»e paczki to zbie»no±¢/rozbie»no±¢ si¦ nie zmieni.

Uwaga 1. Niezale»nie od tego jak rozstawiamy nawiasy (bez dodatkowych zaªo»e« o ci¡gu ln) je»eli∑
An jest rozbie»ny to rozbie»ny b¦dzie tak»e

∑
an. Jest to jasne, bo ci¡g sum cz¦±ciowych szeregu∑

An to podci¡g ci¡gu sum cz¦±ciowych szeregu
∑

an.

Uwaga 2. Przykªad, »e w twierdzeniu o nawiasowaniu zaªo»enie o tym, »e nawiasy s¡ sko«czonej dªugo±ci
jest konieczne:∑
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Rozstawiaj¡c nawiasy kolejno dªugo±ci 2, 4, 8, itd. dostaniemy szereg zbie»ny
∑

0. Tymczasem w
wyj±ciowym szeregu wyst¦puj¡ sekwencje 1

2k
+ 1

2k
+ . . . + 1

2k
= 1, a wi¦c nie jest speªniony warunek

Cauchy'ego.

Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu

∞∑
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(−1)blog2 nc 1
n
.

Twierdzenie (Kryterium Raabe'go). Niech
∑

an b¦dzie szeregiem o wyrazach dodatnich. Zaªó»my, »e

d.d.d. n i pewnej staªej p > 1 zachodz¡ nierówno±ci n
(

an
an+1

− 1
)
> p > 1. Wówczas szereg

∑
an jest

zbie»ny. Je»eli d.d.d. n zachodz¡ nierówno±ci n
(

an
an+1

− 1
)
≤ 1 to szereg

∑
an jest rozbie»ny.



Idea dowodu przypomina dowód kryterium D'Alemberta � wykorzystuj¡c odpowiedni¡ nierówno±¢ wy-

nikaj¡c¡ z warunku granicznego jeste±my w stanie oszacowa¢ badany szereg przez inny szereg o znanej

zbie»no±ci.

Zadanie 5. Korzystaj¡c z kryterium Raabe'go zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

1 · 2 · 3 · . . . · n
(1 + p)(2 + p) · . . . · (n+ p)

.

w zale»no±ci od parametru p ∈ R+.

(17 grudnia 2019)

Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu
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Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregu
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Uwaga: po scaleniu wyrazów tego samego znaku dostajemy szereg naprzemienny
∑

k(−1)
kbk, którego

sumy cz¦±ciowe to sumy postaci Sk2−1 wyj±ciowego szeregu. Zbie»no±ci
∑

k(−1)
kbk dowodzimy z Tw.

Abela: sumy cz¦±ciowe
∑

k(−1)
k s¡ ograniczone, a

∑
k |bk − bk+1| jest zbie»ny. Nast¦pnie dowodzimy,

»e Sn ∈ [Sbnc2−1, S(bnc+1)2−1], a wi¦c Sn jest ograniczony z góry i z doªu przez dwa podci¡gi zbie»nego

ci¡gu Sk2−1.

Mno»enie szeregów.

De�nicja. Iloczynem Cauchy'ego szeregów
∑∞

n=0 an i
∑∞

n=0 bn nazywamy szereg
∑∞

n=0 cn, którego
n-tym wyrazem jest

cn = a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + . . .+ anb0 .

(Tzn. na cn skªadaj¡ si¦ wszystkie iloczyny aibj sumarycznego indeksu i+ j = n. )

Twierdzenie (Mertens'a). Je±li szeregi
∑∞

n=0 an i
∑∞

n=0 bn s¡ zbie»ne, przy czym co najmniej jeden z
nich bezwzgl¦dnie, to zbie»ny jest ich iloczyn Cauchy'ego

∑∞
n=0 cn i ponadto

∞∑
n=0

cn =

(
∞∑

n=0

an

)
·

(
∞∑

n=0

bn

)
.

Ponadto je±li oba szeregi s¡ zbie»ne bezwzgl¦dnie, to
∑∞

n=0 cn te» jest zbie»ny bezwzgl¦dnie.

Uwaga 3. Iloczyn dwóch szeregów warunkowo zbie»nych nie musi by¢ zbie»ny, ale je±li jest zbie»ny to
do iloczynu sum wyj±ciowych szeregów.



Zadanie 8. Oblicz iloczyn Cauchy'ego szeregów
∑∞

n=0 q
n i
∑∞

n=0 q
n.

Zadanie 9. Oblicz sum¦
∑∞

n=0 nq
n dla |q| < 1.

Zadania domowe na 20 grudnia:

Dom 4. Korzystaj¡c z kryterium Raabe'go zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

p(p+ 1)(p+ 2) · . . . · (p+ n)

q(q + 1)(q + 2) · . . . · (q + n)

w zale»no±ci od liczb dodatnich p i q.

Dom 5. Wyka», »e iloczynem Cauchy'ego szeregów
∑∞

n=0 q
n i

∑∞
n=0 r

n jest szereg∑∞
n=1

qn−rn
q−r .


