AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 5: Zbieznosé szeregéw o wyrazach dowolnych

(6 grudnia 2019)

Od tej pory bedziemy sie zagmowaé szeregami o wyrazach dowolnych, tj. niekoniecznie dodatnich. Tak
jak poprzednio szereg Y. an nazwiemy zbieinym, gdy zbieiny jest jego cigg sum czeSciowych S, =
a1 +az + ...+ an. Méwimy, Ze szereg Y, an jest zbieiny bezwzglednie gdy zbieiny jest szereg wartosci
bezwzglednych Y-, |an|. Zbieinosé bezwzgledna implikuje zbieinosé w zwyktym senie, ale sq przyktady
szeregow zbieznych, ktore nie sq zbiezne bezwzglednie. Mowimy wéwczas o zbieznosci warunkowe;j.
Wyrazy szeregu zbieznego bezwzglednie mozemy swobodnie przestawiaé bez zmiany sumy. Nie nalezy
tego robié przy szeregu zbieznym warunkowo — przestawiajgc odpowiednio jego wyrazy mozemy otrzymaé
dowolng (skoticzong bgdz nieskoriczong) sume.

Podstawowym twierdzeniem, ktérego bedziemy uzywaé bedzie

Twierdzenie (Abela). Rozwazmy ciggi (an) oraz (bn), przez An := > ;_, ar oznaczmy cigg sum cze-
Sciowych ciggu (an) wowczas jesli

o (Cigg A, jest ograniczony oraz
o Szereg Y (bny1 — bn) jest zbieiny bezwzglednie
to szereg Y (an - bn) jest zbiezny.

W praktyce zazwyczaj stosuje sie nastepujgce wnioski z tw. Abela:

Twierdzenie (kryterium Abela). Jesli szereg > an jest zbiezny, a cigg bn, monotoniczny i ograniczony,
to szereg y_ (an - bn) jest zbiezny.

Twierdzenie (kryterium Dirchleta). Jesli cigg sum czesciowych An = Y | _, ar jest ograniczony, a
cigg (bn) monotonicznie zbiezny do 0, to szereg > (an - bn) jest zbieiny.

Twierdzenie (kryterium Liebniza). Niech (bn) bedzie ciggiem nierosngcym zbieznym do 0. Wiwczas
szereg >, (—1)"an jest zbieiny.
Szereg powyzszej postact nazywamy szeregiem naprzemiennym.

Zadanie 1. Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu
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Zadanie 2. Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu
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Zadania domowe na 10 grudnia:

Dom 1. Zbadaj zbieznosé bezwzgledna i warunkowsa, szeregu
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Dom 2. Zbadaj zbieznosé¢ bezwzgledna i warunkowsa szeregu

Dom 3. Zbadaj zbieznos¢ szeregu
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7 poprzedniej pracy domowej z poprawionymi noawiasami.

(10 grudnia 2019)

Zadanie 3. Zbadaj zbieznosé¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu

Twierdzenie (o nawiasowaniu). Niech an bedzie ciggiem zbieznym do 0. Rozwazmy dowolny rosngcy
ciqg liczb naturalnych l,, (ten cigg bedzie mowil jak rozstawiamy nawiasy) (przyjmigmy dodatkowo lo = 0)
1 zdefintujmy An = ai,, 41+ ai,,_y42 + ...+ a,. Jesli ciag lni1 — 1, jest ograniczony (nawiasy sq
ograniczonej szerokosci), to szeregi Y an oraz Y, An sq albo réwnoczesnie zbiezne, albo rozbiezne (i majg
te samg sume).

Innymi stowy jezeli cigg an spetnia warunek konieczny zbieznosci © pogrupujemy wyrazy szeregu w nie za
duze paczki to zbieznosé/rozbieznosé sie nie zmient.

Uwaga 1. Niezaleznie od tego jak rozstawiamy nawiasy (bez dodatkowych zalozen o ciagu l,) jezeli
> A, jest rozbiezny to rozbiezny bedzie takze > a,. Jest to jasne, bo ciagg sum czeSciowych szeregu
> A, to podciag ciagu sum czeSciowych szeregu »_ an.

Uwaga 2. Przyklad, ze w twierdzeniu o nawiasowaniu zalozenie o tym, ze nawiasy sa skonczonej dtugosci
jest konieczne:

R I T L B S R S I
Rozstawiajac nawiasy kolejno dlugosci 2, 4, 8, itd. dostaniemy szereg zbiezny > 0. Tymczasem w
wyjsciowym szeregu wystepuja sekwencje 5 + 3¢ + ... + 55 = 1, a wiec nie jest spetniony warunek
Cauchy’ego.

Zadanie 4. Zbadaj zbieznosé bezwzgledna i warunkowsa szeregu
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Twierdzenie (Kryterium Raabe’go). Niech Y ay bedzie szeregiem o wyrazach dodatnich. Zalézmy, ze

An

d.d.d. n i pewnej stalej p > 1 zachodzq nierdwnosci n | - "

- 1) > p > 1. Wowczas szereg > an jest

An
An+41

zbiezny. Jezeli d.d.d. n zachodzg nieréuwnosci n ( — 1) <1 to szereg > an jest rozbiezny.



Idea dowodu przypomina dowod kryterium D’Alemberta — wykorzystujac odpowiednia nieré6wnosé wy-
nikajaca z warunku granicznego jesteSmy w stanie oszacowa¢ badany szereg przez inny szereg o znanej
zbieznogci.

Zadanie 5. Korzystajac z kryterium Raabe’go zbadaj zbiezno$¢ szeregu

o

1-2-3-...-n
Z(1+p)(2+p)-----(n+p)'

n=0

w zaleznosci od parametru p € R,..

(17 grudnia 2019)

Zadanie 6. Zbadaj zbieznosé bezwzgledna i warunkowsa szeregu
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Zadanie 7. Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu
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Uwaga: po scaleniu wyrazéw tego samego znaku dostajemy szereq maprzemienny Zk(—l)kbk, ktdrego

sumy czeSciowe to sumy postact Sy2_; wyjSciowego szerequ. ZbieznoSci Zk(—l)kbk dowodzimy z Tw.
Abela: sumy czesciowe Y, (—1)* sq ograniczone, a 3", |bx — bry1| jest zbiezny. Nastepnie dowodzimy,
ze Sp € [S|nj2—1,S(|nj+1)2-1], @ wicc Sy jest ograniczony z gory i z dotu przez dwa podciqgi zbieinego

ciqgu Sp2_1.

Mnozenie szeregow.

Definicja. Iloczynem Cauchy’ego szeregbw > oo an 1 > oo bn nazywamy szereg Y --  cn, ktorego
n-tym wyrazem jest
cn = aobp + a1bp—1 + a2bp—2+ ...+ anbo .

(Tzn. na c, sktadaja sie wszystkie iloczyny a;b; sumarycznego indeksu i +j = n. )

Twierdzenie (Mertens’a). Jesli szeregi > " an i Y oo bn Sq zbieine, przy czym co najmniej jeden z
nich bezwzglednie, to zbiezny jest ich iloczyn Cauchy’ego > > cn i ponadto

e (5] (5)

oo

Ponadto jesli oba szeregi sq zbieine bezwzglednie, to Y >

cn tez jest zbiezny bezwzglednie.

Uwaga 3. lloczyn dwoch szeregéw warunkowo zbieznych nie musi byé¢ zbiezny, ale jesli jest zbiezny to
do iloczynu sum wyj$ciowych szeregow.



Zadanie 8. Oblicz iloczyn Cauchy’ego szeregow > 2 (¢ 1> .07 ;™.
Zadanie 9. Oblicz sume > > ;ng" dla |¢| < 1.

Zadania domowe na 20 grudnia:

Dom 4. Korzystajac z kryterium Raabe’go zbadaj zbieznos¢ szeregu
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w zaleznogci od liczb dodatnich p i q.

Dom 5. Wykaz, ze iloczynem Cauchy’ego szeregow > o2 q™ 1 > o7 (7" jest szereg
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