AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 4: Zbieznosé szeregéw o wyrazach dodatnich

(22 listopada 2019)
Zadanie 1. Niech a,b € R. Ciag (z,,) spelnia zaleznos¢ rekurencyjna

Tn+1 + Tp

r1=a, w2=0>0, Tpp2= 5

Wykaz, ze (x,,) spetnia warunek Cauchy’ego i oblicz jego granice.
Nie ma pracy domowej na 26 listopada

(26 listopada 2019)

Twierdzenie (Kryterium poréownawcze (wersja 1)). Zaldzmy ze ciggi o wyrazach nieujemnych (an) i
(bn) spetaniajq (dla dostatecznie duzych n) nieréwnosé a, < b,. Wowczas

(i) Jesli szereg > by jest zbieiny, to zbiezny jest réwniez szereg Y ar.

(ii) Jesli szereg > an jest rozbieiny to rozbieiny jest réwniez szereg Y by

Zadanie 2. Zbadaj zbieznosé szeregu

n=0

Zadanie 3. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

i <4+ 3((5—1)">".

n=0

Zadanie 4. Zbadaj zbieznosé szeregu

i n?4+n+5
n3+4n—3°

n=0

Twierdzenie (Kryterium powréwnawcze (wersja 2)). Dla szeregdw o wyrazach dodatnich > an @Y by,
Jjezeli lim, oo 3 = g > 0 to oba szeregi sq albo réwnoczesnie zbiezne, albo réwnoczesnie rozbieine.
n

W przypadku gdy lim, o ‘;—: = 0 wéwczas
(i) Jesli szereg > by jest zbiezny, to zbiezny jest réwniez szereq Y . an.

(ii) Jesli szereg > an jest rozbiezny to rozbieiny jest réwniez szereg » . bn.

Zadanie 5. Zbadaj zbieznosé szeregu

[e.e]

D (V2-1).

n=0



Zadanie 6. Zbadaj zbieznos¢ szeregu w zaleznosci od wartosci parametru

72@1 (1+n\1/ﬁ>>ﬁ.

Zadanie 7. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

nlOOl

—1,001"

Twierdzenie (Kryterium D’Alemberta (ilorazowe)). Niech Y an bedzie szeregiem o wyrazach dodatnich
spetniajgcym warunek lim, o az“ =g. Wowczas

o jezeli g < 1 to szereg > an jest zbiezny,

e jezeli g > 1 to szereg Y an jest rozbiezny.
Twierdzenie (Kryterium Cauchy’ego (pierwiastkowe)). Niech > a, bedzie szeregiem o wyrazach dodat-
nich spetniajgcym warunek lim, o ¥Yan, = g. Wowczas

o jezeli g < 1 to szereg > an, jest zbiezny,

o jezeli g > 1 to szereg > an jest rozbiezny.
Uwaga! Jesli ktos ma ktopoty z zapamietaniem dla jakiego g rozwazany cigg jest zbiezny, a dla jakiego
rozbiezny, niech sprawdzi co sie dzieje dla szeregu geometrycznego > q". (Nawiasem mowige kryterium

d’Alemberta i kryterium Cauchy’ego sprowadzajq sie de facto do kryterium prodwnawczego z szeregiem
geometrycznym.)

Zadania domowe na 29 listopada:
Dom 1. Zastosuj kryterium d’Alemberta i kryterium Cauchy’ego do ostatniego zadania.

Dom 2. Zbadaj zbieznosé szeregu

1
n=0 3 - n
Dom 3. Zbadaj zbieznos¢ szeregu
>
1
n=0 n(l + ﬁ)n
(29 listopada 2019)
Zadanie 8. Zbadaj zbieznosé¢ szeregbw
= (n!) 2 n!
S U o n
(2n nr
n=0 n=0



Zadanie 9. Zbadaj zbieznosé szeregoéw

N = /on4+1\"/*
a — b
(a) nz_:llolnn (®) 7;)(37”1)

o (ntl)™ s n
© Z( Zn) "> 102'0

n=0 n=0 ’

3

\/m n=1 n\Q/ﬁ
vVn+2—4/n
R

(¢ Y Viriovn N>
n=0

8

vn+1

Twierdzenie (o zageszczaniu). Niech (an) bedzie malejgcym ciggiem liczb dodatnich. Wowczas szereg
Do, @n jest zbiezny wtedy i tylko wiedy gdy zbiezny jest szereg Y 2"aon.

Korzystajac z kryterium zageszczajgcego tatwo zbadaé zbieznosé szeregow postaci y . nip, a takze ) m

Zadania domowe na 3 grudnia 2019:

Dom 4. Wykaz, ze jezeli limy, o0 azzl = g, to lim,,_so0 /a, = g. To zadanie dowodzi,

ze kryterium Cauchy’ego jest co najmniej tak silne jak kryterium D’Alemberta.

Dom 5. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

o0

>
2o (i)
w zaleznosci od paraemtru p € R.
Dom 6. Zbadaj zbieznosé szeregu
S-
n—+ 2"
n=1
Dom 7 (dodatkowe). Wykaz, ze
. vn! 1
lim — = —.
n—oo N (&

(3 grudnia 2019)

Zadanie 10. Zbadaj zbieznosé szeregu

[e.e]

1
Z n-In(n)-In(lnn)

n=0




Zadanie 11. Zbadaj zbieznosé szeregu w zaleznosci od parametru o

o0

Z n—l

n=1

Zadania domowe na 6 grudnia:

Dom 8. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

> (me)
n

n=1

korzystajac z kryterium zageszczajacego (uzasadnij, ze spelnione sg zlozenial).

Dom 9. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

- 1
Z nlondnn)”
n=2

Dom 10. Zbadaj zbiezno$¢ szeregu

00 on
Z In Inn”
n=2 n

Uzupetnienie — uogolnienie twierdzenia o zageszczaniu

Twierdzenie. Zaldimy, Ze
e f:[0,400) = [0,+00) jest funkcjg niemalejgca;
o (yx) jest rosngeym ciggiem liczb dodatnich, rozbieznym do +oo;

e isinieje stata dodatnia C € Ry, taka zZe dla kazdego k € N zachodzi nieréwnosé

Yk+1 — Yk <C.
Y — Yk—1

Wowczas szereg Y, f(n) jest zbieiny wtedy i tylko wtedy gdy zbiezny jest szereg >, (Yr+1 — Y ) f(yr)-

Uwaga 1. Kladac y, = 2* otrzymujemy standardowe kryterium zageszczeniowe (wtedy yr+1 — yu =
ok+L _ 9k — 9k) zag dla y, = £F, gdzie £ > 1, jego uogélnienie z ostatnich ¢wiczen — zauwazmy,
ze Ypi1 — Yo = T — €8 = (€ — 1), wiec zbieznosé szeregu >, (€5 — €F) f(£F) jest rownowazna
zbieznosci szeregu Y-, €7 - f(£9).

Uwaga 2. Latwo znalez¢ kontrprzyktad na warunek % < C. Wezmy f(z) = %, wowczas szereg
Yo fn)= Zn =5 jest 0czyw1sc1e zbiezny. Ciag yi skonstruujmy mdukcyjme Niech y1 = 1. Majac yx,
wybieramy yi11 tak aby @7 W — yk) = 1, tzn. yer = ye + (yx)?, wowezas 3o, (yesr — yi) f(yk) =
> 1 bedzie rozbiezny. Pozostawiamy jako ¢wicznie sprawdzenie, ze w omawianej sytuacji dodatkowe
zalozenie nie jest spelnione.



1 2 Yk e T Yk )O 1 2 Yk ..on Yk+1

Rysunek 1: Graficzna interpretacja dowodu

Dowdd twierdzenia. Na rysunku po lewej graficznie zaznaczyliSmy sume Y f(n) — suma pol przerywa-
nych prostokatow i sume > (yx+1 — yr)f(yx) — suma pol szarych prostokatow. Po prawej mamy sumy
>, f(n —1) — suma poél przerywanych prostokatéw i sume > (yx — yr—1)f(yx) — suma pol szarych
prostokatow.

Latwo zauwazy¢, ze zachodza nastepujace nier6wnosci (z doktadnoscia do, byé moze, kilku poczatkowych
wyrazow sumy)

Sy = Z(yk‘H — ) flyr) > Zf(n) oraz Sy = Z(yk —yr-1)f(yx) < Zf(” -1).

k k

Ponadto na mocy zatozenia S1 = >, (yx+1—yr)f(yr) < C->°, (Y —yr—1)f(yr) = C-S2. Podsumowujac
mamy:

FO+S1>fO0)+> fn)=> fln—-1)>S oraz S <C-S,.

Z powyzszych nieréwnosci widzimy, ze jesli Y- f(n) jest skonczona, to skoriczona jest tez S2, a stad
takze S1. Odwrotnie, jesli > f(n) jest nieskoriczona to nieskonczona jest tez S1 (i dodatkowo Sz). [

Zadania dodatkowe:

Zadanie 12. Podaj przyktad szeregu, dla ktorego Kryterium Cauchy’ego rozstrzyga o
zbieznosci (istnieje granica lim,, o, {/a, # 1), natomiast kryterium D’Alemberta takiej
odpowiedzi nie daje (granica lim, o, “2 nie istnieje).

Zadanie 13. Podaj przyktad szeregéw zbieznego i rozbieznego, dla ktoérych odpowiednia
granica z kryterium Cauchy’ego i kryterium D’Alemberta wynosi 1.

Zadanie 14. Zbadaj zbieznos¢ szeregéw w zaleznodci od parametru o
ol
— -
—\ n = n® (Inn)

Zadanie 15. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu
o

Yoo

= ninn(In(Inn))




