
AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 4: Zbie»no±¢ szeregów o wyrazach dodatnich

(22 listopada 2019)

Zadanie 1. Niech a, b ∈ R. Ci¡g (xn) speªnia zale»no±¢ rekurencyjn¡

x1 = a, x2 = b, xn+2 =
xn+1 + xn

2
.

Wyka», »e (xn) speªnia warunek Cauchy'ego i oblicz jego granic¦.

Nie ma pracy domowej na 26 listopada

(26 listopada 2019)

Twierdzenie (Kryterium porównawcze (wersja 1)). Zaªó»my »e ci¡gi o wyrazach nieujemnych (an) i
(bn) speªaniaj¡ (dla dostatecznie du»ych n) nierówno±¢ an ≤ bn. Wówczas

(i) Je±li szereg
∑
bn jest zbie»ny, to zbie»ny jest równie» szereg

∑
an.

(ii) Je±li szereg
∑
an jest rozbie»ny to rozbie»ny jest równie» szereg

∑
bn

Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

(
4 + (−1)n

6

)n
.

Zadanie 3. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

(
4 + 3(−1)n

6

)n
.

Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

n2 + n+ 5

n3 + 4n− 3
.

Twierdzenie (Kryterium powrównawcze (wersja 2)). Dla szeregów o wyrazach dodatnich
∑
an i

∑
bn,

je»eli limn→∞
an
bn

= g > 0 to oba szeregi s¡ albo równocze±nie zbie»ne, albo równocze±nie rozbie»ne.

W przypadku gdy limn→∞
an
bn

= 0 wówczas

(i) Je±li szereg
∑
bn jest zbie»ny, to zbie»ny jest równie» szereg

∑
an.

(ii) Je±li szereg
∑
an jest rozbie»ny to rozbie»ny jest równie» szereg

∑
bn.

Zadanie 5. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

(
n
√
2− 1).



Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu w zale»no±ci od warto±ci parametru β

∞∑
n=0

(
ln

(
1 +

1

n
√
n

))β
.

Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

n1001

1, 001n
.

Twierdzenie (Kryterium D'Alemberta (ilorazowe)). Niech
∑
an b¦dzie szeregiem o wyrazach dodatnich

speªniaj¡cym warunek limn→∞
an+1

an
= g. Wówczas

• je»eli g < 1 to szereg
∑
an jest zbie»ny,

• je»eli g > 1 to szereg
∑
an jest rozbie»ny.

Twierdzenie (Kryterium Cauchy'ego (pierwiastkowe)). Niech
∑
an b¦dzie szeregiem o wyrazach dodat-

nich speªniaj¡cym warunek limn→∞ n
√
an = g. Wówczas

• je»eli g < 1 to szereg
∑
an jest zbie»ny,

• je»eli g > 1 to szereg
∑
an jest rozbie»ny.

Uwaga! Je±li kto± ma kªopoty z zapami¦taniem dla jakiego g rozwa»any ci¡g jest zbie»ny, a dla jakiego
rozbie»ny, niech sprawdzi co si¦ dzieje dla szeregu geometrycznego

∑
n q

n. (Nawiasem mówi¡c kryterium
d'Alemberta i kryterium Cauchy'ego sprowadzaj¡ si¦ de facto do kryterium proównawczego z szeregiem
geometrycznym.)

Zadania domowe na 29 listopada:

Dom 1. Zastosuj kryterium d'Alemberta i kryterium Cauchy'ego do ostatniego zadania.

Dom 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

(
2 + 1

n

3− 1
n

)n
.

Dom 3. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

1

n(1 + 1
n)
n
.

(29 listopada 2019)

Zadanie 8. Zbadaj zbie»no±¢ szeregów

∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
oraz

∞∑
n=0

n!

nn
.



Zadanie 9. Zbadaj zbie»no±¢ szeregów

(a)
∞∑
n=1

n

10lnn
(b)

∞∑
n=0

(
2n+ 1

3n+ 1

)n/4
(c)

∞∑
n=0

(
n+1
n

)n
4n

(d)

∞∑
n=0

1000n

n!

(e)
∞∑
n=0

√
n+ 2−

√
n√

n+ 1
(f)

∞∑
n=1

1
n2√
n

(g)
∞∑
n=0

√
n+ 2−

√
n√

n+ 1
.

Twierdzenie (o zag¦szczaniu). Niech (an) b¦dzie malej¡cym ci¡giem liczb dodatnich. Wówczas szereg∑
n an jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy gdy zbie»ny jest szereg

∑
n 2na2n .

Korzystaj¡c z kryterium zag¦szczaj¡cego ªatwo zbada¢ zbie»no±¢ szeregów postaci
∑

n
1
np , a tak»e

∑
n

1
n·ln(n)p

.

Zadania domowe na 3 grudnia 2019:

Dom 4. Wyka», »e je»eli limn→∞
an+1

an
= g, to limn→∞ n

√
an = g. To zadanie dowodzi,

»e kryterium Cauchy'ego jest co najmniej tak silne jak kryterium D'Alemberta.

Dom 5. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

1

n · (ln(n))p
,

w zale»no±ci od paraemtru p ∈ R.
Dom 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(1− (−1)n)n 1

n+ 2n
.

Dom 7 (dodatkowe). Wyka», »e

lim
n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
.

(3 grudnia 2019)

Zadanie 10. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

1

n · ln(n) · ln(lnn)
.



Zadanie 11. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu w zale»no±ci od parametru α

∞∑
n=1

(
n
√
n− 1

)α
.

Zadania domowe na 6 grudnia:

Dom 8. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu

∑
n=1

(
lnn

n

)α
korzystaj¡c z kryterium zag¦szczaj¡cego (uzasadnij, »e speªnione s¡ zªo»enia!).

Dom 9. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=2

1

n10ln(lnn)
.

Dom 10. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=2

2n

lnnlnn
.

Uzupeªnienie � uogólnienie twierdzenia o zag¦szczaniu

Twierdzenie. Zaªó»my, »e

• f : [0,+∞)→ [0,+∞) jest funkcj¡ niemalej¡c¡;

• (yk) jest rosn¡cym ci¡giem liczb dodatnich, rozbie»nym do +∞;

• istnieje staªa dodatnia C ∈ R+, taka »e dla ka»dego k ∈ N zachodzi nierówno±¢

yk+1 − yk
yk − yk−1

≤ C .

Wówczas szereg
∑

n f(n) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy gdy zbie»ny jest szereg
∑

k(yk+1 − yk)f(yk).

Uwaga 1. Kªad¡c yk = 2k otrzymujemy standardowe kryterium zag¦szczeniowe (wtedy yk+1 − yk =
2k+1 − 2k = 2k), za± dla yk = ξk, gdzie ξ > 1, jego uogólnienie z ostatnich ¢wicze« � zauwa»my,
»e yk+1 − yk = ξk+1 − ξk = ξk(ξ − 1), wi¦c zbie»no±¢ szeregu

∑
k(ξ

k+1 − ξk)f(ξk) jest równowa»na
zbie»no±ci szeregu

∑
k ξ

k · f(ξk).

Uwaga 2. �atwo znale¹¢ kontrprzykªad na warunek
yk+1−yk
yk−yk−1

≤ C. We¹my f(x) = 1
x2 , wówczas szereg∑

n f(n) =
∑

n
1
n2 jest oczywi±cie zbie»ny. Ci¡g yk skonstruujmy indukcyjnie. Niech y1 = 1. Maj¡c yk,

wybieramy yk+1 tak aby 1
(yk)

2 (yk+1 − yk) = 1, tzn. yk+1 = yk + (yk)
2, wówczas

∑
k(yk+1 − yk)f(yk) =∑

k 1 b¦dzie rozbie»ny. Pozostawiamy jako ¢wicznie sprawdzenie, »e w omawianej sytuacji dodatkowe
zaªo»enie nie jest speªnione.



1 2 . . . nyk yk+1

f(x)

0 1 2 . . . nyk yk+1

f(x)

Rysunek 1: Gra�czna interpretacja dowodu

Dowód twierdzenia. Na rysunku po lewej gra�cznie zaznaczyli±my sum¦
∑

n f(n) � suma pól przerywa-
nych prostok¡tów i sum¦

∑
(yk+1 − yk)f(yk) � suma pól szarych prostok¡tów. Po prawej mamy sumy∑

n f(n − 1) � suma pól przerywanych prostok¡tów i sum¦
∑

(yk − yk−1)f(yk) � suma pól szarych
prostok¡tów.
�atwo zauwa»y¢, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci (z dokªadno±ci¡ do, by¢ mo»e, kilku pocz¡tkowych
wyrazów sumy)

S1 :=
∑
k

(yk+1 − yk)f(yk) ≥
∑
n

f(n) oraz S2 :=
∑
k

(yk − yk−1)f(yk) ≤
∑
n

f(n− 1) .

Ponadto na mocy zaªo»enia S1 =
∑

k(yk+1−yk)f(yk) ≤ C ·
∑

k(yk−yk−1)f(yk) = C ·S2. Podsumowuj¡c
mamy:

f(0) + S1 ≥ f(0) +
∑
n

f(n) =
∑
n

f(n− 1) ≥ S2 oraz S1 ≤ C · S2 .

Z powy»szych nierówno±ci widzimy, »e je±li
∑

n f(n) jest sko«czona, to sko«czona jest te» S2, a st¡d
tak»e S1. Odwrotnie, je±li

∑
n f(n) jest niesko«czona to niesko«czona jest te» S1 (i dodatkowo S2).

Zadania dodatkowe:

Zadanie 12. Podaj przykªad szeregu, dla którego Kryterium Cauchy'ego rozstrzyga o

zbie»no±ci (istnieje granica limn→∞ n
√
an 6= 1), natomiast kryterium D'Alemberta takiej

odpowiedzi nie daje (granica limn→∞
an+1

an
nie istnieje).

Zadanie 13. Podaj przykªad szeregów zbie»nego i rozbie»nego, dla których odpowiednia

granica z kryterium Cauchy'ego i kryterium D'Alemberta wynosi 1.

Zadanie 14. Zbadaj zbie»no±¢ szeregów w zale»no±ci od parametru α

∞∑
n=1

(
lnn

n

)α
,

∞∑
n=2

1

nα(lnn)
.

Zadanie 15. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=2

1

n lnn (ln(lnn))2
.


