
AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 3: Ci¡gi i ich granice

(22 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 1. Rozwa»y ci¡g (an)n∈N okre±lony nast¦puj¡co

a1 =
√
2, a2 =

√
2 +
√
2, a3 =

√
2 +

√
2 +
√
2, . . . .

Rozstrzygnij czy ci¡g ten jest a) rosn¡cy? b) ograniczony?

Zadanie 2. Ci¡g Fibonacciego zde�niowany jest rekurencyjnie F1 = F2 = 1 oraz

Fn+1 = Fn + Fn−1. Udowodnij, »e n-ty wyraz tego ci¡gu dany jest wzorem Bineta

Fn =
1√
5

(
1 +
√
5

2

)n
− 1√

5

(
1−
√
5

2

)n
.

Zadania domowe na 25 pa¹dziernika:

Dom 1. Czy ci¡g Fibonacci'ego jest a) monotoniczny? b) ograniczony?

Dom 2. Znajd¹ (zgadnij i udowodnij) wzór na n-ty wyraz ci¡gu speªniaj¡cego rekurencj¦

xx+2 = 4xn+1 − 4xn,

Je»eli: a) x0 = 0, x1 = 4; b) x0 = 1, x1 = 2.

(25 pa¹dziernika 2019)

Rozwi¡zywanie rekurencji liniowych (na przykªadzie ci¡gu Fibonacci'ego).
Zastanówmy si¦ jak mo»na by wymy±li¢ wzór na n-ty wyraz ci¡gu Fibonacci'ego? Pomysª polega na
szukaniu ci¡gów speªniaj¡cych rekurencj¦

(1) xn+2 = xn+1 + xn

w postaci xn = an dla pewnego a ∈ R. Taki ci¡g speªnia (1) wtedy i tylko wtedy gdy an+2 = an+1+an, co

prowadzi do a2 = a+ 1. St¡d ju» ªatwo dostaniemy dwa pierwiastki a = 1±
√
5

2
. Zauwa»my na koniec, »e

je±li ci¡gi (xn) oraz (yn) speªniaj¡ rekurencj¦ (1), to speªnia j¡ równie» ich dowolna kombinacja liniowa
postaci (λ ·xn+µ ·yn), gdzie λ, µ ∈ R. St¡d mamy ogóln¡ posta¢ ci¡gu speªniaj¡c¡ rekurencj¦ (1) postaci

xn = λ

(
1 +
√
5

2

)n
+ µ

(
1−
√
5

2

)n
.

Wspóªczynniki λ i µ dobieramy tak, aby speªnione byªy warunki pocz¡tkowe x1 = x2 = 1.
Uwaga! Analogicznie mo»emy rozwi¡zywa¢ wszystkie inne rekurencje liniowe. Z zastrze»eniem, »e gdy
pojawi si¦ pierwiastek wielokrotny pojawiaj¡ si¦ dodatkowe rozwi¡zania postaci xn = nan � zob. zadanie
domowe 2 a).

Zadanie 3. Oblicz granice nast¦puj¡cych ci¡gów

an =
1

n
, bn =

1

n2
, bn =

n

n3 + 3
, cn =

n2 + 5n+ 3

3n2 − 5n+ 8
.



Twierdzenie (Arytmetyczne wªasno±ci granic). Je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne odpowiednio do granic
a oraz b, to wówczas zbie»ne s¡ ci¡gi (an + bn), (an − bn), (an · bn). Ponadto, o ile b 6= 0, zbie»ny jest
ci¡g an

bn
; gdy b > 0 zbie»ny jest ci¡g (bann ), za± gdy a, b > 0, zbie»ny jest ci¡g (logan bn). Ponadto

lim
n→∞

an ± bn = a± b, lim
n→∞

an · bn = a · b, lim
n→∞

an
bn

=
a

b
, lim

n→∞
abnn = ab, lim

n→∞
logan bn = loga b .

Zadanie 4. Oblicz granice nast¦puj¡cych ci¡gów

an =
n
√
n2, bn = n

√
3n+ 1, cn =

n2
√
n2, dn =

n5

3n
.

Twierdzenie (O trzech ci¡gach). Je±li wyrazy ci¡gów (an), (bn) i (cn) speªniaj¡ dla ka»dego n ∈ N
zale»no±¢ an ≤ bn ≤ cn, oraz je±li ci¡gi (an) i (cn) s¡ zbie»ne do tej samej granicy g, wówczas ci¡g (bn)
jest równie» zbie»ny do granicy g.

Zadania domowe na 29 pa¹dziernika:

Dom 3. Oblicz granic¦ ci¡gu en =
√
n+ 1−

√
n

Dom 4. Oblicz granic¦ ci¡gu fn = n
√
1 + 23 + 33 + . . .+ n3.

Dom 5. Znajd¹ wzór na n-ty wyraz ci¡gu zadanego rekurencyjnie

an+2 = 3an+1 − 2an, a0 = 4, a1 = 7.

(29 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 5. Wyka», »e dla dowolnych liczb α > 0 i c > 1, ci¡g an = nα

cn zbiega do 0 przy

n→∞. (Pozostaªo nam do wykazania, »e dla |a| < 1 zachodzi limn→∞ a
n = 0.)

Zadanie 6. Oblicz granic¦

lim
n→∞

√
n+ 1−

√
n√

n+ 5−
√
n+ 3

.

Zadanie 7. Oblicz granic¦

lim
n→∞

( 3
√
n+ 5− 3

√
n+ 2)

3
√
n2.

Zadanie 8. Oblicz granic¦

lim
n→∞

( 3
√
n+ 5− 3

√
n+ 2)(

3
√

2n2 + 4n+ 5).

Zadanie 9. Oblicz granice ci¡gów an = (−1)n 1
n oraz bn = cos(n!)

n2 .

Stwierdzenie. Je±li (an) jest ci¡giem zbie»nym do 0, za± (bn) ci¡giem ograniczonym (tzn. je±li istnieje
takie M ∈ R, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi nierówno±¢ |bn| ≤ M), to ci¡g (an · bn) zbiega do 0 przy
n→∞.



Zadania domowe na 5 listopada:

Dom 6. Oblicz granic¦

lim
n→∞

√
n+
√
n−

√
n−
√
n.

Dom 7. Rozwa»my podzbiór A ⊂ R. Wyka», »e je±li c ∈ R jest ograniczeniem górnym

A, oraz istnieje ci¡g (an) elementów A zbie»ny do c, to c = supA.

(5 listopada 2019)

Zadanie 10. Oblicz granice ci¡gów an =
n2
√
n2, bn = n

√
3n + n3.

Twierdzenie (O ci¡gu monotonicznym i ograniczonym). Ci¡g monotoniczny i ograniczony jest zbie»ny.

Zadanie 11. Wyka», »e ci¡g sn = 1 + 1
22

+ 1
32

+ . . .+ 1
n2 jest zbie»ny.

Obliczenie granicy jest bardzo trudne

Zadanie 12. Ci¡g (an) jest okre±lony rekurencyjnie: a1 =
√
3, an+1 =

√
2 + an. Wyka»,

»e (an) jest zbie»ny i oblicz jego granic¦.

Zadanie 13. Oblicz nast¦puj¡ce granice

(a) lim
n→∞

(
1 +

1

4n

)n
,

(b) lim
n→∞

(
1 +

5

n

)2n+3

.

Zadanie 14. Wyka», »e je±li ci¡g xn jest rozbie»ny do +∞ przy n→ +∞ to

lim
n→+∞

(
1 +

1

xn

)xn
= e . Ogólniej dla dowolnego a ∈ R lim

n→+∞

(
1 +

a

xn

)xn
= ea .

Zadanie 15. Oblicz granice:

(a) lim
n→∞

(
1.001 +

5

n

)2n+3

,

(b) lim
n→∞

(
1− 1

n2

)n
,

(c) lim
n→∞

(
3n− 1

3n+ 1

)n+4

.

Zadania domowe na 8 listopada:

Dom 8. Czy ci¡g an = 1 + 1
2 + 1

3 + . . .+ 1
n jest zbie»ny?



Dom 9. Oblicz granic¦

lim
n→∞

(
n2 + 3

n2 + 1

)2n2+5

.

Zadania pisemne na 12 listopada:

Dom 10. Ci¡g an okre±lony jest rekurencyjnie

a1 = 1, an+1 = −
1

2
a2n + 2an.

Wyka», »e jest to ci¡g zbie»ny i oblicz jego granic¦.

Dom 11. Znajd¹ wzór na n- ty wyraz ci¡gu Xn zadanego rekurencyjnie

Xn+2 = Xn+1 +Xn + 1, X1 = X2 = 1.

(8 listopada 2019)

Zadanie 16. Oblicz granice:

(a) lim
n→∞

(
1 +

(−1)n

n

)(−1)nn
,

(b) lim
n→∞

(
n+
√
n

n−
√
n

)√2n+1

.

Zadanie 17. Wyka», »e ci¡g fn = 1
2 + 2

22
+ 3

23
+ . . . + n

2n jest zbie»ny. Dla ch¦tnych:

obliczy¢ jego granic¦.

Zadanie 18. Udowodnij, »e dla ka»dego x > −1 prawdziwe jest oszacowanie

x

1 + x
≤ ln(1 + x) ≤ x .

Zadanie 19. Wyka», »e je±li ci¡g xn zbiega do 0 to

lim
n→∞

ln(1 + xn)

xn
= 1 .

Zadania domowe na 12 listopada:

Dom 12. Wyka», »e je±li ci¡g xn rozbiega do +∞ to

lim
n→+∞

exn

xn
= +∞ .

Dom 13. Oblicz granic¦ ci¡gu fn = 1
2 + 2

22
+ 3

23
+ . . .+ n

2n .

(12 listopada 2019)



Zadanie 20. Oblicz granice

lim
n→∞

lnn

n
lim
n→∞

lnn3

n
, lim

n→∞

lnn√
n
.

Zadanie 21. Oblicz granic¦

lim
n→∞

ln(n3 + 2n)√
n

.

Twierdzenie (Stolza). Niech (yn) b¦dzie ci¡giem ±ci±le monotonicznym (od pewnego miejsca). Zaªó»my
ponadto, »e zachodzi jeden z warunków:

a) limn→∞ yn = ±∞
b) limn→∞ xn = limn→∞ yn = 0.

Wówczas je±li ci¡g
(
xn+1−xn
yn+1−yn

)
jest zbie»ny, to zbie»ny jest te» ci¡g

(
xn
yn

)
oraz

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Zadania domowe na 15 listopada:

Dom 14. Wyka», »e dla dowolnej liczby α ∈ R i dowolnej liczby β > 0 zachodzi

lim
n→∞

lnnα

nβ
= 0.

Innymi sªowy logarytm ro±nie wolniej ni» n w dowolnej pot¦dze dodatniej.

Dom 15. Wyka», »e je±li ci¡g xn zbiega do 0 to

lim
n→∞

exn − 1

xn
= 1 .

Wskazówka: Wykorzystaj wiedz¦ o zachowaniu si¦ logarytmu w okolicy 1.

(15 listopada 2019)

Zadanie 22. Oblicz granic¦

lim
n→∞

12 + 22 + 33 + . . .+ n2

n3
.

Zadanie 23. Oblicz granic¦

lim
n→+∞

1
1 + 1

2 + 1
3 + . . .+ 1

n

lnn
.

Zadanie 24. Ci¡g an jest zbie»ny do granicy g. Wyka», »e ci¡g ±rednich arytmetycznych

tego ci¡gu sn := (a1 + a2 + . . .+ an)
1
n jest tak»e zbie»ny do g.

Zadanie 25. Ci¡g an > 0 jest zbie»ny do granicy g > 0. Wyka», »e ci¡g ±rednich

geometrycznych tego ci¡gu sn := n
√
a1 · a2 · . . . · an jest tak»e zbie»ny do g.



Zadanie 26. Oblicz granic¦

lim
n→∞

ln(n3 + 5n+ 1)

ln(n2 + 6n+ 5)
.

Zadania domowe na 19 listopada:

Dom 16. Oblicz granic¦

lim
n→∞

1! + 3! + 5! + . . .+ (2n− 1)!

2! + 4! + . . .+ (2n)!
.

Dom 17. Oblicz granic¦

lim
n→∞

ln
(
1 ·
√
2 · 3
√
3 · . . . · n

√
n
)

ln(n)2
.

Dom 18. Oblicz granic¦

lim
n→∞

n
√
2− 1
1
n

.

(19 listopada 2019)

Twierdzenie (Bolzano-Weierstrassa). Z ka»dego ci¡gu ograniczonego (an) da si¦ wybra¢ podci¡g zbie»ny.

Wniosek. Z ka»dego ci¡gu da si¦ wybra¢ podci¡g zbie»ny (by¢ mo»e do granicy niewªa±ciwej).

De�nicja. Dla danego ci¡gu (an) przez ω(an) oznaczmy zbiór wszystkich punktów skupienia tego ci¡gu
(inaczej zbiór wszystkich granic cz¦±ciowych ci¡gu), a wi¦c zbiór granic wszystkich zbie»nych podci¡gów
ci¡gu (an).
Granic¡ górn¡ (odpowiednio doln¡) ci¡gu (an) nazywamy liczb¦

lim sup
n→+∞

an := supω(an) (odpowiednio lim inf
n→+∞

an := inf ω(an)).

Innymi sªowy granica górna (odp. dolna) to najmniejsze ograniczenie górne (odp. najwi¦ksze ograniczenie

dolne) zbioru wszystkich granic cz¦±ciowych danego ci¡gu.

Zadanie 27. Wyznacz zbiory punktów skupienia nast¦puj¡cych ci¡gów

an = (−1)n , bn = sin
(nπ

3

)
· ln(2

n + 2)

ln(3n + 2)
.

Zadanie 28. Wyka», »e w de�nicji granicy górnej (odp. dolnej) supremum (odp. in�-

mum) mo»emy zast¡pi¢ przez maksimum (odp. minimum)

Rozwi¡zanie: Rozwa»my ci¡g (an) i przez ω(an) oznaczmy zbiór jego granic cz¦±ciowych Chcemy pokaza¢,
»e supω(an) = maxω(an), czyli »e zbiór ω(an) ma element maksymalny.
Oznaczmy przez g := supω(an). Z de�nicji kresu górnego dla ka»dego ε > 0 istnieje element w ∈ ω(an)
taki, »e w > g− ε. Innymi sªowy, istnieje pewien podci¡g (ank ) ci¡gu (an) zbie»ny do granicy w > g− ε.
Poniewa» wyrazy tego podci¡gu mog¡ by¢ dowolnie bliskie granicy w, znajdziemy w±ród nich element (o
dowolnie du»ym indeksie) wi¦kszy ni» w − ε > g − 2ε.



Teraz ju» ªatwo skonstruujemy podci¡g ci¡gu (an) zbie»ny do g, a wi¦c poka»emy, »e supω(an) = g ∈
ω(an). Konstrukcja b¦dzie indukcyjna: an1 wybieramy dowolnie, a w (k + 1)-szym kroku wybieramy
z ci¡gu (an) element ank+1 o nast¦puj¡cych wªasno±ciach: indeks nk+1 jest wi¦kszy ni» poprzedzaj¡cy
indeks nk, oraz ank+1 > g − 2

k
. Na mocy poprzednich rozwa»a« taki wybór jest mo»liwy. Na mocy

wniosku z tw. Bolzano-Weierstrassa z ci¡gu ank mo»emy wybra¢ podci¡g zbie»ny do granicy h (by¢ mo»e
niewªa±ciwej). Z nierówno±ci ank+1 > g − 2

k
wynika, »e h ≥ g. Poniewa» h ∈ ω(an) (jako granica

pewnego podci¡gu), za± g byªo kresem górnym, musi zachodzi¢ h = g.

Uwaga! Powy»sze rozumowanie do±¢ ªatwo rozszerzy¢ na przypadek gdy lim supn→+∞ an = +∞.

Zadanie 29. Wyka», »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

(1) lim supn→+∞ an = g

(2) (a) dla dowolnie wybranego ε > 0 prawie wszystkie wyrazy ci¡gu (an) s¡ mniejsze

ni» g + ε

(b) istnieje podci¡g (ank) ci¡gu (an) zbie»ny do g.

Rozwi¡zanie: �(1) ⇒ (2)�. (2)(b) wynika z (1) na mocy poprzedniego zadania. Poka»emy teraz, »e
zaprzeczenie (2)(a) poci¡ga za sob¡ zaprzeczenie (1). Istotnie, je±li (2)(a) nie zachodzi, to dla pewnego
ε > 0 w ci¡gu an istnieje niesko«czenie wiele wyrazów wi¦kszych ni» g + ε. Na mocy wniosku z tw.
Bolzano-Weierstrassa tych wyrazów mo»emy wybra¢ podci¡g zbie»ny do granicy h (by¢ mo»e niewªa±ci-
wej), poniewa» wszystkie wyrazy tego podci¡gu byªy wi¦ksze ni» g+ε, na mocy twierdzenia o porównywaniu
mamy h ≥ g+ε. A zatem h jest elementem zbioru ω(an) wi¦kszym ni» g, wi¦c g nie mogªo by¢ supremum
tego zbioru.

�(2)⇒ (1)�. Niech (ank ) b¦dzie podci¡giem ci¡gu (an) zbie»nym do granicy h. Na mocy warunku (2)(a),

dla dowolnego ε > 0 prawie wszystkie wyrazy podci¡gu (ank ) s¡ mniejsze ni» g+ε, zatem równie» granica

speªnia h ≤ g + ε. Z dowolno±ci ε wnioskujemy, »e h ≤ g, a wi¦c g jest ograniczeniem górnym zbioru

granic cz¦±ciowych ω(an). Z kolei z (2)(b) wynika, »e w istocie g = maxω(an).

Zadanie 30. Niech (xn) i (yn) b¦d¡ dowolnymi ci¡gami. Wyka», »e

lim sup
n→+∞

(xn + yn) ≤ lim sup
n→+∞

xn + lim sup
n→+∞

yn .

w poprzedniej wersji nierówno±¢ byªa odwrócona!

Wyka», »e równo±¢ nie musi zachodzi¢.

Rozwi¡zanie: Z naszych wcze±niejszych rozwa»a« wynika, »e lim supn→∞ an ≤ g wtedy i tylko wtedy gdy
dla ka»dego ε > 0 prawie wszystkie wyrazy ci¡gu an s¡ mniejsze ni» g + ε.
Teraz ju» ªatwo pokaza¢ tez¦. Oznaczmy a := lim supn→+∞ xn oraz b := lim supn→+∞ yn. Ustalmy
dowolne ε > 0. Wiemy, »e prawie wszystkie wyrazy ci¡gu (xn) s¡ mniejsze ni» a + ε/2 oraz »e prawie
wszystkie wyrazy ci¡gu (yn) s¡ mniejsze ni» b + ε/2. St¡d wynika, »e prawie wszystkie wyrazy ci¡gu
(xn + yn) s¡ mniejsze ni» a+ b+ ε, a zatem

lim sup
n→+∞

(xn + yn) ≤ a+ b = lim sup
n→+∞

xn + lim sup
n→+∞

yn .

.

�atwo znale¹¢ kontrprzykªad na równo±¢ w powy»szej nierówno±ci, np. xn = (−1)n i yn = (−1)n+1.

Wówczas granice górne obu ci¡gów wynosz¡ 1, za± xn + yn = 0.

Zadanie domowe na 22 listopada:

Dom 19. Oblicz granic¦

lim
n→∞

n
√
n− 1
1
n

.


