AM 1.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 3: Ciagi i ich granice

(22 pazdziernika 2019)

Zadanie 1. Rozwazy ciag (an)nen okreslony nastepujaco

alz\/i, agz\/2+\/§, CL3=\/2—|—\/2—|—\/§,....

Rozstrzygnij czy ciag ten jest a) rosnacy? b) ograniczony?
Zadanie 2. Ciag Fibonacciego zdefiniowany jest rekurencyjnie F; = F, = 1 oraz
Fhi1 = F, + F,—1. Udowodnij, ze n-ty wyraz tego ciagu dany jest wzorem Bineta

1 (1+v5)\ 1 (1-+5

Fp=—
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Zadania domowe na 25 pazdziernika:
Dom 1. Czy ciag Fibonacci’ego jest a) monotoniczny? b) ograniczony?

Dom 2. Znajdz (zgadnij i udowodnij) wzor na n-ty wyraz ciagu spelniajacego rekurencje
Tpt2 = 4T — 4oy,

Jezeli: a) 29 =0, 21 =4;b) 29 =1, 1 = 2.

(25 pazdziernika 2019)

Rozwigzywanie rekurencyi liniowych (na przyktadzie ciggu Fibonacci’ego).
Zastandwmy sie jak mozna by wymysliéc wzdr na n-ty wyraz ciggu Fibonacci’ego? Pomyst polega na
szukaniu ciggdw spetniajgcych rekurencje

(1) Tn4+2 = Tn+1 + Xn

w postaci xn, = a™ dla pewnego a € R. Taki cigg spetnia wtedy i tylko wtedy gdy a2 = a1 +a", co
prowadzi do a® = a + 1. Stqd juz tatwo dostaniemy dwa pierwiastki a = %\/g Zauwazmy na koniec, ze
jesli ciggi (zrn) oraz (yn) spetniajq rekurencje , to spetnia jg rowniez ich dowolna kombinacja lintowa
postact (A zp +p-yn), gdzie A\, u € R. Stad mamy 0gdlng postaé ciggu spetniajgcq rekurencje postaci

o (M55 (55

2 2

Wspotczynniki X i o dobieramy tak, aby spetnione byty warunk: poczgtkowe x1 = z2 = 1.

Uwaga! Analogicznie mozemy rozwigzywaé wszystkie inne rekurencje liniowe. Z zastrzezeniem, Ze gdy
pojawi sie pierwiastek wielokrotny pojawiajg sie dodatkowe rozwigzania postaci T, = na™ — zob. zadanie
domowe 2 a).

Zadanie 3. Oblicz granice nastepujacych ciaggow

1 1 n n?+5n+3

W= bn=og b= ramms = ae g



Twierdzenie (Arytmetyczne wlasnosci granic). Jesli ciggi (an) 1 (bn) sq zbiezne odpowiednio do granic
a oraz b, to wéwczas zbiezne sq ciqgi (an + by), (an — by), (an - by). Ponadto, o ile b # 0, zbiezny jest

cigg 1=; gdy b > 0 zbieziny jest cigg (by"), zas gdy a,b > 0, zbiezny jest cigg (log,, bn). Ponadto

. . . a a . b, b .
lim an, £b, =a =+, lim a, b, =a-b, lim i:,7 lim a,* =a’, lim log, b, =log,b.
n—oo n—oo n—oo bn n—oo n—oo n

Zadanie 4. Oblicz granice nastepujacych ciagow

5

n n2
ap = Vn?2 b,=V3n+1, c,= Vn2 dnzg—n.

Twierdzenie (O trzech ciagach). Jesli wyrazy ciagéw (an), (bn) i (cn) spetniaje dla kazdego n € N
zalezno$é a, < by, < cn, oraz jesli ciggi (an) 1 (cn) sq zbiezne do tej samej granicy g, wowczas cigg (bn)
jest rowniez zbiezny do granicy g.

Zadania domowe na 29 pazdziernika:
Dom 3. Oblicz granice ciagu e, = vVn+1—+/n
Dom 4. Oblicz granice ciagu f, = V1 +23 +33 4 ... + n3.

Dom 5. ZnajdZz wzér na n-ty wyraz ciggu zadanego rekurencyjnie

an+2 = 3any1 — 2an, ap=4, a3 =T.

(29 pazdziernika 2019)

Zadanie 5. Wykaz, ze dla dowolnych liczb a > 01 ¢ > 1, ciag a, = TCL—: zbiega do 0 przy
n — oo. (Pozostato nam do wykazania, ze dla |a| < 1 zachodzi lim,,_,~ a™ = 0.)
Zadanie 6. Oblicz granice

lim ntl-vn .

n—o0o \/n+5—+/n+3

Zadanie 7. Oblicz granice

(\3/n+5—€/n+2)\3/ﬁ.

lim
n—oo

Zadanie 8. Oblicz granice

lim (Vn+5— V/n+2)(v/2n2 +4n +5).
n—oo
Zadanie 9. Oblicz granice ciagow a, = (—1)"% oraz b, = %(in)

Stwierdzenie. Jesli (ay) jest ciggiem zbieznym do 0, za$ (by) ciggiem ograniczonym (tzn. jesli istnieje
takie M € R, Ze dla kazdego n € N zachodzi nierdwnosé |bn| < M), to cigg (an - bn) 2zbiega do 0 przy
n — oo.



Zadania domowe na 5 listopada:

Dom 6. Oblicz granice

lim \/n++vn—1\/n—n.

n—oo

Dom 7. Rozwazmy podzbior A C R. Wykaz, ze jedli ¢ € R jest ograniczeniem gérnym
A, oraz istnieje ciag (a,) elementéw A zbiezny do ¢, to ¢ = sup A.

(6 listopada 2019)
Zadanie 10. Oblicz granice ciagow a, = " n2, b, = V3" + n3.

Twierdzenie (O ciagu monotonicznym i ograniczonym). Cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Zadanie 11. Wykaz, ze ciag s, = 1+ 2% + 3% +...+ # jest zbiezny.
Obliczenie granicy jest bardzo trudne

Zadanie 12. Ciag (a,) jest okreglony rekurencyjnie: a; = /3, any1 = 2 + an. Wykaz,
ze (ayn) jest zbiezny i oblicz jego granice.

Zadanie 13. Oblicz nastepujace granice

1 n
(o) Jim (”471) !

5 2n+3
(b) lim (1 + > .
n

n—00

Zadanie 14. Wykaz, ze jedli ciag x, jest rozbiezny do +oo przy n — +0o to
1 Tn Qa Tn

lim (1 + ) —¢. Ogolniej dla dowolnego a € R lim (1 + —) _—
x" xn

n—-+0o n—-+o0o

Zadanie 15. Oblicz granice:

5 2n+3
(@) lim (1.001 + ) :
n—00 n
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Zadania domowe na 8 listopada:

Dom 8. Czy ciag a, =1+ % + % + ...+ % jest zbiezny?



Dom 9. Oblicz granice
2
. ng +3 2n“+5
lim ( —— .
n—oo \ n2 +1
Zadania pisemne na 12 listopada:

Dom 10. Ciag a,, okreslony jest rekurencyjnie

1,
a1 =1, apy1 = _ia” + 2ay,.

Wykaz, ze jest to ciag zbiezny i oblicz jego granice.

Dom 11. ZnajdZ wzér na n- ty wyraz ciagu X,, zadanego rekurencyjnie

Xnt2=Xp1+Xn+1, X1 =Xo=1

(8 listopada 2019)
Zadanie 16. Oblicz granice:

(@) lim (14

n—00 n

(b) lim <”+\/ﬁ>m :

n—0o0

Zadanie 17. Wykaz, ze ciag f, = % + 2% + 2% + ...+ g jest zbiezny. Dla chetnych:
obliczy¢ jego granice.
Zadanie 18. Udowodnij, ze dla kazdego x > —1 prawdziwe jest oszacowanie

T
1+zx

<In(l4+z)<zx.

Zadanie 19. Wykaz, ze jedli ciag x,, zbiega do 0 to

lim In(1+ )

n—00 Ty

=1.

Zadania domowe na 12 listopada:

Dom 12. Wykaz, ze jesli ciag x,, rozbiega do +00 to

Dom 13. Oblicz granice ciagu f, = 5 + 2% + 2% +.t gm

(12 listopada 2019)



Zadanie 20. Oblicz granice

. Inn ~ Inn3 . Inn
lim — lim ——, im —.
n—oo n n—oo n n—o00 \/ﬁ

Zadanie 21. Oblicz granice
. In(n® +2n)
lim ——— .

n—o00 \/'71

Twierdzenie (Stolza). Niech (y.) bedzie ciggiemn $cisle monotonicznym (od pewnego miejsca). Zalézmy
ponadto, zZe zachodzi jeden z warunkow:

b) limp o0 Zn = liMpn oo yn = 0.

Tn+1—Tn
Yn+1—"Yn

) jest zbiezny, to zbiezny jest tez ciqg (f—") oraz

Yn

Wowczas jesli cigg (

. Tn . Tn+1l — Tn
lim — = lim —— .
n— o0 yn n— oo yn+l — y'n

Zadania domowe na 15 listopada:

Dom 14. Wykaz, ze dla dowolnej liczby a € R i dowolnej liczby 8 > 0 zachodzi

1 [0
lim m; —0.
n—oo n

Innyma stowy logarytm ro$nie wolniej niz n w dowolnej potedze dodatniej.

Dom 15. Wykaz, ze jesli ciag x,, zbiega do 0 to

Il‘n_l
lim € =

n—oco  Xp

1.

Wskazowka: Wykorzystaj wiedze o zachowaniu sie logarytmu w okolicy 1.

(15 listopada 2019)
Zadanie 22. Oblicz granice

o 124224334 40
lim .

n—00 n3
Zadanie 23. Oblicz granice

1,1, 1 1
lim I+§+§+"'+5_
n——+oo Inn

Zadanie 24. Ciag a,, jest zbiezny do granicy g. Wykaz, ze ciag srednich arytmetycznych
tego ciagu s, := (a1 + a2+ ...+ an)% jest takze zbiezny do g.

Zadanie 25. Ciag a, > 0 jest zbiezny do granicy g > 0. Wykaz, ze ciag $rednich
geometrycznych tego ciagu s, := /aj -ag - ... ay jest takze zbiezny do g.



Zadanie 26. Oblicz granice

In(n® + 5n + 1)
11m .
n—oo In(n? 4+ 6n + 5)

Zadania domowe na 19 listopada:

Dom 16. Oblicz granice

I U4+314+56'+...+(2n—1)!
1m .
n—o0 20441+ .. 4 (2n)!

Dom 17. Oblicz granice

LWl VE B )

n—oo ln(n)Q

Dom 18. Oblicz granice
V21

lim ——— .

n—o0 -

(19 listopada 2019)

Twierdzenie (Bolzano-Weierstrassa). Z kazdego ciggu ograniczonego (an) da sie wybraé podcigg zbiezny.
Wniosek. Z kazdego ciagu da sie wybra¢ podciag zbiezny (by¢ moze do granicy niewlasciwej).
Definicja. Dla danego ciagu (an) przez w(an) oznaczmy zbior wszystkich punktéw skupienia tego ciagu
(inaczej zbior wszystkich granic czeSciowych ciagu), a wiec zbiér granic wszystkich zbieznych podciagow
ciagu (an).

Granicg gérng (odpowiednio dolng) ciagu (a») nazywamy liczbe

limsup a, :=supw(an) (odpowiednio liminfa, := infw(an,)).
n——+oo n—+oo
Innymi stowy granica gérna (odp. dolna) to najmniejsze ograniczenie gérne (odp. najwicksze ograniczenie

dolne) zbioru wszystkich granic czesciowych danego ciggu.

Zadanie 27. Wyznacz zbiory punktéw skupienia nastepujacych ciggow

. /nm\ In(2" + 2)
n — —-1)" 5 bn = o ) T 7on . oy
an = (=1) Sm( 3 ) In(3" + 2)

Zadanie 28. Wykaz, ze w definicji granicy gornej (odp. dolnej) supremum (odp. infi-
mum) mozemy zastapi¢ przez maksimum (odp. minimum)

Rozwiazanie: Rozwazmy ciqg (an) i przez w(an) oznaczmy zbidr jego granic czesciowych Cheemy pokazad,
Ze supw(an) = maxw(an), czyli zZe zbidr w(an) ma element maksymalny.

Oznaczmy przez g := supw(ayn). Z definicji kresu gérnego dla kazdego € > 0 istnieje element w € w(ay)
taki, ze w > g —e. Innymi stowy, istnieje pewien podcigg (an, ) ciggu (an) zbieiny do granicy w > g —e¢.
Poniewaz wyrazy tego podciggu mogq byé dowolnie bliskie granicy w, znajdziemy wsréd nich element (o
dowolnie duzym indeksie) wickszy niz w —e > g — 2¢.



Teraz juz tatwo skonstruujemy podcigg ciggu (an) zbiezny do g, a wiec pokazemy, zZe supw(an) = g €
w(an). Konstrukcja bedzie indukcyjna: an, wybieramy dowolnie, a w (k + 1)-szym kroku wybieramy
z ciggu (an) element an,,, o nastepujocych wtasnosciach: indeks ni1 jest wiekszy niz poprzedzajgcy
indeks ny, oraz an, ., > g — % Na mocy poprzednich rozwazar taki wybor jest mozliwy. Na mocy
wniosku z tw. Bolzano- Weierstrassa z ciggu an, mozemy wybraé podcigg zbiezny do granicy h (byé moze
niewtaSciwej). Z nieréwnosci an,,, > g — 2 wynika, ze h > g. Poniewaz h € w(an) (jako granica
pewnego podciggu), zas g bylto kresem gdrnym, musi zachodzié h = g. O
Uwaga! Powyzsze rozumowanie dosé tatwo rozszerzyé na przypadek gdy limsup,, ,, ., an = +00.

Zadanie 29. Wykaz, ze nastepujace warunki sa rOwnowazne
(1) Hmsup, o0 an = ¢

(2) (a) dla dowolnie wybranego € > 0 prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze
niz g + ¢
(b) istnieje podciag (an, ) ciagu (ay) zbiezny do g.

Rozwiazanie: ,(1) = (2)”. (2)(b) wynike z (1) na mocy poprzedniego zadania. PokazZemy teraz, ze
zaprzeczenie (2)(a) pocigga za sobg zaprzeczenie (1). Istotnie, jesli (2)(a) nie zachodzi, to dla pewnego
e > 0 w ciggu an istnieje nieskoriczenie wiele wyrazdw wiekszych niz g + . Na mocy wniosku z tw.
Bolzano- Weierstrassa tych wyrazéw mozemy wybraé podcigg zbiezny do granicy h (byé moze niewlasci-
wej), poniewaz wszystkie wyrazy tego podciggu byty wicksze niz g+, na mocy twierdzenia o poréwnywaniu
mamy h > g+e. A zatem h jest elementem zbioru w(an) wickszym niz g, wiec g nie mogto byé supremum
tego zbioru.

»(2) = (1)”. Niech (an, ) bedzie podciggiem ciggu (an) zbieznym do granicy h. Na mocy warunku (2)(a),
dla dowolnego € > 0 prawie wszystkie wyrazy podciqgu (an, ) s¢ mniejsze niz g+¢, zatem réwniez granica
spetnia h < g+ €. Z dowolnosci € wnioskujemy, ze h < g, a wiec g jest ograniczentem gornym zbioru
granic czesciowych w(an). Z kolei z (2)(b) wynika, ze w istocie g = maxw(an). O
Zadanie 30. Niech (z,,) 1 (yn) beda dowolnymi ciagami. Wykaz, ze

lim sup(zy, + y) < limsup z,, + limsupy,, .

n—-+00 n—-+00 n——+o0o
w poprzedniej wersji nierownosé byta odwrdécona!
Wrykaz, ze réwnos¢ nie musi zachodzié.
Rozwigzanie: Z naszych wczesniejszych rozwazan wynika, ze limsup,,_, . an < g wtedy 1 tylko wtedy gdy
dla kazdego € > 0 prawie wszystkie wyrazy ciggu a, s¢ mniejsze niz g + €.
Teraz juz tatwo pokazaé teze. Oznaczmy a := limsup, ,, ., Tn oraz b := limsup, ., yn- Ustalmy
dowolne ¢ > 0. Wiemy, ze prawie wszystkie wyrazy ciggu (z,) sq mniejsze niz a + £/2 oraz Ze prawie
wszystkie wyrazy ciggu (yn) sq mniejsze niz b + /2. Stad wynika, Ze prawie wszystkie wyrazy ciggu
(zn + yn) sq mniejsze niz a + b+ ¢, a zatem

limsup(zn + yn) < a+ b =limsupz, + limsupyn, .

n——+oo n—-+oo n—-+oo

Eatwo znalesé kontrprayktad na réwnosé w powyiszej nieréwnosci, np. x, = (=)™ iy, = (1)L

Wowczas granice gorne obu ciggow wynoszg 1, za$ Tn + yn = 0. O

Zadanie domowe na 22 listopada:
Dom 19. Oblicz granice

lim
n—oo

vn—1
vroo
n




