
AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 2: Zasada indukcji, podstawowe nierówno±ci

(11 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 1. Wyka», »e dla ka»dego n naturalnego

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Zadanie 2. Wyka», »e dla ka»dego n naturalnego

12 + 22 + 32 . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Zadania domowe na 15 pa¹dziernika

Dom 1. Wyka», »e dla ka»dego naturalnego n liczba n5 − n jest podzielna przez 5.

Dom 2. Wyka», »e dla ka»dego naturalnego n wi¦kszego ni» 2
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(15 pa¹dziernika)

Zadanie 3. Wyka», »e dla ka»dego n naturalnego
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n(n+ 1)
< 1.

Wskazówka: spróbuj wyrazi¢ lew¡ stron¦ explicite; sprytny sposób 1
n(n+1) =

1
n −

1
n−1 .

Zadanie 4. Wyka», »e dla ka»dych liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn speªniaj¡cych zale»no±¢

x1 · x2 · . . . · xn = 1 prawdziwa jest nierówno±¢

x1 + x2 + . . .+ xn ≥ n.

Kiedy zachodzi równo±¢?

Zadanie 5. Korzystaj¡c z wyników poprzedniego zadania udowodnij, »e dla ka»dych

liczb dodatnich a1, a2, . . . , an zachodzi nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geo-

metryczn¡
a1 + a2 + . . .+ an

n
≥ n
√
a1 · a2 · . . . · an.

Zadania domowe na 18 pa¹dziernika:

Dom 3. Udowodnij »e dla ka»dego n naturalnego zachodzi równo±¢

13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = (1 + 2 + 3 + . . .+ n)2 .



Dom 4. Udowodnij, »e dla ka»dych liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn zachodzi nierówno±¢

mi¦dzy ±redni¡ geometryczn¡ i harmoniczn¡

n
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x1x2 · . . . · xn ≥

(
1
x1

+ 1
x2

+ . . . 1
xn

n

)−1

.

(18 pa¹dziernika)

Zadanie 6. Udowodnij, »e dla ka»dego n naturalnego prawdziwa jest nierówno±¢

n! ≤
(
n+ 1

2

)n

.

Twierdzenie (Nierówno±¢ Bernouli'ego). Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡, za± x > −1 liczb¡ rzeczywist¡.

Wówczas zachodzi nierówno±¢

(1 + x)n ≥ 1 + n · x .

Pisemnie na 22 pa¹dziernika:

Dom 5. Wyka», »e dla ka»dego n ∈ N prawdziwa jest nierówno±¢
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To jest wersja poprawiona.

Dom 6. Udowodnij nierówno±¢ Weierstrassa, która jest uogólnieniem nierówno±ci Ber-

nouliego. Dla liczb a1, a2, . . . , an, które wszystkie s¡ tego samego znaku i z których ka»da

jest wi¦ksza od −1 zachodzi

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) ≥ 1 + a1 + a2 + . . .+ an.

(22 pa¹dziernika)

Zadanie 7. (trudniejsze) Wyznacz kresy zbioru

P =
{

n
√
n : n ∈ N \ {1}

}
.

Wskazówka: Spróbuj znale¹¢ oszacowanie postaci n
√
n ≤ (1 + x)2, spróbuj wykaza¢, »e

ci¡g an := n
√
n jest malej¡cy od pewnego miejsca.

Zadania dodatkowe:

Zadanie 8. Udowodnij, »e dla ka»dych liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn prawdziwa jest

nierówno±¢
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Zadanie 9. (trudniejsze) Wyznacz kresy zbioru
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Zadanie 10. (trudniejsze) Udowodnij, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi nierówno±¢
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