
AM I.1 2019/2020 (gr. 5)
Temat 1: Aksjomatyka liczb rzeczywistych, kresy zbiorów

(5 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 1. Które z aksjomatów ciaªa licz rzeczywistych R s¡ (nie) speªnione przez

zbiory: N = {1, 2, 3, . . .}; N ∪ {0} = {0, 1, 2, 3, . . .}, Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .},
Q = {pq | p, q ∈ Z, q 6= 0}.
Zadanie 2. Wyznacz kres górny zbioru

A = {x ∈ R | x2 − 7x+ 6 < 0}.

Zadanie 3. Wyznacz kres górny zbioru

B = {x2 + 6x+ 8 ∈ R | x ∈ (−2, 3)}.

Zadanie 4. Wyznacz kres górny zbioru

C =

{
n

n+ 1
| n ∈ N

}
.

Zadanie 5. Wyznacz kres górny zbioru

D =

{
−n
2n
| n ∈ N

}
.

Wskazówka: Wyka», »e dla n > 3 zachodzi nierówno±¢ n
2n ≤

1
n .

Zadania domowe na 8 pa¹dziernika

Dom 1. Doko«czy¢ ostatnie zadanie.

Dom 2. Korzystaj¡c z aksjomatów ciaªa liczb rzeczywistych R wyka», »e 1 > 0.

Dom 3. Maksimum zbioru A ⊂ R nazywamy element a =: maxA ∈ A taki, »e dla

ka»dego b ∈ A zachodz a ≥ b. Wyka» »e je±li podzbiór A ⊂ R posiada maksimum maxA,
to

supA = maxA.

(8 pa¹dziernika 2019)

Przy wyznaczaniu kresu górnego korzystali±my z nast¦puj¡cego faktu.

Lemat 1. Niech A ⊂ R b¦dzie dowolnym podzbiorem, za± c ∈ R pewnym ograniczeniem górnym zbioru
A. Równowa»ne s¡ nast¦puj¡ce stwierdzenia:

a) Element c jest najmniejszym ograniczeniem górnym A, tzn. je±li dla ka»dego a ∈ A zachodzi b ≥ a,
to b ≥ c.

b) Dla dowolnego ε > 0 istnieje element a ∈ A taki, »e a > c− ε.

De�nicja. Kresem dolnym (in�mum) zbioru A ⊂ R nazywamy najwi¦ksze z ogranicze« dolnych A.



Z aksjomatu ci¡gªo±ci wynika, »e je±li zbiór A ⊂ R jest ograniczony z doªu to ma kres dolny w R.

Zadanie 6. Czy zbiór N = {1, 2, 3, . . .} speªnia aksjomat ci¡gªo±ci?

Zadanie 7. Wyznacz kresy zbioru

E =

{
1

k
+

1

n
| k, n ∈ N

}
.

Zadanie 8. (pomocnicze) Wyznacz kresy zbioru

U =

{
1

n
| n ∈ N

}
.

De�nicja. Rozwa»my dwa podzbiory zbioru liczb rzeczywistych A i B. Sum¡ algebraiczn¡ zbiorów A i
B nazywamy zbiór zªo»ony z sum wszystkich par elementów ze zbiorów A i B

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Zadanie 9. Niech A,B ⊂ R b¦d¡ dowolnymi podzbiorami. Oznaczmy iloczyn algebra-

iczny zbiorów A i B nast¦puj¡co A · B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B}. Czy prawdziwe jest

stwierdzenie:

sup(A ·B) = supA · supB ?

Zadanie 10. Wyznacz kresy zbioru

F =

{
1

k
− 1

n
: k, n ∈ N

}
.

Zadanie 11. Wyznacz kresy zbioru

G =

{
nk

1 + n+ k
: n, k ∈ N

}
.

Zadania domowe na 11 pa¹dziernika:

Dom 4. Doko«czy¢ ostatnie zadanie.

Dom 5. Wyka», »e je±li A,B ⊂ R s¡ zbiorami niepustymi i ograniczonymi z góry to

suma algebraiczna tych zbiorów posiada kres górny, oraz

sup(A+B) = supA+ supB .

Pisemnie na 15 pa¹dziernika:

Dom 6. Wyznacz kresy zbioru

B =

{
(n+m)2

2nm
: n,m ∈ N

}
.

(11 pa¹dziernika 2019)

Zadanie 12. Wyka», »e liczba
√
3 +
√
2 jest niewymierna.

Zadania dodatkowe:

Zadanie 13. Udowodnij, »e dla dwóch podzbiorów ograniczonych A,B ⊂ R zachodzi

supA ∪B = max(supA, supB).


