Mecz matematyczny w piatek 13tego.

Przed Parnistwem lista kilku zadan zakresu catego przerobionego dotychczas materiatu. Niektdre sq troche
trudniejsze niz standardowe, inne mogq tylko wyglgdaé na trudne. Zadaniem kazdej z Druzyn jest rozwig-
zanie jok najwiekszej liczby zadan w czasie ¢wiczen. Rozwigzanie nalezy oddaé prowadzgcemu éwiczenia.

Bedg one punktowane w skali olimpijskiej 0-2-5-6. Zwyciezcy poza wiekopomng chwatg dostang nagrode.

Zadanie 1. (nier6wnosé¢ Czebyszewa) Rozwazmy dwa jednomonotoniczne ciagi liczb
rzeczywistych a1 > a2 > a3 > ... > a, oraz by > by > b3 > ... > b,. Wowczas
dla dowolnej permutacji o € S, (o to funkcja, ktora zamienia kolejnos¢ numerkow
w zbiorze {1,2,...,n}, S, to standardowe oznaczenie zbioru wszystkich permutacji n-
elementowych) prawdziwa jest nieréwnosc

albg(l) + agba(g) +...+ anbg(n) < a1by + agbs + ... anby,.

Zadanie 2. ($rednia arytmetyczno-geometryczna) Wybierzmy liczby dodatnie x >
y > 0, a nastepnie okre$lmy rekurencyjnie ciagi x,, i y, w nastepujacy sposéb. Ustalamy
wartosdci poczatkowe 1 = x oraz y; = y a kolejne wyrazy wyliczamy ze wzoréow

Tn + Yn
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Wykaz, 7e rozwazane ciagi oraz sa zbiezne i maja wspoélna granice limy, o0 T, = limy_y00 Yn-
Liczbe te nazywamy Srednig arytmetyczno-geometryczng liczb x i y.
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Zadanie 3. Oblicz granice
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Zadanie 4. Zapiszmy liczbe (v/2 4 1)" w postaci a,v/2 + by, gdzie a, i b, sg liczbami
catkowitymi. Oblicz granice lim,,_, Z—Z.
Zadanie 5. Zbadaj zbieznosé szeregu
oo
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Zadanie 6. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu w zaleznosci od wartosci parametréow p, ¢ € R
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Zadanie 7. Zbadaj zbieznosé¢ szeregu
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Zadanie 8. Ciag liczb nieujemnych a,, ma te wlasnos¢, ze szeregi > a, oraz »_Inn-a,
sa zbiezne. Rozstrzygnij czy zbiezny jest szereg
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Zadanie 9. (twierdzenie o trzech szeregach) Niech a,, b,, ¢, beda ciggami liczb
rzeczywistych (niekoniecznie dodatnich) spetniajacymi nieré6wnosé a, < b, < ¢, dla
prawie wszystkich n. Wykaz, ze jezeli zbiezne sa szeregi > a, 1 > ¢, to zbiezny jest
takze szereg > b,. Ponadto jesli oba szeregi sa zbiezne bezwzglednie to ) by, jest rowniez
zbiezny bezwzglednie.

Zadanie 10. Rozwazmy ciag liczb dodatnich a, 1 skonstruujmy z niego dwa ciagi
bp=(1+a1)(1+az2)-...-(1+ay) oraz ¢, = a1 +as+...+a,. Wykaz, ze b, jest zbiezny
wtedy i tylko wtedy gdy ¢, jest zbiezny. (Przez zbiezny rozumiemy ,zbiezny do granicy
skoniczonej”).

Zadanie 11. Niech a,, bedzie ciggiem liczb dodatnich. Wykaz, ze jesli szereg > oo ; (ay,)?
jest zbiezny to zbiezny jest takze szereg




