
Mecz matematyczny w pi¡tek 13tego.

Przed Pa«stwem lista kilku zada« zakresu caªego przerobionego dotychczas materiaªu. Niektóre s¡ troch¦

trudniejsze ni» standardowe, inne mog¡ tylko wygl¡da¢ na trudne. Zadaniem ka»dej z Dru»yn jest rozwi¡-

zanie jak najwi¦kszej liczby zada« w czasie ¢wicze«. Rozwi¡zanie nale»y odda¢ prowadz¡cemu ¢wiczenia.

B¦d¡ one punktowane w skali olimpijskiej 0-2-5-6. Zwyci¦zcy poza wiekopomn¡ chwaª¡ dostan¡ nagrod¦.

Zadanie 1. (nierówno±¢ Czebyszewa) Rozwa»my dwa jednomonotoniczne ci¡gi liczb

rzeczywistych a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . . ≥ an oraz b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ . . . ≥ bn. Wówczas

dla dowolnej permutacji σ ∈ Sn (σ to funkcja, która zamienia kolejno±¢ numerków

w zbiorze {1, 2, . . . , n}, Sn to standardowe oznaczenie zbioru wszystkich permutacji n-
elementowych) prawdziwa jest nierówno±¢

a1bσ(1) + a2bσ(2) + . . .+ anbσ(n) ≤ a1b1 + a2b2 + . . . anbn.

Zadanie 2. (±rednia arytmetyczno-geometryczna) Wybierzmy liczby dodatnie x >
y > 0, a nast¦pnie okre±lmy rekurencyjnie ci¡gi xn i yn w nast¦puj¡cy sposób. Ustalamy

warto±ci pocz¡tkowe x1 = x oraz y1 = y a kolejne wyrazy wyliczamy ze wzorów

xn+1 =
xn + yn

2
, yn+1 =

√
xn · yn.

Wyka», »e rozwa»ane ci¡gi oraz s¡ zbie»ne i maj¡ wspóln¡ granic¦ limn→∞ xn = limn→∞ yn.
Liczb¦ t¦ nazywamy ±redni¡ arytmetyczno-geometryczn¡ liczb x i y.

Zadanie 3. Oblicz granic¦
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Zadanie 4. Zapiszmy liczb¦ (
√
2 + 1)n w postaci an

√
2 + bn, gdzie an i bn s¡ liczbami

caªkowitymi. Oblicz granic¦ limn→∞
an
bn
.

Zadanie 5. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
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Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu w zale»no±ci od warto±ci parametrów p, q ∈ R
∞∑
n=0

p2 · (p+ 1)2 · (p+ 2)2 · . . . · (p+ n)2

q2 · (q + 1)2 · (q + 2)2 · . . . · (q + n)2
.

Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
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Zadanie 8. Ci¡g liczb nieujemnych an ma t¦ wªasno±¢, »e szeregi
∑
an oraz

∑
lnn · an

s¡ zbie»ne. Rozstrzygnij czy zbie»ny jest szereg

∞∑
n=1

an
ln lnn

[(lnn)an − 1] ?

Zadanie 9. (twierdzenie o trzech szeregach) Niech an, bn, cn b¦d¡ ci¡gami liczb

rzeczywistych (niekoniecznie dodatnich) speªniaj¡cymi nierówno±¢ an ≤ bn ≤ cn dla

prawie wszystkich n. Wyka», »e je»eli zbie»ne s¡ szeregi
∑
an i

∑
cn to zbie»ny jest

tak»e szereg
∑
bn. Ponadto je±li oba szeregi s¡ zbie»ne bezwzgl¦dnie to

∑
bn jest równie»

zbie»ny bezwzgl¦dnie.

Zadanie 10. Rozwa»my ci¡g liczb dodatnich an i skonstruujmy z niego dwa ci¡gi

bn = (1+a1)(1+a2) · . . . · (1+an) oraz cn = a1+a2+ . . .+an. Wyka», »e bn jest zbie»ny

wtedy i tylko wtedy gdy cn jest zbie»ny. (Przez zbie»ny rozumiemy �zbie»ny do granicy

sko«czonej�).

Zadanie 11. Niech an b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich. Wyka», »e je±li szereg
∑∞
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jest zbie»ny to zbie»ny jest tak»e szereg
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