Zadania gwiazdka (aktualizacja: 15 stycznia 2020)

Zadanie 1. (x/2) Udowodnij, ze dla kazdych liczb dodatnich z1,z2,...,z, zachodzi
nieréwnoéé¢ miedzy $rednia arytmetyczna i kwadratowa
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Zadanie 2. (x) Na zamku Camelot obraduje 2n rycerzy. Kazdy z nich ma co najmniej
n przyjaciol sposrod pozostaltych rycerzy. Udowodnij, ze mezny krol Artur przy pomocy
madrego maga Merlina bedzie umial ich tak usadzi¢ przy okraglym stole aby kazdy
z rycerzy mial za sasiadéw swoich przyjaciét. Bycie przyjacielem jest symetryczne, ale
niekoniecznie przechodnie. Wykaz, ze minimalnej liczby przyjaciét nie mozna zmniejszyé,
to znaczy gdyby bylto wiadomo, ze kazdy z rycerzy mial co najmniej n — 1 to mogtoby sie
zdarzy¢, ze nie mozna ich dobrze usadzié. Dla tych, ktdrzy lepiej orientujqg sie w legendzie
- wolnego miejsca czekajgcego dla sir Galaharda nie vwzgledniamy.

Zadanie 3. (x) Udowodnij, ze dla kazdych liczb dodatnich z1,z2,...,z, zachodzi nie-
rownos¢ miedzy érednia trzeciego stopnia i §rednia kwadratowa
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Zadanie 4. (x) Ciag (z,) okreslony jest rekurencyjnie
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Zadanie 5. () Ciag x, okreslony jest rekurencyjnie x1 = 1 oraz x,11 = z, — ax2, gdzie
a € (0,1). Wykaz, ze ciag nx, jest zbiezny i oblicz jego granice.

Zadanie 6. (x/2) Oblicz granice ciggu

Wykaz, ze ciag jest zbiezny i oblicz jego granice.
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Zadanie 7. (x/2) Oblicz granice ciagu a, = % + n%rl +.o4
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Zadanie 8. (x) Oblicz granice
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Zadanie 9. (x/2) Szereg Y a,, jest zbiezny. Wykaz, ze wowczas
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Zadanie 10. (x) Zbadaj zbieznos¢ szeregu
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Zadanie 11. (x) Wykaz zbieznos¢ i oblicz granice
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Uwaga! Uznawane beda jedynie rozwigzania elementarne, nie korzystajace z rézniczko-
wania, regulty de I’Hospitala, rozwiniecia w szereg Taylora, itp.

Zadanie 12. (%) Czy istnieje funkcja f : [0,1] — R posiadajaca skoriczong granice w

kazdym punkcie swojej dziedziny, ale nieciggta w zadnym punkcie dziedziny?
Zadanie 13. (x/2) Znajdz wszystkie funkcje ciggte f : R — R spelniajace tozsamos¢
flx+y) = f(z)+ f(y) + 22y, dla wszystkich z,y € R.

Zadanie 14. (x/2) Wykaz, ze funkcja addytywna f : R — R (tzn. taka, ze f(z +y) =
f(z)+ f(y) dla kazdych x i y) i ograniczona na pewnym przedziale [a,b] C R jest liniowa.
Zadanie 15. (%) Ciag (a,) okreslony jest rekurencyjnie a; = 2019, ap+1 = sin(ay).
Zbadaj zbieznos¢ szeregu Y . a,. Uwaga 6427 < 2019 < 6437.
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