
Zadania gwiazdk¡ (aktualizacja: 15 stycznia 2020)

Zadanie 1. (∗/2) Udowodnij, »e dla ka»dych liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn zachodzi

nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i kwadratow¡(
x21 + x22 + . . .+ x2n

n

)1/2

≥ x1 + x2 + . . . xn
n

.

Zadanie 2. (∗) Na zamku Camelot obraduje 2n rycerzy. Ka»dy z nich ma co najmniej

n przyjacióª spo±ród pozostaªych rycerzy. Udowodnij, »e m¦»ny król Artur przy pomocy

m¡drego maga Merlina b¦dzie umiaª ich tak usadzi¢ przy okr¡gªym stole aby ka»dy

z rycerzy miaª za s¡siadów swoich przyjacióª. Bycie przyjacielem jest symetryczne, ale

niekoniecznie przechodnie. Wyka», »e minimalnej liczby przyjacióª nie mo»na zmniejszy¢,

to znaczy gdyby byªo wiadomo, »e ka»dy z rycerzy miaª co najmniej n−1 to mogªoby si¦

zdarzy¢, »e nie mo»na ich dobrze usadzi¢. Dla tych, którzy lepiej orientuj¡ si¦ w legendzie

- wolnego miejsca czekaj¡cego dla sir Galaharda nie uwzgl¦dniamy.

Zadanie 3. (∗) Udowodnij, »e dla ka»dych liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn zachodzi nie-

równo±¢ mi¦dzy ±redni¡ trzeciego stopnia i ±redni¡ kwadratow¡(
x31 + x32 + . . .+ x3n

n

)1/3

≥
(
x21 + x22 + . . . x2n

n

)1/2

.

Zadanie 4. (∗) Ci¡g (xn) okre±lony jest rekurencyjnie

x1 > 0 xn+1 = xn +
1

x2n
.

Wyka», »e ci¡g xn
3√n

jest zbie»ny i oblicz jego granic¦.

Zadanie 5. (∗) Ci¡g xn okre±lony jest rekurencyjnie x1 = 1 oraz xn+1 = xn−ax2n, gdzie
a ∈ (0, 1). Wyka», »e ci¡g nxn jest zbie»ny i oblicz jego granic¦.

Zadanie 6. (∗/2) Oblicz granic¦ ci¡gu

an =
1

2
+

22

22
+

32

23
+ . . .+

n2

2n
.

Zadanie 7. (∗/2) Oblicz granic¦ ci¡gu an = 1
n + 1

n+1 + . . .+ 1
3n .

Zadanie 8. (∗) Oblicz granic¦

lim
n→+∞

1 + n
1 + n2

2! +
n3

3! + . . .+ nn

n!

en
.

Zadanie 9. (∗/2) Szereg
∑
an jest zbie»ny. Wyka», »e wówczas

lim
n→+∞

1

n
(a1 + 2a2 + 3a3 + . . .+ nan) = 0.



Zadanie 10. (∗) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=0

sin(nx)

n
.

Zadanie 11. (∗) Wyka» zbie»no±¢ i oblicz granic¦

lim
n→+∞

ln(1 + 1
n)−

1
n

1
n2

.

Uwaga! Uznawane b¦d¡ jedynie rozwi¡zania elementarne, nie korzystaj¡ce z ró»niczko-

wania, reguªy de l'Hospitala, rozwini¦cia w szereg Taylora, itp.

Zadanie 12. (∗) Czy istnieje funkcja f : [0, 1] → R posiadaj¡ca sko«czon¡ granic¦ w

ka»dym punkcie swojej dziedziny, ale nieci¡gªa w »adnym punkcie dziedziny?

Zadanie 13. (∗/2) Znajd¹ wszystkie funkcje ci¡gªe f : R→ R speªniaj¡ce to»samo±¢

f(x+ y) = f(x) + f(y) + 2xy, dla wszystkich x, y ∈ R.

Zadanie 14. (∗/2) Wyka», »e funkcja addytywna f : R → R (tzn. taka, »e f(x+ y) =
f(x)+f(y) dla ka»dych x i y) i ograniczona na pewnym przedziale [a, b] ⊂ R jest liniowa.

Zadanie 15. (∗) Ci¡g (an) okre±lony jest rekurencyjnie a1 = 2019, an+1 = sin(an).
Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∑
n=1 an. Uwaga 642π < 2019 < 643π.


