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AM I1.2 2018/2019 — zadania przygotowawcze z form roéz-
niczkowych
Podstawy

Zadanie 1. Zapisz nastepujace 1-formy w bazie kanonicznej (w bazie {dz,dy,dz}):
a) zd(sin(z%y)) + yd(cos(zy®)),

b) exp(-z —y + z)d(exp(z + y + 2)),

¢) d(zcosycosz)

Forme w € QF (U) nazywamy dokladna gdy istnieje forma o € Q¥ 1(U) taka, ze w = do. Forme w € QF(U)
nazywamy zamknieta gdy dw = 0. Kazda forma doktadna jest zamknieta (bo d(da) = 0 dla dowolnej
formy), ale niekoniecznie na odwrdt.

Dla 1-form postaci w = g(z,y)dz + h(z,y)dy; g, = h, zamknietosé odpowiada réwnosci pochodnych
gy = hiy, @ odpowiednio g. = ji i h} = j, dla 1-form postaci w = g(z,y,z)dz + h(z,y, z)dy + j(z,y, z)d=.
Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy nastepujace 1-formy sa zamkniete/dokladne i ewentualnie
znajdz funkcje pierwotne.

a) w = cos(x +y)dzx + cos(x + y)dy,

b) w= 13;%2 dz + 1+§iy2 dy,

¢) w = 2xyexp(z?y)dx + 2 exp(2?y)dy,

d) w=a3dz+ (v° +2?)dy.

Zadanie 3. Oblicz pullback ®*w dla:

a) w=ayde +2zdy —ydz i ®(u,v) = (uv,u?,3u+v),

b) w =4zdx +9ydy i ®(r,p) = (3r cos ¢, 2rsin @),

¢) w=ady-ydz i ®(r,¢) = (3rcose,2rsing).

Zadanie 4. Oblicz rézniczke zewnetrzng form

a) Y (—x;) " day Adzg A Adzi_g Adzieg A Ada,.

b) det DF (z1,x2)dzy A dxo, gdzie F = (fi, fo) : R? jest odwzorowaniem gtadkim.
¢) fi(zy,z3)dat Ada® + fo(xy, z0)day Adzg + f3(22, 23)drs A das

d) XP (1) (fOrg — 9Ok f)dzr A dzp_y A dTger A - A dzy, gdzie f,g : R" > R sa
funkcjami gladkimi.
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Zadanie 5. Czy forma

2 _ .2
T4 -y 2xy

= dx + d

YT @2 2)2 (z2+y2)2 Y

jest zamknieta/doktadna na R? \ {0}?
Zadanie 6. Dla wektora a = (a1, a2,a3) € R? definiujemy forme wq = aydry + asdas +
azdxs. Niech a bedzie dowolng 1-forma w R? i niech

Wa A a = c1dxg Ades + codas Adxy + csdzy Ades .

Wykaz, ze wektor ¢ = (¢1, ¢z, ¢3) jest prostopadly do a.

Zadanie 7. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania, wykaz ze wg A wp = 0 wtedy i
tylko wtedy gdy wektory a i b sa liniowo zalezne.

Zadanie 8. Oblicz rotacje i dywergencje pol F(z,y,z) = [x,y,z] oraz G(x,y,z) =
[£.2. 2]

Zacfarciie 9. Rozwazmy forme w = dz Ady +dz Adw € Q?(R?). Rostrzygnij, czy istnieja
1-formy a, B € Q' (R?) takie, ze w = a A 37

Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. a)(cos(x2y)2z2y—sin(zy?)y3)dz+(cos(z?y)z3—sin(zy?)2zy?)dz; b) €2* (dz+dy+dz), ¢) cosy cos zdz—
zsiny cos zdy — x cos y sin zdz.

Zadanie 2. a), b), c¢) formy sa zamkniete i doktadne (okreslone na obszarze 1-spéjnym R?), funkcje pierwotne
to sin(z +y), arctg(z?y), exp(z?y). d) forma nie jest zamknieta, wiec tez nie jest doktadna.

Zadanie 3. a) (u3v? + 9u? + duv)du + (uv — u?)dv, b) 36rdr, ¢) 6r2de

Zadanie 4. a) [Z?zl(i + 1)(12)1] dziA---Adzn, b) 0 — rozwazana forma to d f1Ad f2, ¢) 0, d) [f(z,C 929) - g(Zs, Bif)] dzia
- Adzy,.

Zadanie 5. I dokladna i zamknieta: w=d (ﬁ)

Zadanie 6. i Zadanie 7. Mozna sprawdzi¢ bezpodrednim rachunkiem. Sposéb bardziej geometryczny: Wpro-
wadzmy oznaczenia: wgq(v) = {a,v) oraz ne(v,w) = {a,v x w). Zatem wg = aidz; + aedza + azdzs oraz
Na = a1dza A dxg + agdxs A dzy + azdz; A dxe. Teza wynka z faktu, ze Wowczas wa A wp = Naxp 1 ze kazda
jedno-forma o w R? jest postaci a = wp, dla pewnego pola wektorowego b.

Zadanie 8. rot F =[0,0,0], div F =3, rot G = [0,y( 5 - %), -2(Z5 + 5)]; divG = 0.

Zadanie 9. Nie. Jesliw = aAB to wAw = aranBAS =0 (uwaga: tozsamosé aaa = 0 zachodzi dla wszystkich form

nieparzystego stopnia, ale niekoniecznie dla form parzystego stopnia). Tymczasem wAw = 2dz AdyAdzAdw # 0.
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Calkowanie form po podrozmaitosciach

Zadanie 1. Rozwazmy funkcje gladkie jednej zmiennej f,g,h: R - R i 1-forme w =
f(z)dz + g(y)dy + h(z)dz € QY (R?). Wykaz, ze w ma whasnosci niezaleznosci catki od
drogi.

Zadanie 2. Oblicz calke

fc(%’2 - y)da +2ydy ,

gdzie C jest tukiem paraboli y? = 82 zorientowanym od punktu (0,0) do punktu (2,4).
Zadanie 3. Oblicz catke [ dz +dy +dz, gdzie I' = {(¢,t%,¢%) | t € [0,1]} z orientacja
WyzZnaczong przez rosnace t.

Zadanie 4. Oblicz catke

D(ﬂf2 +y)da + (z - y)dy |

gdzie D to tuk paraboli y* = x zorientowany od (1,1) do (1,-1).
Zadanie 5. Oblicz catke

2 2 2 2
ze” TV dr +ye” Y dy
Sl

gdzie S' to okrag jednostkowy zorientowany przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Zadanie 6. Oblicz catke z formy w = —25dz + 7—>dy po konturze bedacym brzegiem

2+y2 $2+y
kwadratu:
a) o $rodku (3,3) i boku dtugosci 1

b) o srodku (1,1) i boku dtugosci 3.

Odpowiedzi i wskazoéwki:

Zadanie 1. Forma w jest zamknieta (dw = 0) i okreslona na obszarze 1-spojnym R2, a wiec jest doktadna.

Zadanie 2. Odp. 1—;.

Zadanie 3. Odp. 3. w=d(z+y+2).
z 2

Zadanie 4. Odp. -2. w=d(zy + % -%).

Zadanie 5. Odp. 0. w = d(%812+y2).

Zadanie 6. Odp. a) 0, b) 27. Najprosciej zauwazy¢ ze we wspolrzednych biegunowych (r, ¢) forma przyjmuje

postaé do.
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Twierdzenie Stokes’a i okolice

Klasyczne wersje tw. Stokes’a - stownik
Rozwazmy pole wektorowe F = (f,g,h) : R® - R®.

Definicja klasyczna Definicja w jezyku form
Krgzenie pola F wzdtuz konturu T, Catka z formy wr = fdx + gdy + hdz po I
praca sity F wzdtuz T
[o(F,t)do' [r- fdz + gdy + hdz

t oznacza jednostkowy wektor styczny do I

Strumien (przeptyw) pola F przez powierzchnie S | Catka z formy nr = fdy Adz + gdz Adz + hdz Ady po S
[o(F,n)do? [ fdy Adz + gdz Adz + hdz Ady
n oznacza wektor jednostkowy prostopadty do S

Rotacja pola F

rot F =V x F=[h,-g., f. - hi, g0 = fy] dwr = Mot F
Dywergencja pola F
divF=VoF =f,+g,+h. dnr = (divF) -dz Ady Adz
Tw. Greena, S° c R® Tw. Stokes’a dla wr
[,o(F, t)do' = fs(rotF,n)dU2 Joswr = [¢dwr
Tw. Gaussa, M3 cR? Tw. Stokes’a dla nF
Sou(F, n)do? = Ju div Fdax’ Jope 7 = [3ydnr

Zadanie 1. Oblicz miare obszaru ograniczonego krzywa

x = acos’(t)

y = asin®(t) ,

gdzie t € [0, 27].

Zadanie 2. Oblicz catke z formy a = xdyAdz+ydz A de+zdxzAdy po torusie powstalym
przez obrot okregu o promieniu 7 i srodku (13,0,0) lezacego w plaszczyznie y = 0, wokol
osi z. Przyjmujemy orientacje dziedziczong ze standardowej orientacji wnetrza torusa.
Zadanie 3. Oblicz catke

jL‘(y2 + x3)dx + x4dy )

gdzie A jest brzegiem kostki [0,1]? zorientowanym zgodnie z ruchem wskazowek zegara.
Zadanie 4. Oblicz catke z formy 23dy A dz po poléwce torusa sparametryzowanej
nastepujaco

x = (4 +cosa)cosf

y=(4+cosa)sinf

z=sina ,

gdzie v € [0,27] 1 0 € [0, 7]. Orientacje mozna przyja¢ dowolnie.

Zadanie 5. Oblicz pole obszaru w R? ograniczonego krzywa o réwnaniu 23 +° = 3Rxy,
gdzie R > 0. Wskazdwka: rozwaz rozwigzania powyzszego réwnania lezace na prostej
y=tzx.

Zadanie 6. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa {(x,y) e R? | z > 0 > y, 2% -
zy? —1® = 0}. Wskazéwka: rozwaz punkty krzywej lezace na prostej y = —t.
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Zadanie 7. Niech T to powierzchnia zadana paretrycznie
((2 + cosv) cosu, (2 + cosv) sinu,sinv) ,

gdzie u,v € [0,27]. Policz calke

L(yQ +2)dy Adz+ (22 +y2)dz A dy + (22 + 2%)dz A da .
Zadanie 8. Oblicz catke z 2-formy

w=(y?-2?)dyadz + (z —z)dz Adz + (222 —y)dz Ady

po powierzchni M powstalej w wyniku obrotu cykloiody opisanej parametrycznie z(t) =
t —sint, y(t) = 0, z(t) = 1 - cost, gdzie t € [0,7] wokol prostej z = m, y = 0. Wektor
normalny zewnetrzny do M w punkcie (7,0,2) to [0,0,1].

Zadanie 9. Obliczy¢ catke z (k —1)-formy

k .
w= Y (-1)z;dry Adza A Adzjog Adzjog A Aday,
J=1

po sferze jednostkowej S¥71(0,1) ¢ R* z naturalng orientacja sfery jako brzegu kuli
jednostkowej B¥(0,1) c R*.

Zadanie 10. Dla pola wektorowego F(z,y,2) = (2% + y? + 22,0,0) oraz obszaru (2 =
[0,1]3, policz niezaleznie od siebie calki [, div FdA3, [,o(2? + y* + z*)dy A dz, oraz
Jo0{F,n)do?, gdzie n to wektor normalny zewnetrzny.

Zadanie 11. Dla pola wektorowego F(x,vy, z) = (x,-y,0) oraz obszaru Q = {y/22 + 32 <
z <\/1-22 - y?}, policz niezaleznie od siebie calki [, div FdA3, [, zdy Adz —ydz Adz,
oraz [yo(F,n)do?, gdzie n to wektor normalny zewnetrzny.

Zadanie 12. Rozmaitos¢ M = {(x,y, 2) | (z-2)%+4y? + (1 - 2)* = 4} jest zorientowana
tak, ze strona ujemna jest widoczna z punktu (0,0,0). Oblicz strumien pola wektorowego
F(x,y,z)=[z,y—1,z+1] przez M.

Zadanie 13. Rozstrzygnij, czy 2-forma

_ (zdy — ydx) A (udx — wdu)
(2 + )02 + )

jest zamknieta? Czy jest dokladna?

Odpowiedzi i wskazdéwki:
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Zadanie 1. Odp. %ﬂ'. Wsk. cos*(t)sin?(t) = %sin2 (2t)(1 + cos(2t))
Zadanie 2. Odp. 3 razy objetos¢ torusa; do = 3dz A dy A dz.
Zadanie 3. Odp.
Zadanie 4. Odp. %7@.

Zadanie 5. Odp. %RQ.

Zadanie 6. Odp. %0

Zadanie 7. Odp. 0. Wygodnie jest skorzysta¢ z tw. Stokes’a: dw =0, a 7" to brzeg pelnego torusa. Bezposredni
rachunek tez prowadzi do dobrego wyniku, ale po do$¢ zmudnych obliczeniach.

Zadanie 8. Odp. 0. Z tw. Stokes’a, dw =0, w zwigzku z czym wystarczy policzy¢ caltke powierzchniowa z w po
dysku D = {(z,y,2) e R® | (x - 7)% +y? =72,z =0}.

Zadanie 9. Odp. k-A*(B*(0,1)). Korzystamy z tw. Stokes’a: dw = k- vol, gdzie vol to standardowa forma
objetogci w R¥.

Zadanie 10. Odp. 1.

Zadanie 11. Odp. 0. Zauwaz, ze 002 sktada sie z dwoch czedci opisanych, odpowiednio, réwnaniami z = \/x2 + y2
iz=+/1-22-y2, gdrie 2 +y> < %

Zadanie 12. Rozwazany zbior to elipsoida. Z tw. Stokes’a wystarczy policzy¢ 3 krotna objetos$¢ jej wnetrza, co
tatwo zrobi¢ zmieniajac liniowo zmienne nat=x -z, s=2y, u=1-z.

Zadanie 13. Forma jest postaci w = a A 8, gdzie da =0 =dB. Wobec d(a A B8) =da A B+aadb zachodzi dw = 0.
Forma nie jest zamknieta: Rozwazmy rozmaitos¢ T = S x S? ¢ R*. Wobec 9T = @ gdyby zachodzilo w = dn
mieliby$my z Tw. Stokesa [pw = [pdn= [,71=0. Tymczasem [ w= fg1,g1 aAB= [q1 - [o1 f=x(2m)%

e
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Orientacja

Na poczgtek troche teorii

Definicja. Rozwazmy przestrzei wektorowa V. Na zbiorze baz tej przestrzeni wprowadzmy relacje
réwnowaznosci:
{vi,v2,...,vn} ~{wi,w2,..., wn}

wtedy i tylko wtedy gdy macierz przejscia miedzy tymi bazami ma dodatni wyznacznik.
Orientacjg V nazywamy wyboér jednej z dwoch klas réwnowaznosci powyzszej relacji

Definicja. Orientacjg rozmaito$ci N ¢ R" nazywamy lokalnie zgodny wybor orientacji kazdej jej prze-
strzeni stycznej T, N, gdzie pe N.

Nie kazda rozmaito$¢ daje si¢ zorientowac (np. wstega Mobiusa). Jesli si¢ da to méwimy o rozmaitosci
orientowalnej. Rozmaito$c¢ z konkretnie wybrang orientacja nazywamy rozmaito$ciq zorientowang.

Podstawowe fakty:

1. Rozmaitosé N c R™ klasy C"' bedgcg brzegiem rozmaitosci n-wymiarowej M c R™ jest oriento-
walna.

2. Jesli N c R™ jest orientowalna, to podrozmaitosé N' c¢ N tego samego wymiaru co N réwniez jest
orientowalna.

3. Rozmaito$é orientowalna ¢ spéjna ma doktadnie dwie orientacje, wyznaczone przez orientacje
jednej konkretnej przestrzeni stycznej.

Sposoby definiowania orientacji (na rozmaitosci k-wymiarowej N ¢ R™ orientowalnej i spdjnej):

1. Wskazanie wyrdznionej bazy {v1i,v2, ..., vy} przestrzeni Tp, N, gdzie po € N to dowolnie wybrany
punkt.

2. Zatozmy, ze P : R* °5" U > R” jest parametryzacjg N. Wodowczas standardowa orientacja w
dziedzinie (tzn. toka ze baza standardowa {ey,es,-- er} w R* jest dodatnio zorientowana) za-
dagje orientacje w obrazie. Mianowicie, przyjmujemy, ze baza {D®[e1], DP[ez2],...,DP[ex]} jest
dodatnio zorientowana.

3. Jesli N jest brzegiem (k+1)-wymiarowej rozmaitosci zorientowanej M c R", wéwczas N dziedziczy
z M orientacje. Mianowicie, powiemy, ze baza {vi,va,...,vr} przestrzeni Tp, N jest dodatnio
zorientowana, jesli baza {n,v1,v2,...,v,}, powstata przez dopisanie wektora n — normalnego do
N 1 skierowanego na zewngtrz N jest dodatnio zorientowang bazq Tp, M. W skrécie

{n,orn}=oruy .

4. Jesli N jest jedno-wymiarowe (k = 1) orientacje mozemy utozsamiaé z kierunkiem obiegu krzywej
N.

5. Jesli N jest powierzchnig w R® (a wiec k=2, n=3), zadanie orientacji jest réwnowazne z wyrdz-
nieniem jednego z dwdch kierunkdw prostopadtych do N, mianowicie jesli {vi,v2} jest dodatnio
zorientowang bazg Tp, N, takim wyréznionym kierunkiem bedzie vi x vo. Mowimy czasem, ze 6w
wyrozniony kierunek wskazuje dodatniq strone N.

Uwaga. W typowych zadaniach orientacja jest zadana na jeden z powyzszych sposobéw. Zmieniajac opis
podrozmaitosci (na przyktad przechodzac do nowych zmiennych), albo uzywajac twierdzenia Stokesa,
trzeba zadbaé¢ aby wszystkie nasze wybory byly zgodne z orientacja dang pierwotnie w zadaniu.

Zadanie 1. Niech {v1,v2,...,v,} bedzie baza przestrzeni wektorowej. Wykaz, ze dla dowolnej permutacji o € Xy,
bazy {v1,v2,...,vn} i {U5(1),Y5(2), - > Vo(n)} 58 zgodnie zorientowane wtedy i tylko wtedy gdy sgn(o) = 1.
Zadanie 2. Niech {v1,v2,...,v,} bedzie baza przestrzeni wektorowej. Rozwazmy skalary a; € R\ {0}. Wykaz, ze
bazy {v1,v2,...,vn}1{a1-v1,a2-v2,...,an vn} sa zgodnie zorientowane wtedy i tylko wtedy gdy a1-az-...an > 0.
Zadanie 3. Rozwazmy parabloide P = {(x,y,2) e R? | z = 22 + 42} zorientowana tak, ze wektor n = [2,0,—-1] jest
wektorem normalnym skierowanym na zewnatrz P w punkcie (1,0,1). Czy zgodne z ta orientacja sa:
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a) Orientacja P indukowana przez parametryzacje ® : (z,y) = (z,y,22 + y?) ze standardowej orientacji R? >
(z,y)?

b) Orientacja P indukowana przez parametyzacje U : (r,¢) = (rcosd,rsing,r2) ze standardowej orientacji
R2 5 (r,¢)?

¢) Orientacja P zadana w punkcie (0,0,0) przez baze¢ wektoréow stycznych wi =[1,1,0] i wo =[1,0,0]7

Zadanie 4. Rozwazmy powierzchnie obrotowa S = {(z,v,2) | 22 + y? = cos?(z),z € [-5, 5]} zorientowana
tak, ze dodatnia strona tej powierzchni jest widoczna z punktu (0,0,0). Czy parametryzacja @ : (z,¢p) —
(z,cos x sin ¢, cos x cos ¢) gdzie R? 3 (z,¢) ma orientacje standardows jest zgodna z ta wybrana orientacjg?

Zadanie 5. Rozwazmy rozmaito$é 3-wymiarowa z brzegiem M = {(z,y,2) ¢ R? | 1 < 22 +y? + 22 < 4} ze
standardowa, orientacja dziedziczona z R3. Brzeg M = 52(0,1)u S?(0,2) ma orientacje dziedziczong z orientacji

M. Cgzy parametryzacja ® : (3, ¢) = (cos B cos ¢,cos Bsin¢,sin f), gdzie (-7, 5) x (0,27) 3 (5, ¢) ma orientacje
standardowa, jest zgodna z tak przyjeta orientacja S1(0,1)?

Odpowiedzi i wskazowki:
Zadanie 1. Macierz przejscia miedzy tymi bazami to macierz permutacji o. Jej wyznacznik to sgn(c)

Zadanie 2. Macierz przej$cia miedzy tymi bazami to diag(ai,az2,...,an) jej wyznacznik to a1 -a2-...an.
1 0

Zadanie 3. a) Nie; D®(z,y) =| 0 1 ], stad obrazem bazy standardowej e1 = [1,0]7, ez = [0,1]7 w punkcie
2¢ 2y

(z,y) = (1,0) = ®1(1,0,1) sa wektory v = [1,0,2] i w2 = [0,1,0]. Ich iloczyn wektorowy to [-2,0,1] = -n.
b) Nie. Postepujac analogicznie jak poprzednio, baza v = [1,0,2], v2 = [0,1,0] jest zorientowana zgodnie z
parametryzacja, a przeciwnie niz zadana orientacja P. ¢) Tak. Latwo zauwazy¢, ze wektory normalne zewnetrzne
do P maja wszystkie ujemna skladowa z. Z kolei = w1 x wa = [0,0,-1] tez jest skierowany w dol.

Zadanie 4. Odp: nie. Wybierzmy dowolny punkt rozwazanej powierzchni, na przyktad (0,1,0) = (0, 7).

1 0 1 0
D®(0,3) =|-sinzsing coszcos¢ =|0 0 |. Stad obrazem bazy e; = [1,0]7, e2 = [0,1]7 jest baza
—sinzcos¢ —coszsing (0,%) 0o -1

v1 =[1,0,0] i v2 =[0,0,-1]. Wyznacza ona kierunek prostopadly do S réwny v1 x vg = [0,1,0], a wigc orientacja
zgodna z parametryzacja wskazuje od punktu (0,0,0), a nie do punktu (0,0,0) jak wyjSciowa parametryzacja.
Zadanie 5. Odp: tak. Orientacja S2(0,1) jest zadana przez wektor normalny do OM skierowany na zewnatrz M,

—sinfBcos¢p —cosBsing
a wiec jak tatwo zauwazy¢ do srodka rozwazanej sfery. Macierz rozniczki @ to D®(S,¢) = | —-sin8sin¢  cosBcos¢
cos 3 0

Obrazem bazy standardowej e = [1,0]7, ez = [0,1]7 jest zatem baza vy = [—sin B cos ¢, —sin §,sin ¢, cos 8], va =
[~ cos Bsin ¢, cos B cos ¢, 0]. Wyznacza ona wektor normalny vy x v = [—cos? 8 cos ¢, — cos? Bsin ¢, — cos Bsin 8] =
(- cos B)P(, B), wobec cos B > 0 wektor ten jest skierowany do $rodka sfery S2(0,1), tak jak w rozwazanej
orientacji.



