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AM I1.2 2018/2019 — zadania przygotowawcze do kolokwium

Calka Lebesgue’a, twierdzenie Fubini’ego, podstawienie
Zadanie 1. Oblicz miare zbioru
C={(z,y,2) eR’ | 2* +9y* < 1,y* + 2 < 1} .

Zadanie 2. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa o réwnaniu (z? + y2)3/2 =9.
Zadanie 3. Niech A = {(z,9,2) e R} |0 <2< 1,0<z+y<1,0<2<

Oblicz catke
1
- d\3(z,y, 2) .
/A Gy @2

1
Ty

Zadanie 4. Oblicz catke

T
/{x>0,y>1,z>1} 1+ (:L‘yZ)4

Zadanie 5. Oblicz catke

dX3(z,y,2) .

d)\2(x, Y) .

x
/{w2+y2§y,x20} Vi 4 y?

Zadanie 6. Niech a < b bedg liczbami dodatnimi. Oblicz miare zbioru
E:{(x,y)€R2 \ 1§acy§2,a§%§b}.
x

Zadanie 7. Oblicz calke
[ e+ 9)(a - 20000 (a)
A

gdzie A C R? to réwnolegtobok o wierzchotkach (1,0), (3,1), (2,2) i (0,1).
Zadanie 8. Oblicz catke

:1:4yd>\2(:c,y) ,
B
gdzie B = {(z,y) | %yz <z < %yQ,é <y< %}

Zadanie 9. Oblicz miare zbioru A = {(z,y,2) € R? | 2,y > 0,2y < z,2* + 2* < 2%2}.
Zadanie 10. Oblicz catke

1 pl—2ya4z
/ / x+y+ 2/ /rydydz
o Jo

Uzywajac zamiany zmiennych @ = s - cos*(t), y = s - sin(t).
Zadanie 11. Oblicz caltke z poprzedniego zdania uzywajac zamiany zmiennych t =/,

5 =4/y.
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Zadanie 12. Rozwazmy funkcje catkowalna f : [a,b] — R. Udowodnij, ze

[ [ s [ o)

Zadanie 13 Funkcja f : R = R jest catkowalna w sensie Lebesgue’a. Definiujemy
funkcje ¢ (y f y+1 x)dz. Wykaz, ze ¢ : R — R jest catkowalna, oraz

/R bly)dy = /R f(2)dz

Zadanie 14. Zbior A C [0, 1] jest mierzalny. Definiujemy funkcje f(x) = A (AN [0, z]).

Wykaz, ze
/ f(z)dz = 1)\(A)2 .
A 2

2

Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Odp: 1—36. Rozwiazanie: calkujemy kolejno po 2z, y i z w granicach, odpowiednio, ++/1 — y2,

41— 22 i &1. W ostatniej caltce wygodnie jest podstawi¢ z = cos a.

Zadanie 2. Odp: 1. We wspolrzgdnych biegunowych liczymy miarg zbioru {r? < sin phi}.
Zadanie 3. Odp: %. Caltkowaé kolejno po z, y i =.

Zadanie 4. Odp: 5. Wskazdwka: scatkuj po z (z podstawieniem u = (zyz)?).

Zadanie 5. Odp: %. Mozna uzy¢ podstawienia biegunowego.

Zadanie 6. Odp: %ln(b/a) Wskazdwka: uzyé¢ podstawienia zy = t, a:2 = s.

Zadanie 7. Odp: 8In2 — 3. Wskazowka: uzyj podstawienia s =z 4y, t =z — 2y.
Zadanie 8. Odp: % Wskazowka: Uzyj podstawienia s = zy, t = %

x
Zadanie 9. Odp: 2. Calkujemy najpierw po y dochodzac do \3(A) = ZA\2(z, z). Teraz sa co

fz>0 zdt24<a?2 1
22 3
najmniej dwa sposoby rozwiazania: sprytny przeksztatci¢ x4 + 24 < x22 na = + < 11i uzy¢ podstawienia

2 3
t = £ oraz s = % Mniej sprytny: rozwiazaé¢ nierdwnos¢ bi-kwadratowa na z wzglqdem z dochodzac do

<\/ — 5 =24 \/ \/— fz4> Calkujemy najpierw po x, a potem po z € (0 ,2) korzystajac z

wlasnosci logarytmu.

Zadanie 10. Zauwazmy, ze mamy do czynienia z calky z funkcji (vz + /¥)? po zbiorze A = {(z,t) | ,z,y >
0,v/ + /y < 1}. Jakobian przeksztalcenia ® : (t,s) — (z = s - cos?(t),y = s -sin’(t)) to 4scos3(t)sin3(¢).
Przeciwdziedzing jest ®~1(A) = {(s,t) | s € [0,1],t € [0,7/2]}. Stosujac twierdzenie o zamianie zmiennych
dostajemy

3 3 2 Fubini ! 2 /2 3
/ s+ 4scos”(t) sin®(t)dA*(¢,s) = 4/ s°ds / cos®(t) sin®(t)dt =
d—1(A) 0 0
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. . . . _ _ 1
Zadanie 11. Jakobian przeksztalcenia ¥ : (z,y) — (t = /z,s = /y) to T/ zatem
1 1
[ o vira @y = [ o+ vi) - avam i) T [ (e atsda () = 5
A A 4/zy W(A) 9

gdzie A = {(z,y) | z € [0,1],y € [0,(1 — v2)*]} = {(z,9) | #,y > 0,vT + /y < 1}, za$ U(A) = {(t,5) | t,s >
0,t+s <1}

Zadanie 12. Stosujac twierdzenie Fubini’ego (dlaczego mozna?) tatwo uzasadni¢, ze f; f; f(@)f(y)dydz to
catka z funkcji F(z,y) := f(z)f(y) po trojkacie Aysy = {(x,y) € R? | b >y > x > a}. Zamieniajac nazwy z i
y dostaniemy, ze jest to rowniez catka z funkcji F(z,y) := f(x)f(y) po trojkacie Agsy = {(z,y) €ER? | b >z >

y > a}. Zatem
- b 2
2/ F:/ F+/ F = F Fulm (/ f(ac)dx) .
JAVI Ay>a A:r,>y [aﬁb]z a

Zadanie 13. Uzywajac tw. Fubini’ego (uzasadnij dlaczego mozna) mamy

/Rqﬁ(y)dy = /]R (/nyrl f(z)dac) dy = /R (/;_1 f(ac)dy) dz = /Rf(ac)ldz .

Zadanie 14. Uzywajac tw. Fubini’ego (uzasadnij dlaczego mozna) mamy
1 1 x 5
[ @ = [xa@r@as = [ xaw ([Txatar)ao= [ xa@ramaodes .
A 0 0 0 P

gdzie Ay = {(z,y) | 1 > = > y > 0}. Z symetrii z 1 y jest to rowniez rowne calce z X 4(z)X 4 (y) po zbiorze
Ay ={(z,y) | 1 >y >z >0}. Zatem

1 1 1
[i@ar= [ Xa@xaaen = [ Xa@xa@aren = 530
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Przejscia graniczne w calce
Zadanie 1. Oblicz granice

*°  (sinz + cosz)"

lim e 2dx .

n—oo Jy 1+ (sinx + cosx)2"

Zadanie 2. Oblicz granice

.1 /°° dz
lim — _.
n=oon J;  2?In(1+ 2)

Zadanie 3. Oblicz granice

2mn 5 .T4 J:Qn T 9
HIL%O L (1 +a‘+ o7 +...+ n‘> cos <\/ﬁ> exp(—2z*)dx .
Zadanie 4. Oblicz granice
In(z? + y*)

(=" 4+ y")dN(x, y).

lim

n— o0 {22+442<1} /162 +y2

Zadanie 5. Oblicz granice

! n

n—oo Jg nr+x°+1

Zadanie 6. Oblicz granice

lim In(a™ 4 27)

n—oo 0 ’]’L{L‘Q

dx .

Zadanie 7. Niech A = {(z,9,2) € R* | 0 < 2% + 9? < 1,0 < 2 < 2}. Oblicz granice

lim [ Zn[(22 4+ 52" + (2% + %) "] AN (2, 2) -

n—o0 A n

Zadanie 8. Oblicz granice

n—oo

2, .2
lim 712/ In [1 +2 iR ] In [1 + E} e AN (1, y, 2)
A n n

gdzie A = {(z,y,2) €ER3 | 22 +y? + 22 < 1,22 + ¢y > 22,2 > 0}.
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Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Odp: 0. Pod catkg mamy wyrazenie postaci l—fﬁ’ gdzie |a| < 2 zbiezne punktowo do 0 poza
zbiorem miary zero |a| = 1 (rozpatrujemy 2 przypadki |a] > 11 |a| < 1) i ograniczone przez 1. Korzystajac z
tw.Lebesgue’a o zbieznosci zmajowanej przechodzimy do granicy pod calka.

Zadanie 2. Mamy zbieznosé¢ punktowa do I%, Majorante otrzymamy z nieréwnosci In(1 + y) > %

y
Zadanie 3. Mamy zbieznosé punktowa do exp(—2z?) na R. To jest tez majoranta.

2 2
Zadanie 4. (z™ + y™) zbiega punktowo p.w. do 0 na kole {z? + 3% < 1}. Majoranta jest 2% —

catkowalnos¢ tej funkeji w kole jednostkowym widaé tatwo we wspoélrzednych biegunowych.
Zadanie 5. Odp: +o0. Ciag funkcji podcatkowych jest dodatni i monotonicznie rosnacy. Granica punktowa jest
1

.

Zadanie 6. Funkcja podcalkowa jest wieksza niz 1‘:22) dla z < 2, a wiec nie jest catkowalna.

Zadanie 7. Odp: w. Po zamianie na wspolrzedne walcowe mamy [ ZIn [r=27(1 + rin)] rdzdrde, gdzie
B={re(0,1),¢ € (0,2m),z € (0,2)}. Granicg punktowa jest —2zrIn(r), a majoranta —2zrIn(r) + zr In(2).

2
Zadanie 8. Po zamianie na wspolrzedne walcowe mamy n? [5In(1 + Z-)In(1 + %)e’"ze’z2 rdrdzd¢, gdzie
B = {r? < 22 <1-r2}. Granica punktowa (i jednoczesnie majoranta) jest e e, Catkujemy podstawiajac

u = 22, a nastepnie w = r2.
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Calka z parametrem

Zadanie 1. Niech (z)
cos(x
fo) = [ £

w1+ laly
Dla jakich wartodci « € R funkcja f jest okreslona i ciagla w x.
Zadanie 2. Niech f:[—1,1]" — R bedzie funkcja catkowalng. Udowodnij, ze funkcja

o) = [ Sa)siniley)n @)

Jest funkcjg klasy C! na R™. Sybmol (-,-) oznacza tutaj standardowy iloczyn skalarny
w R™.
Zadanie 3. Dla a > 0 oblicz pochodng funkcji

00 ] _ e—aa:2
g(a) :/ ———dx .
0

2

Zadanie 4. Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania wyznacz funkcje g(a).
Zadanie 5. Niech f : R? — R bedzie funkcja ciagla na [a,b] X [c,d]. Dla z,y €
(a,b) x (c,d) definiujemy funkcje

Fw)i= [ fu o).
[a,z]x[c,y]

. .. 9°F 02F
Wykaz, ze 520y = Dgdz = f(z,y).

Odpowiedzi i wskazowki:

cos(zy)
1+[z|y?
z = 0 funkcja jest stale rowna 1 i nie ma calkowalnosci. Dla z € [a,b] C R\ {0} mamy wspolne oszacowanie
cos(zy) 1
| S Trmmtanery
Zadanie 2. Stosujemy twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem calki dla h(x,y) = f(x) sin({x, y)) do pochod-
nych czastkowych 0, oraz Oy, By,-. Wspélne (dla wszystkich y) oszacowanie przez funkcje calkowalna uzyskamy

szacujac sin({(x,y)) 1 cos({x, y)) przez 1 oraz z; przez 1 na [—1,1]" oraz korzystajac z catkowalnosci f.

Zadanie 1. Odp: =z € R\ {0}. Mozemy oszacowac |

| < m co jest catkowalne na R dla = # 0. Dla

>, a wiec ciaglos¢f(z) w (a,b) wynika z tw. Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej.

Zadanie 3. Odp: ¢'(a) = % Stosujemy twierdzenie o rozniczkowaniu pod znakiem calki. Kladac f(z,a) :=

—(1,.’1)2
1*272 mamy |f(z,a)] < min{a, I%L co jest calkowalne na Ry. Dla a € (g,+00), € > 0, mamy |W| <

6_5127 a wiec wspolne ograniczenie przez funkcje catkowalna. Stad mozemy wejsé z pochodna pod catke i roz-
niczkowalnos¢ g(a) na kazdym przedziale (g, +00).

Zadanie 4. Odp: g(a) = /7 - a. Odcalkowujac g’'(a) = 2\\/2 dostajemy g(a) = v/7-a+ C dla a > 0. Ciaglos¢
g(a) w zerze latwo uzasadni¢ z tw. Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej i oszacowania |f(z,a)| < min{a, z%}
Oczywiscie g(0) = 0, stad C = 0.

Zadanie 5. Liczymy z definicji, korzystajac z (jednostajnej) ciaglosci f na zbiorze [a,b] X [c,d]. Mamy

?TI; =limy_,o 3 [Y f;+h f(u,v)dudv = [Y f(z,v)dv. Analogicznie kolejne rézniczkowanie daje nam 2 <8F

oy \ oz
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Przestrzen funkcji calkowalnych, splot
Zadanie 1. Rozstrzygnij czy funkcja

22 — 2

f(fﬂay):m

jest catkowalna na R2.
Zadanie 2. Czy funkcja f(z,y) = e jest calkowalna na R2?

~

Zadanie 3. Dla funkcji catkowalnej f : R — R okreslamy f(£) := [, f(x)sin({x)da.
Wykaz, ze:

a) f: R — R jest ciagla i ograniczona.
b) Jesli f, — f w normie L;(R), to ﬁ —s ¥ jednostajnie.
c) Dla f = X(0,x]> funkcja fA’nie jest catkowalna na R.

Zadanie 4. Rozwazmy fo(t) := X[o1)(t) i zdefiniujmy indukcyjnie f, = fo * fn_1.
Udowodnij, ze

a) Nosnik f, to [0,n + 1].
b) fn>0.

¢) fn nakazdym przedziale [k, k+1], gdzie k € Z jest wielomianem stopnia nie wiekszego
niz n.

d) f, jest klasy C" !, dla n > 1.

Zadanie 5. Rozwazmy funkcje catkowalng f : R™ — R taka, ze [, f(x)d\"(z) = 1.
Funkcje g : R™ — R okreslamy wzorem

o(y) = /B @)

Udowodnij, ze g jest catkowalna na R™ (i ciagta) i oblicz catke [, g(y)dA™(y).
Zadanie 6. Podaj przyklad ciagu f, € L'(R) takiego, ze

a) fn — 0 w normie L'(R) ale dla kazdego = € R ciag f,(x) nie jest zbiezny do 0.
b) fau(x) — 0 punktowo, ale f, nie ma zadnego pociagu zbieznego w normie L!(R).

Zadanie 7. Udowodnij, ze zbior B = {f € L'(R) | ||fllz;x < 1} nie jest zwartym
podzbiorem L!(R).
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Odpowiedzi i wskazowki:
Zadanie 1. Nie. Na przyklad do$¢ tatwo oszacowaé z dolu wartos¢ calki z f na zbiorze 0 < y < % przez

22(1 — l) oo 22 4
/ %d)ﬁ(m,y) = c/ / —dydz = +oo .
o<y<z z(1+ ) 0 o =«

Inny spos6b: przeji¢ do wspolrzednych biegunowych — dostajemy catke [ %(cos2 ¢ — sin? $)drd¢ — mamy osobli-
wosé typu fol %dr.
Zadanie 2. Nie. Funkcja jest stalego znaku, mozemy wigc zastosowa¢ tw. Fubini’ego i dostajemy

-1
/ e AN (z,y) = / —e Y
R% Ry ¥

Podobnie dowodzi sie uzywajac podstawienia biegunowego.
Zadanie 3. a) Mamy wspolne oszacowanie przez funkcje catkowalna |f(z)sin(éz)| < |f(z)|, skad ograniczonosé
i ciaglos¢ (tw. Lebesgue’a o zbieznodci zmajoryzowanej). b) |fn (&) — f(&)| < [z 1fu(z) — f(2)| - |sin(éx)|dz <

J | fn(z) = f(@)|dz = || fn — fll 1) 1 0szacowanie nie zalezy od €. c) fo = 1_%5(5")

dotu catke z modutu tej funkcji przez sume szeregu harmonicznego.
Zadanie 4. a) Latwo sprawdzi¢, ze supp(f * g) C supp(f) + supp(g), supp oznacza tutaj nosnik funkcji, zas +
sume algebraiczna zbioréw. b) splot funkcji nieujemnych jest nieujemny — catkujemy iloczyn funkcji nieujemnych.

r=—+00

1
dy:/ —dy = +o00 .
R, Y

=0

. Do$¢ tatwo oszacowaé z

¢) indukcyjnie — fn(z) = fol fn—1(xz —t)dt — dla = € [k, k + 1] calkujemy wielomian, wynikiem jest wielomian
wyzszego stopnia. d) indukcyjnie fr(z) = f;'H fn—1(t)dt = Fr_1(z+1) — Fr—1(x), gdzie F,,—1 oznacza funkcje
pierwotng fr—1. Jedli fr,—1 bylo klasy C" 2 t0 F_1 jest klasy cn—1,

Zadanie 5. Ciaglos¢ g wynika z ciaglosci calki jako funkcji zbioru. Stosujac tw. Fubini’ego (dlaczego mozna?)
mamy

n _ n n _ 2n
Loww=[ [ eaeae = [ fwore.

gdzie A = {(z,y) € R?" | ||z — y| < 1}. A zatem

/ f@) N2z, y) = / / F@)dN" (m)d\" (z) = N'(B(0,1)) | f(x)dA" () .
A n JB(z,1)

Rn

Zadanie 6. a) Wystarczy aby dla kazdego = co pewien czas warto$¢ fn(x) wynosita 1. Latwo zbudowaé taki
przyklad dla funkcji na odcinku [0, 1] — patrz rozwiazanie zadania 2 w dziale zadnia rozne. Te¢ konstrukcje mozna
rozszerzy¢ kladac na przyktad F,(z) = > 77 k—lzfn(x)(X[k’k+1](ac) + X[, k+1](—2)), gdzie f, to funkcja z tego
rozwigzania. Innymi slowy: na kazdym odcinku calkowitoliczbowym [k, k + 1] skonstruowana funkcja F, to
funkcja fn przeskalowana w taki sposob, aby mie¢ calkowalnos$é na calym R. b) Rozwiazaniem jest wedrujacy
pagorek fn(z) = X[, ny1)(z). Oczywiscie mamy zbieznos¢ punktowa do 0, ale || fn — fmll1 = 2 gdy m # n, a
wiec nie ma zadnego podciagu w fr, bedacego ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni L!(R).

Zadanie 7. Przyklad z punktu b) z poprzedniego zadania rozwiazuje problem. Mamy ciag funkcji || fn] < 11
[ fn — fm|l > 1. Wowczas A = {fn | n € N} jest domknietym podzbiorem kuli B, a zatem gdyby B byta zwarta
to rowniez A bylby zwarty, a jak wiemy ten ciag nie ma zadnego podciagu zbieznego.
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Miara i calka na podrozmaito$ciach
Zadanie 1. Oblicz dtugoé¢ krzywych

1. v ={(3t,3t2,2t3) | t € [0, 1]},

2. n={(etcost,etsint,e”t) |t € Ry}.

Zadanie 2. Wyznacz potozenie srodka ciezkosdci krzywych z poprzedniego zadania.
Zadanie 3. Wyznacz polozenie srodka ciezkosci jednorodnego drutu w ksztalcie tuku
krzywej o réownaniu r = 1 + cos ¢, gdzie ¢ € [0, 7].

Zadanie 4. Krzywa v jest zadana we wspolrzednych sferycznych

(x,y,2) = (rcos B cos @, rcos Bsin ¢, rsin 3)

gdzie r € Ry, B € (=5,%5) i ¢ € (0,2m); zaleznoscig v = {(r(t), B(t), (1)) | t € [a,b]}.
Wrykaz, ze

l(y) = V()2 + ()2 (B'(1)2 + cos?(B(1)¢/ (1)?) dt .

[a,]

Zadanie 5. Oblicz moment bezwladnosci sfery o promieniu R i jednorodnej gestosci
powierzchniowej p wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek.
Zadanie 6. Oblicz catke

/ xyzdaQ(a:, Y, 2)
F

gdzie F to brzeg kostki szesciennej {(z,y,2) € R? | 0 < x,y,2 < 1}.

Zadanie 7. Niech f(z) = (1 — 2%/3)3/2, z € [0,1]. Obliczy¢ pole powierzchni powstatej
w wyniku pelnego obrotu wykresu funkcji f wokét osi OX.

Zadanie 8. Oblicz objetos¢ bryty powstatej w wyniku obrotu obszaru

a) {(z,y) €R? | 0 <y <5220 <z <2} wokét osi OX,
b) {(z,y) € R? | 22 <y < 20,0 <z < 2} woké?t osi OY.

Zadanie 9. Oblicz caltke powierzchniows

/1/ : do? |
» 1—|—22

gdzie ¥ = {(z,y,2) € R? | 2z = 2% + 2 < /z}.

Zadanie 10. Na powierzchni walca W = {(z,y, 2) | 22 + y?> = 1,0 < z < 1} lezy zbiér
A, mierzalny wzgledem miary powierzchniowej na W. Potozmy Aoy = AN{z < t} i
F(t) = 02 (Acy). Wykaz, ze [, f(t)dt = [,(1 — 2)do>(z,y, 2).

Zadanie 11. Rozwazmy krzywa gtadka v C R3 zawarta w plaszczyznie z = h i stozek po-
wstaly przez potaczenie punktow tej krzywej z punktem (0, 0,0). Wykaz, ze powierzchnia
tak otrzymanego stozka jest nie mniejsza niz %hl (7), gdzie I() oznacza dtugosé wyjscio-
wej krzywej. Znajdz wszystkie krzywe dla ktérych zachodzi rownogé.
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Odpowiedzi i wskazowki:
Zadanie 1. Odp: a) 5, b) V/3.
Zadanie 2. Odp: a) (%,
Zadanie 3. Odp: (%, ).
Zadanie 4. /r/(t)2 +r(t)2 (B’ (t)2 + cos2(B(t))#’ (t)2) to dtugosé pochodnej (z(t), y(t), 2(t)).
Zadanie 5. Odp: %MR2, gdzie M = 47w R?p to masa sfery. Trzeba policzyé calke f52(0 RP (2% + y?)do?.
Wygodnie jest pracowa¢ we wspolrzednych walcowych, badz biegunowych.
Zadanie 6. Odp: %. Brzeg kostki to zbior, w ktérym co najmniej jedna z nieréwnosci 0 < z,y,z < 1 staje sie
réwnoscia. Oczywiscie brzegi, na ktorych jedna ze wspolrzednych jest zero nic nie wnosza do calki. Catka z zyz
na kwadracie B; = {(z,9,2) € R? | x = 1,0 < y, 2 < 1} wynosi %. 7 symetrii pozostale dwa nietrywialne kawaltki
brzegu (odpowiednio, gdy y = 11 z = 1) wnosza taki sam wklad do calki.

. . 1
Zadanie 7. Odp: gﬂ'. Korzystamy z reguly Pappusa-Guldina: S = 27 [ f(x) - /1 + f/(z)?dz.
Zadanie 8. Odp: a) 180m; b) 72m.

Zadanie 9. Odp: TQ

Zadanie 10. Rozwazmy parametryzacje walca v : (¢, z) — (cos ¢, sin ¢, z). Wowczas

/Olf(t)dt:/ol (/Ot/O%XAdqﬁdz) dt F“E’”'/Ol (/:/:ﬂwdt) dz:/Ol/O%(l—z)XAdqbdz.

Zadanie 11. Rozwazmy parametryzacje ¢t — (z(t),y(t), h) krzywej ~, gdzie ¢ € [a,b]. Latwo sie przekona¢, ze
(t,z? — (%x(t), Zy(t), 2), gdzie (t,2) € K = [a,b] x [0, h] jest parametryzacja powierzchni stozka. Wzor na pole
powierzchni daje

)b) (3.5.3)

=
[

257

[SUINTE R

)= [ \/ 2 ROV O~y OF + o WP 4y (N (2) >

| e 02y @2anes) = Shica)

Rownos¢ zachodzi gdy z(t)y’ (t) — y(¢)z’(t) = 0 co po prostych rachunkach prowadzi do rownania prostej przecho-
dzacej przez (0,0).
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Zadania rozne

Zadanie 1. Ciag funkcji catkowalnych f, : R” — R spelnia warunek [,(f,)?d\" < C
dla pewnej statej C' > 0 i wszystkich n. Wykaz, ze ciag %fn jest zbiezny do 0 p.w. na A.
Zadanie 2. Funkcje mierzalne nieujemne f, : R — R spelniaja warunek [ fn < %
Czy ciag f, jest zbiezny do 0 p.w.?

Zadanie 3. Funkcja f : R? — R jest ciagla, oraz fB(OJ) f(x)d)\3(z) = 0, gdzie B(0,1)
to kula jednostkowa. Wykaz, ze istnieje czworoscian foremny K o dodatniej mierze taki,
ze [ f(z)dN\*(x) = 0.

Zadanie 4. Rozwazmy zbior mierzalny skonczonej miary A C R%2. Wykaz, ze istnieje
prosta | C R? taka ze N2(A_) = A?(A,), gdzie A_ i A, oznaczaja czesci zbioréow lezace
po lewej i po prawej stronie prostej (.

Odpowiedzi i wskazoéwki:

Zadanie 1. Zauwazmy, ze %fn(m) 4 0 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje a > 0 takie, ze dla kazdego no istnieje
n > ng takie, ze |%fn ()| > a. Dla ustalonego a oszacujemy miare zbioru @ ktére maja taka wlasnosé. Zauwazmy,
ze

(@l i@l @) we < [ ferare <o

skad A" ({z | \%fn(m)\ >a}) < RQ—C;Z, Teraz miare zbioru @ takich, ze nier6wnosé¢ \%fn(mﬂ > a zachodzi dla
pewnego n > ng szacujemy przez sume miar takich zbioréw po n > ng, a wiec przez fo:no ﬁ, co jest ogonem
szeregu zbieznego, a wiec dazy do 0 przy ustalonym a, dla ng — oco.

Zadanie 2. Nie. Probujac postepowaé jak w poprzednim zadaniu dostaniemy oszacowanie na zbior punktow
x € Rw ktorych fn,(x) nie zbiega do 0 przez ogon szeregu harmonicznego > %, ktory jest rozbiezny. Odpowiedni
kontrprzykiad moze wygladaé¢ nastepujaco: na odcinku [0, 1] kolejno odktadamy jeden po drugim odcinki dtugosci
%, ewentualnie przesuwajac czes¢ wystajaca ponad 1 z powrotem do 0, a wiec A1 = [0,1], Ax = [0, %}, As = [%, % R
Ay = [%,1} U [0, %}, As = [ﬁ, %], itd 1 bierzemy fn(z) = Xa,, (z). Wowczas oczywiscie [p fn = % oraz dla
kazdego x € [0,1] fn(x) = 1 dla nieskonczenie wielu n, a zatem fr(x) # 0 na [0,1].

Zadanie 3. Rozwazmy pokrycie kuli jednostkowe] przeliczalng rodzina czworoscianéw B(0,1) = [J;cy K, tak
7e sasiednie czworoéciany stykaja sie tylko brzegiem, a wigc A3 (K; N K;) =0gdy i # j. Z addytywnosci calki
0= [5f=> [k [- Mozliwe s3 dwie sytuacje: 1. dla kazdego i € N zachodz [}, f =0 i po zadaniu, 2. istnieja
indeksy i+,i— € N takie, ze [, f>0> [, f. Rozwazmy rodzing czworoscianow K = tK;_ + (1 —t)K;,

i i

gdzie t € [0,1]. Z ciaglosci f i ciaglosci calki jako funkcji zbioru mamy, ze F(t) := fo f jest funkcja ciagla taka,
ze F(0) < 0 < F(1). Z wlasnoéci Darboux F' przyjmuje wartosé¢ 0 w pewnym punkcie odcinka [0,1].

Zadanie 4. Ustalmy punkt p € R? i poprowadzmy przez niego dowolna prosta lo. Poprzez ly oznaczmy
prosta powstala z obrotu lop wokol punktu p o kat ¢ i odpowiednio niech A_(¢) oraz A4 (¢p) oznaczaja czesci
zbioru A wyznaczone przez prosta l,. Funkcja f(¢) = A2(A4+(¢)) — A2(A—(4)) jest ciagta (to wymaga pewnego
uzasadnienia, na przyklad korzystajacego z jednego z twierdzen Lebesgue’a o zbieznosci) i oczywiscie f(0) =
—f (), wiec z wlasnosci Darboux f(¢) = 0 dla pewnego kata.



