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AM II.2 2018/2019 � zadania przygotowawcze do kolokwium

Caªka Lebesgue'a, twierdzenie Fubini'ego, podstawienie

Zadanie 1. Oblicz miar¦ zbioru

C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 < 1, y2 + z2 < 1} .

Zadanie 2. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzyw¡ o równaniu (x2 + y2)3/2 = y.
Zadanie 3. Niech A = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 < x < 1, 0 < x + y < 1, 0 < z < 1

x+y+1}.
Oblicz caªk¦ ∫

A

1

(x+ y + 1)2
dλ3(x, y, z) .

Zadanie 4. Oblicz caªk¦∫
{x>0,y>1,z>1}

x

1 + (xyz)4
dλ3(x, y, z) .

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ ∫
{x2+y2≤y,x≥0}

x√
x2 + y2

dλ2(x, y) .

Zadanie 6. Niech a < b b¦d¡ liczbami dodatnimi. Oblicz miar¦ zbioru

E = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ xy ≤ 2, a ≤ y

x2
≤ b} .

Zadanie 7. Oblicz caªk¦ ∫
A

ln(x+ y)(x− 2y)2dλ2(x, y) ,

gdzie A ⊂ R2 to równolegªobok o wierzchoªkach (1, 0), (3, 1), (2, 2) i (0, 1).
Zadanie 8. Oblicz caªk¦ ∫

B
x4ydλ2(x, y) ,

gdzie B = {(x, y) | 1
3y

2 < x < 1
2y

2, 1
x < y < 2

x}.
Zadanie 9. Oblicz miar¦ zbioru A = {(x, y, z) ∈ R3 | x, y > 0, xy < z, x4 + z4 < x2z}.
Zadanie 10. Oblicz caªk¦ ∫ 1

0

∫ 1−2
√
x+x

0
x+ y + 2

√
xydydx

U»ywaj¡c zamiany zmiennych x = s · cos4(t), y = s · sin4(t).
Zadanie 11. Oblicz caªk¦ z poprzedniego zdania u»ywaj¡c zamiany zmiennych t =

√
x,

s =
√
y.
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Zadanie 12. Rozwa»my funkcj¦ caªkowaln¡ f : [a, b]→ R. Udowodnij, »e

2

∫ b

a

∫ b

x
f(x)f(y)dydx =

(∫ b

a
f(x)dx

)2

.

Zadanie 13. Funkcja f : R → R jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a. De�niujemy

funkcj¦ φ(y) :=
∫ y+1
y f(x)dx. Wyka», »e φ : R→ R jest caªkowalna, oraz∫

R
φ(y)dy =

∫
R
f(x)dx .

Zadanie 14. Zbiór A ⊂ [0, 1] jest mierzalny. De�niujemy funkcj¦ f(x) = λ1(A ∩ [0, x]).
Wyka», »e ∫

A
f(x)dx =

1

2
λ(A)2 .

Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Odp: 16
3
. Rozwi¡zanie: caªkujemy kolejno po z, y i x w granicach, odpowiednio, ±

√
1− y2,

±
√

1− x2 i ±1. W ostatniej caªce wygodnie jest podstawi¢ x = cosα.
Zadanie 2. Odp: 1. We wspóªrz¦dnych biegunowych liczymy miar¦ zbioru {r2 ≤ sin phi}.
Zadanie 3. Odp: 1

8
. Caªkowa¢ kolejno po z, y i x.

Zadanie 4. Odp: π
2
. Wskazówka: scaªkuj po x (z podstawieniem u = (xyz)2).

Zadanie 5. Odp: 1
6
. Mo»na u»y¢ podstawienia biegunowego.

Zadanie 6. Odp: 1
3

ln(b/a). Wskazówka: u»y¢ podstawienia xy = t, y
x2

= s.
Zadanie 7. Odp: 8 ln 2− 3. Wskazówka: u»yj podstawienia s = x+ y, t = x− 2y.

Zadanie 8. Odp: 5
24
. Wskazówka: U»yj podstawienia s = xy, t = y2

x
.

Zadanie 9. Odp: 2. Caªkujemy najpierw po y dochodz¡c do λ3(A) =
∫
x>0,x4+z4<x2z

z
x

dλ2(x, z). Teraz s¡ co

najmniej dwa sposoby rozwi¡zania: sprytny przeksztaªci¢ x4 + z4 < x2z na x2

z
+ z3

x2
< 1 i u»y¢ podstawienia

t = x2

z
oraz s = z3

x2
. Mniej sprytny: rozwiaza¢ nierówno±¢ bi-kwadratow¡ na x wzgl¦dem z dochodz¡c do

x ∈
(√

z
2
−
√
z2

4
− z4,

√
z
2

+
√
z2

4
− z4

)
. Caªkujemy najpierw po x, a potem po z ∈ (0, 1

2
) korzystaj¡c z

wªasno±ci logarytmu.
Zadanie 10. Zauwa»my, »e mamy do czynienia z caªk¡ z funkcji (

√
x +
√
y)2 po zbiorze A = {(x, t) | , x, y ≥

0,
√
x +
√
y ≤ 1}. Jakobian przeksztaªcenia Φ : (t, s) 7→ (x = s · cos4(t), y = s · sin4(t)) to 4s cos3(t) sin3(t).

Przeciwdziedzin¡ jest Φ−1(A) = {(s, t) | s ∈ [0, 1], t ∈ [0, π/2]}. Stosuj¡c twierdzenie o zamianie zmiennych
dostajemy ∫

Φ−1(A)
s · 4s cos3(t) sin3(t)dλ2(t, s)

Fubini
= 4

∫ 1

0
s2ds ·

∫ π/2

0
cos3(t) sin3(t)dt =

1

9
.
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Zadanie 11. Jakobian przeksztaªcenia Ψ : (x, y) 7→ (t =
√
x, s =

√
y) to 1

4
√
xy

, zatem

∫
A

(
√
x+
√
y)2dλ2(x, y) =

∫
A

(
√
x+
√
y) · 4√xy ·

1

4
√
xy

dλ2(x, y)
podst.

=

∫
Ψ(A)

(t+ s)24tsdλ2(t, s) =
1

9
,

gdzie A = {(x, y) | x ∈ [0, 1], y ∈ [0, (1 −
√
x)2]} = {(x, y) | x, y ≥ 0,

√
x +
√
y ≤ 1}, za± Ψ(A) = {(t, s) | t, s ≥

0, t+ s < 1}.
Zadanie 12. Stosuj¡c twierdzenie Fubini'ego (dlaczego mo»na?) ªatwo uzasadni¢, »e

∫ b
a

∫ b
x f(x)f(y)dydx to

caªka z funkcji F (x, y) := f(x)f(y) po trójk¡cie ∆y>x = {(x, y) ∈ R2 | b ≥ y ≥ x ≥ a}. Zamieniaj¡c nazwy x i
y dostaniemy, »e jest to równie» caªka z funkcji F (x, y) := f(x)f(y) po trójk¡cie ∆x>y = {(x, y) ∈ R2 | b ≥ x ≥
y ≥ a}. Zatem

2

∫
∆y>x

F =

∫
∆y>x

F +

∫
∆x>y

F =

∫
[a,b]2

F
Fubini

=

(∫ b

a
f(x)dx

)2

.

Zadanie 13. U»ywaj¡c tw. Fubini'ego (uzasadnij dlaczego mo»na) mamy

∫
R
φ(y)dy =

∫
R

(∫ y+1

y
f(x)dx

)
dy =

∫
R

(∫ x

x−1
f(x)dy

)
dx =

∫
R
f(x)1dx .

Zadanie 14. U»ywaj¡c tw. Fubini'ego (uzasadnij dlaczego mo»na) mamy

∫
A
f(x)dx =

∫ 1

0

χ
A(x)f(x)dx =

∫ 1

0

χ
A(x)

(∫ x

0

χ
A(y)dy

)
dx =

∫
∆x

χ
A(x)χA(y)dλ2(x, y) ,

gdzie ∆x = {(x, y) | 1 > x > y > 0}. Z symetrii x i y jest to równie» równe caªce z χA(x)χA(y) po zbiorze
∆y = {(x, y) | 1 > y > x > 0}. Zatem∫

A
f(x)dx =

1

2

∫
∆x∪∆y

χ
A(x)χA(y)dλ2(x, y) =

1

2

∫
[0,1]2

χ
A(x)χA(y)dλ2(x, y) =

1

2
λ(A)2 .
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Przej±cia graniczne w caªce

Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

(sinx+ cosx)n

1 + (sinx+ cosx)2n
e−2xdx .

Zadanie 2. Oblicz granic¦

lim
n→∞

1

n

∫ ∞
1

dx

x2 ln
(
1 + x

n

) .
Zadanie 3. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 2πn

−2πn

(
1 + x2 +

x4

2!
+ . . .+

x2n

n!

)
cos

(
x√
n

)
exp(−2x2)dx .

Zadanie 4. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫
{x2+y2≤1}

ln(x2 + y2)√
x2 + y2

(xn + yn)dλ2(x, y).

Zadanie 5. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 1

0

n

nx+ x5 + 1
dx .

Zadanie 6. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

ln(xn + 2n)

nx2
dx .

Zadanie 7. Niech A = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 < x2 + y2 < 1, 0 < z < 2}. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫
A

z

n
ln
[
(x2 + y2)n + (x2 + y2)−n

]
dλ3(x, y, z) .

Zadanie 8. Oblicz granic¦

lim
n→∞

n2

∫
A

ln

[
1 +

x2 + y2

n

]
ln
[
1 +

z

n

]
e(x2+y2−z2)dλ3(x, y, z) ,

gdzie A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1, x2 + y2 ≥ z2, z > 0}.
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Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Odp: 0. Pod caªk¡ mamy wyra»enie postaci an

1+a2n
, gdzie |a| < 2 zbie»ne punktowo do 0 poza

zbiorem miary zero |a| = 1 (rozpatrujemy 2 przypadki |a| > 1 i |a| < 1) i ograniczone przez 1. Korzystaj¡c z
tw.Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajowanej przechodzimy do granicy pod caªk¡.
Zadanie 2. Mamy zbie»no±¢ punktow¡ do 1

x3
. Majorant¦ otrzymamy z nierówno±ci ln(1 + y) ≥ y

1+y
.

Zadanie 3. Mamy zbie»no±¢ punktow¡ do exp(−x2) na R. To jest te» majoranta.

Zadanie 4. (xn + yn) zbiega punktowo p.w. do 0 na kole {x2 + y2 ≤ 1}. Majorant¡ jest 2
| ln(x2+y2)|√

x2+y2
�

caªkowalno±¢ tej funkcji w kole jednostkowym wida¢ ªatwo we wspóªrz¦dnych biegunowych.
Zadanie 5. Odp: +∞. Ci¡g funkcji podcaªkowych jest dodatni i monotonicznie rosn¡cy. Granic¡ punktow¡ jest
1
x
.

Zadanie 6. Funkcja podcaªkowa jest wi¦ksza ni»
ln(2)

x2
dla x < 2, a wi¦c nie jest caªkowalna.

Zadanie 7. Odp: π. Po zamianie na wspóªrz¦dne walcowe mamy
∫
B
z
n

ln
[
r−2n(1 + r4n)

]
rdzdrdφ, gdzie

B = {r ∈ (0, 1), φ ∈ (0, 2π), z ∈ (0, 2)}. Granic¡ punktow¡ jest −2zr ln(r), a majorant¡ −2zr ln(r) + zr ln(2).

Zadanie 8. Po zamianie na wspóªrz¦dne walcowe mamy n2
∫
B ln(1 + r2

n
) ln(1 + z

n
)er

2
e−z

2
rdrdzdφ, gdzie

B = {r2 ≤ z2 ≤ 1−r2}. Granic¡ punktow¡ (i jednocze±nie majorant¡) jest r3er
2
ze−z

2
. Caªkujemy podstawiaj¡c

u = z2, a nast¦pnie w = r2.
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Caªka z parametrem

Zadanie 1. Niech

f(x) =

∫
R

cos(xy)

1 + |x|y2
dy .

Dla jakich warto±ci x ∈ R funkcja f jest okre±lona i ci¡gª¡ w x.
Zadanie 2. Niech f : [−1, 1]n → R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡. Udowodnij, »e funkcja

g(y) =

∫
[−1,1]n

f(x) sin(〈x,y〉)dλn(x)

Jest funkcj¡ klasy C1 na Rn. Sybmol 〈·, ·〉 oznacza tutaj standardowy iloczyn skalarny

w Rn.
Zadanie 3. Dla a > 0 oblicz pochodn¡ funkcji

g(a) =

∫ ∞
0

1− e−ax2

x2
dx .

Zadanie 4. Korzystaj¡c z wyników poprzedniego zadania wyznacz funkcj¦ g(a).
Zadanie 5. Niech f : R2 → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na [a, b] × [c, d]. Dla x, y ∈
(a, b)× (c, d) de�niujemy funkcj¦

F (x, y) :=

∫
[a,x]×[c,y]

f(u, v)dλ2(u, v) .

Wyka», »e ∂2F
∂x∂y = ∂2F

∂y∂x = f(x, y).

Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Odp: x ∈ R \ {0}. Mo»emy oszacowa¢ | cos(xy)

1+|x|y2 | ≤
1

1+|x|y2 co jest caªkowalne na R dla x 6= 0. Dla

x = 0 funkcja jest stale równa 1 i nie ma caªkowalno±ci. Dla x ∈ [a, b] ⊂ R \ {0} mamy wspólne oszacowanie

| cos(xy)

1+|x|y2 | ≤
1

1+min{|a|,|b|}·y2 , a wi¦c ci¡gªo±¢f(x) w (a, b) wynika z tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej.

Zadanie 2. Stosujemy twierdzenie o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki dla h(x,y) = f(x) sin(〈x,y〉) do pochod-
nych cz¡stkowych ∂yi oraz ∂yi∂yj . Wspólne (dla wszystkich y) oszacowanie przez funkcj¦ caªkowaln¡ uzyskamy
szacuj¡c sin(〈x,y〉) i cos(〈x,y〉) przez 1 oraz xi przez 1 na [−1, 1]n oraz korzystaj¡c z caªkowalno±ci f .

Zadanie 3. Odp: g′(a) =
√
π

2
√
a
. Stosujemy twierdzenie o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki. Kªad¡c f(x, a) :=

1−e−ax2

x2
mamy |f(x, a)| ≤ min{a, 1

x2
}, co jest caªkowalne na R+. Dla a ∈ (ε,+∞), ε > 0, mamy | ∂f(x,a)

∂a
| ≤

e−εx
2
, a wi¦c wspólne ograniczenie przez funkcj¦ caªkowaln¡. St¡d mo»emy wej±¢ z pochodn¡ pod caªk¦ i ró»-

niczkowalno±¢ g(a) na ka»dym przedziale (ε,+∞).

Zadanie 4. Odp: g(a) =
√
π · a. Odcaªkowuj¡c g′(a) =

√
π

2
√
a
dostajemy g(a) =

√
π · a + C dla a > 0. Ci¡gªo±¢

g(a) w zerze ªatwo uzasadni¢ z tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej i oszacowania |f(x, a)| ≤ min{a, 1
x2
}.

Oczywi±cie g(0) = 0, st¡d C = 0.
Zadanie 5. Liczymy z de�nicji, korzystaj¡c z (jednostajnej) ci¡gªo±ci f na zbiorze [a, b] × [c, d]. Mamy
∂F
∂x

= limh→0
1
h

∫ y
c

∫ x+h
x f(u, v)dudv =

∫ y
c f(x, v)dv. Analogicznie kolejne ró»niczkowanie daje nam ∂

∂y

(
∂F
∂x

)
=

f(x, y).
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Przestrze« funkcji caªkowalnych, splot

Zadanie 1. Rozstrzygnij czy funkcja

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2

jest caªkowalna na R2.

Zadanie 2. Czy funkcja f(x, y) = e−xy jest caªkowalna na R2
+?

Zadanie 3. Dla funkcji caªkowalnej f : R → R okre±lamy f̂(ξ) :=
∫
R f(x) sin(ξx)dx.

Wyka», »e:

a) f̂ : R→ R jest ci¡gªa i ograniczona.

b) Je±li fn → f w normie L1(R), to f̂n → f̂ jednostajnie.

c) Dla f = χ
[0,π], funkcja f̂ nie jest caªkowalna na R.

Zadanie 4. Rozwa»my f0(t) := χ
[0,1](t) i zde�niujmy indukcyjnie fn := f0 ∗ fn−1.

Udowodnij, »e

a) No±nik fn to [0, n+ 1].

b) fn ≥ 0.

c) fn na ka»dym przedziale [k, k+1], gdzie k ∈ Z jest wielomianem stopnia nie wi¦kszego

ni» n.

d) fn jest klasy Cn−1, dla n ≥ 1.

Zadanie 5. Rozwa»my funkcj¦ caªkowaln¡ f : Rn → R tak¡, »e
∫
Rn f(x)dλn(x) = 1.

Funkcj¦ g : Rn → R okre±lamy wzorem

g(y) =

∫
B(y,1)

f(x)dλn(x) .

Udowodnij, »e g jest caªkowalna na Rn (i ci¡gªa) i oblicz caªk¦
∫
Rn g(y)dλn(y).

Zadanie 6. Podaj przykªad ci¡gu fn ∈ L1(R) takiego, »e

a) fn → 0 w normie L1(R) ale dla ka»dego x ∈ R ci¡g fn(x) nie jest zbie»ny do 0.

b) fn(x)→ 0 punktowo, ale fn nie ma »adnego poci¡gu zbie»nego w normie L1(R).

Zadanie 7. Udowodnij, »e zbiór B = {f ∈ L1(R) | ‖f‖L1 ≤ 1} nie jest zwartym

podzbiorem L1(R).
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Odpowiedzi i wskazówki:
Zadanie 1. Nie. Na przykªad do±¢ ªatwo oszacowa¢ z doªu warto±¢ caªki z f na zbiorze 0 < y < x

2
przez

∫
0<y< x

2

x2(1− 1
4

)

x4(1 + 1
4

)2
dλ2(x, y) = c

∫ +∞

0

∫ z
x

2

0

1

x2
dydx = +∞ .

Inny sposób: przej±¢ do wspóªrz¦dnych biegunowych � dostajemy caªk¦
∫

1
r

(cos2 φ− sin2 φ)drdφ � mamy osobli-

wo±¢ typu
∫ 1
0

1
r

dr.
Zadanie 2. Nie. Funkcja jest staªego znaku, mo»emy wi¦c zastosowa¢ tw. Fubini'ego i dostajemy∫

R2
+

e−xydλ2(x, y) =

∫
R+

−1

y
e−xy

∣∣∣x=+∞

x=0
dy =

∫
R+

1

y
dy = +∞ .

Podobnie dowodzi si¦ u»ywaj¡c podstawienia biegunowego.
Zadanie 3. a) Mamy wspólne oszacowanie przez funkcj¦ caªkowaln¡ |f(x) sin(ξx)| < |f(x)|, sk¡d ograniczono±¢

i ci¡gªo±¢ (tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej). b) |f̂n(ξ) − f̂(ξ)| ≤
∫
R |fn(x) − f(x)| · | sin(ξx)|dx ≤∫

R |fn(x)− f(x)|dx = ‖fn − f‖L1(R) i oszacowanie nie zale»y od ξ. c) f̂(ξ) =
1−cos(ξπ)

ξ
. Do±¢ ªatwo oszacowa¢ z

doªu caªk¦ z moduªu tej funkcji przez sum¦ szeregu harmonicznego.
Zadanie 4. a) �atwo sprawdzi¢, »e supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g), supp oznacza tutaj no±nik funkcji, za± +
sum¦ algebraiczn¡ zbiorów. b) splot funkcji nieujemnych jest nieujemny � caªkujemy iloczyn funkcji nieujemnych.

c) indukcyjnie � fn(x) =
∫ 1
0 fn−1(x − t)dt � dla x ∈ [k, k + 1] caªkujemy wielomian, wynikiem jest wielomian

wy»szego stopnia. d) indukcyjnie fn(x) =
∫ x+1
x fn−1(t)dt = Fn−1(x+ 1)−Fn−1(x), gdzie Fn−1 oznacza funkcje

pierwotn¡ fn−1. Je±li fn−1 byªo klasy Cn−2 to Fn−1 jest klasy Cn−1.
Zadanie 5. Ci¡gªo±¢ g wynika z ci¡gªo±ci caªki jako funkcji zbioru. Stosuj¡c tw. Fubini'ego (dlaczego mo»na?)
mamy ∫

Rn
g(y)dλn(y) =

∫
Rn

∫
B(y,1)

f(x)dλn(x)dλn(y) =

∫
A
f(x)dλ2n(x,y) ,

gdzie A = {(x,y) ∈ R2n | ‖x− y‖ < 1}. A zatem∫
A
f(x)dλ2n(x,y) =

∫
Rn

∫
B(x,1)

f(x)dλn(y)dλn(x) = λn(B(0, 1))

∫
Rn

f(x)dλn(x) .

Zadanie 6. a) Wystarczy aby dla ka»dego x co pewien czas warto±¢ fn(x) wynosiªa 1. �atwo zbudowa¢ taki
przykªad dla funkcji na odcinku [0, 1] � patrz rozwi¡zanie zadania 2 w dziale zadnia ró»ne. T¦ konstrukcj¦ mo»na
rozszerzy¢ kªad¡c na przykªad Fn(x) =

∑∞
k=0

1
k2
fn(x)(χ[k,k+1](x) + χ

[k,k+1](−x)), gdzie fn to funkcja z tego
rozwi¡zania. Innymi sªowy: na ka»dym odcinku caªkowitoliczbowym [k, k + 1] skonstruowana funkcja Fn to
funkcja fn przeskalowana w taki sposób, aby mie¢ caªkowalno±¢ na caªym R. b) Rozwi¡zaniem jest w¦druj¡cy
pagórek fn(x) = χ

[n,n+1](x). Oczywi±cie mamy zbie»no±¢ punktow¡ do 0, ale ‖fn − fm‖L1 = 2 gdy m 6= n, a

wi¦c nie ma »adnego podci¡gu w fn b¦d¡cego ci¡giem Cauchy'ego w przestrzeni L1(R).
Zadanie 7. Przykªad z punktu b) z poprzedniego zadania rozwi¡zuje problem. Mamy ci¡g funkcji ‖fn‖ ≤ 1 i
‖fn − fm‖ > 1. Wówczas A = {fn | n ∈ N} jest domkni¦tym podzbiorem kuli B, a zatem gdyby B byªa zwarta
to równie» A byªby zwarty, a jak wiemy ten ci¡g nie ma »adnego podci¡gu zbie»nego.
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Miara i caªka na podrozmaito±ciach

Zadanie 1. Oblicz dªugo±¢ krzywych

1. γ = {(3t, 3t2, 2t3) | t ∈ [0, 1]},

2. η = {(e−t cos t, e−t sin t, e−t) | t ∈ R+}.

Zadanie 2. Wyznacz poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci krzywych z poprzedniego zadania.

Zadanie 3. Wyznacz poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci jednorodnego drutu w ksztaªcie ªuku

krzywej o równaniu r = 1 + cosφ, gdzie φ ∈ [0, π].

Zadanie 4. Krzywa γ jest zadana we wspóªrz¦dnych sferycznych

(x, y, z) = (r cosβ cosφ, r cosβ sinφ, r sinβ)

gdzie r ∈ R+, β ∈ (−π
2 ,

π
2 ) i φ ∈ (0, 2π); zale»no±ci¡ γ = {(r(t), β(t), φ(t)) | t ∈ [a, b]}.

Wyka», »e

l(γ) =

∫
[a,b]

√
r′(t)2 + r(t)2 (β′(t)2 + cos2(β(t))φ′(t)2) dt .

Zadanie 5. Oblicz moment bezwªadno±ci sfery o promieniu R i jednorodnej g¦sto±ci

powierzchniowej ρ wzgl¦dem osi przechodz¡cej przez jej ±rodek.

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ ∫
F
xyzdσ2(x, y, z)

gdzie F to brzeg kostki sze±ciennej {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ x, y, z ≤ 1}.
Zadanie 7. Niech f(x) = (1− x2/3)3/2, x ∈ [0, 1]. Obliczy¢ pole powierzchni powstaªej

w wyniku peªnego obrotu wykresu funkcji f wokóª osi OX.

Zadanie 8. Oblicz obj¦to±¢ bryªy powstaªej w wyniku obrotu obszaru

a) {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ 5x2, 0 ≤ x ≤ 2} wokóª osi OX,

b) {(x, y) ∈ R2 | x2 ≤ y ≤ 20, 0 ≤ x ≤ 2} wokóª osi OY .

Zadanie 9. Oblicz caªk¦ powierzchniow¡∫
Σ

√
z

1 + 2z
dσ2 ,

gdzie Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | 2z = x2 + y2 ≤
√
x}.

Zadanie 10. Na powierzchni walca W = {(x, y, z) | x2 + y2 = 1, 0 < z < 1} le»y zbiór

A, mierzalny wzgl¦dem miary powierzchniowej na W . Poªó»my A<t = A ∩ {z < t} i

f(t) = σ2(A<t). Wyka», »e
∫ 1

0 f(t)dt =
∫
A(1− z)dσ2(x, y, z).

Zadanie 11. Rozwa»my krzyw¡ gªadk¡ γ ⊂ R3 zawart¡ w pªaszczy¹nie z = h i sto»ek po-

wstaªy przez poª¡czenie punktów tej krzywej z punktem (0, 0, 0). Wyka», »e powierzchnia

tak otrzymanego sto»ka jest nie mniejsza ni» 1
2hl(γ), gdzie l(γ) oznacza dªugo±¢ wyj±cio-

wej krzywej. Znajd¹ wszystkie krzywe dla których zachodzi równo±¢.
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Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Odp: a) 5, b)
√

3.
Zadanie 2. Odp: a) ( 9

5
, 33

25
, 7

10
) b) ( 2

5
, 1

5
, 1

2
).

Zadanie 3. Odp: ( 2
5
, 2

5
).

Zadanie 4.
√
r′(t)2 + r(t)2 (β′(t)2 + cos2(β(t))φ′(t)2) to dªugo±¢ pochodnej (x(t), y(t), z(t)).

Zadanie 5. Odp: 2
5
MR2, gdzie M = 4πR2ρ to masa sfery. Trzeba policzy¢ caªk¦

∫
S2(0,R) ρ · (x

2 + y2)dσ2.

Wygodnie jest pracowa¢ we wspóªrz¦dnych walcowych, b¡d¹ biegunowych.
Zadanie 6. Odp: 3

4
. Brzeg kostki to zbiór, w którym co najmniej jedna z nierówno±ci 0 ≤ x, y, z ≤ 1 staje si¦

równo±ci¡. Oczywi±cie brzegi, na których jedna ze wspóªrz¦dnych jest zero nic nie wnosz¡ do caªki. Caªka z xyz
na kwadracie B1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = 1, 0 ≤ y, z ≤ 1} wynosi 1

4
. Z symetrii pozostaªe dwa nietrywialne kawaªki

brzegu (odpowiednio, gdy y = 1 i z = 1) wnosz¡ taki sam wkªad do caªki.

Zadanie 7. Odp: 6
5
π. Korzystamy z reguªy Pappusa-Guldina: S = 2π

∫ 1
0 f(x) ·

√
1 + f ′(x)2dx.

Zadanie 8. Odp: a) 180π; b) 72π.

Zadanie 9. Odp:
√

2
3
.

Zadanie 10. Rozwa»my parametryzacj¦ walca ψ : (φ, z) 7→ (cosφ, sinφ, z). Wowczas

∫ 1

0
f(t)dt =

∫ 1

0

(∫ t

0

∫ 2π

0

χ
Adφdz

)
dt

Fubini
=

∫ 1

0

(∫ 1

z

∫ 2π

0
dφdt

)
dz =

∫ 1

0

∫ 2π

0
(1− z)χAdφdz .

Zadanie 11. Rozwa»my parametryzacj¦ t 7→ (x(t), y(t), h) krzywej γ, gdzie t ∈ [a, b]. �atwo si¦ przekona¢, »e
(t, z) 7→ ( z

h
x(t), z

h
y(t), z), gdzie (t, z) ∈ K = [a, b] × [0, h] jest parametryzacj¡ powierzchni sto»ka. Wzór na pole

powierzchni daje

σ2(S) =

∫
K

√
z2

h2
[x(t)y′(t)− y(t)x′(t)]2 +

z2

h2
[x′(t)2 + y′(t)2]dλ2(t, z) ≥∫

K

z

h

√
x′(t)2 + y′(t)2dλ2(t, z) =

1

2
hl(γ) .

Równo±¢ zachodzi gdy x(t)y′(t)− y(t)x′(t) = 0 co po prostych rachunkach prowadzi do równania prostej przecho-

dz¡cej przez (0, 0).
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Zadania ró»ne

Zadanie 1. Ci¡g funkcji caªkowalnych fn : Rn → R speªnia warunek
∫
A(fn)2dλn ≤ C

dla pewnej staªej C > 0 i wszystkich n. Wyka», »e ci¡g 1
nfn jest zbie»ny do 0 p.w. na A.

Zadanie 2. Funkcje mierzalne nieujemne fn : R → R speªniaj¡ warunek
∫
R fn <

1
n .

Czy ci¡g fn jest zbie»ny do 0 p.w.?

Zadanie 3. Funkcja f : R3 → R jest ci¡gªa, oraz
∫
B(0,1) f(x)dλ3(x) = 0, gdzie B(0, 1)

to kula jednostkowa. Wyka», »e istnieje czworo±cian foremny K o dodatniej mierze taki,

»e
∫
K f(x)dλ3(x) = 0.

Zadanie 4. Rozwa»my zbiór mierzalny sko«czonej miary A ⊂ R2. Wyka», »e istnieje

prosta l ⊂ R2 taka »e λ2(A−) = λ2(A+), gdzie A− i A+ oznaczaj¡ cz¦±ci zbiorów le»¡ce

po lewej i po prawej stronie prostej l.

Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Zauwa»my, »e 1
n
fn(x) 6→ 0 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje a > 0 takie, »e dla ka»dego n0 istnieje

n > n0 takie, »e | 1
n
fn(x)| > a. Dla ustalonego a oszacujemy miar¦ zbioru x które maj¡ tak¡ wªasno±¢. Zauwa»my,

»e

λn
(
{x | |

1

n
fn(x)| > a}

)
· n2a2 ≤

∫
Rn

fn(x)2dλn(x) < C ,

sk¡d λn
(
{x | | 1

n
fn(x)| > a}

)
< C

n2a2
. Teraz miar¦ zbioru x takich, »e nierówno±¢ | 1

n
fn(x)| > a zachodzi dla

pewnego n > n0 szacujemy przez sum¦ miar takich zbiorów po n ≥ n0, a wi¦c przez
∑∞
n=n0

C
n2a2

, co jest ogonem
szeregu zbie»nego, a wi¦c d¡»y do 0 przy ustalonym a, dla n0 →∞.
Zadanie 2. Nie. Próbuj¡c post¦powa¢ jak w poprzednim zadaniu dostaniemy oszacowanie na zbiór punktów
x ∈ R w których fn(x) nie zbiega do 0 przez ogon szeregu harmonicznego

∑
n

1
n
, który jest rozbie»ny. Odpowiedni

kontrprzykªad mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co: na odcinku [0, 1] kolejno odkªadamy jeden po drugim odcinki dªugo±ci
1
n
, ewentualnie przesuwaj¡c cz¦±¢ wystaj¡c¡ ponad 1 z powrotem do 0, a wi¦c A1 = [0, 1], A2 = [0, 1

2
], A3 = [ 1

2
, 5

6
],

A4 = [ 5
6
, 1] ∪ [0, 1

12
], A5 = [ 1

12
, 17

60
], itd i bierzemy fn(x) = χ

An (x). Wówczas oczywi±cie
∫
R fn = 1

n
oraz dla

ka»dego x ∈ [0, 1] fn(x) = 1 dla niesko«czenie wielu n, a zatem fn(x) 6→ 0 na [0, 1].
Zadanie 3. Rozwa»my pokrycie kuli jednostkowej przeliczaln¡ rodzin¡ czworo±cianów B(0, 1) =

⋃
i∈NKi, tak

»e s¡siednie czworo±ciany stykaj¡ si¦ tylko brzegiem, a wi¦c λ3(Ki ∩ Kj) = 0 gdy i 6= j. Z addytywno±ci caªki
0 =

∫
B f =

∑
i

∫
Ki

f . Mo»liwe s¡ dwie sytuacje: 1. dla ka»dego i ∈ N zachodz
∫
Ki

f = 0 i po zadaniu, 2. istniej¡

indeksy i+, i− ∈ N takie, »e
∫
Ki+

f > 0 >
∫
Ki−

f . Rozwa»my rodzin¦ czworo±cianów Kt = tKi− + (1 − t)Ki+ ,

gdzie t ∈ [0, 1]. Z ci¡gªo±ci f i ci¡gªo±ci caªki jako funkcji zbioru mamy, »e F (t) :=
∫
Kt

f jest funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡,

»e F (0) < 0 < F (1). Z wªasno±ci Darboux F przyjmuje warto±¢ 0 w pewnym punkcie odcinka [0, 1].
Zadanie 4. Ustalmy punkt p ∈ R2 i poprowad¹my przez niego dowoln¡ prost¡ l0. Poprzez lφ oznaczmy
prost¡ powstaª¡ z obrotu l0 wokóª punktu p o k¡t φ i odpowiednio niech A−(φ) oraz A+(φ) oznaczaj¡ cz¦±ci
zbioru A wyznaczone przez prost¡ lφ. Funkcja f(φ) = λ2(A+(φ))− λ2(A−(φ)) jest ci¡gªa (to wymaga pewnego
uzasadnienia, na przykªad korzystaj¡cego z jednego z twierdze« Lebesgue'a o zbie»no±ci) i oczywi±cie f(0) =
−f(π), wi¦c z wªasno±ci Darboux f(φ) = 0 dla pewnego k¡ta.


