
Zadanie 4 � rozwi¡zanie wzorcowe i kryteria oceniania

Zad. 4. Oblicz caªk¦ z formy ω � xz2dy ,dz � yz2dx,dz � zdx,dy po powierzchni S ���x, y, z� > R3 S x2 �y2 � tg�z�, z > �0, π~3�� zorientowanej tak, »e wektor n �
1º
2
�1,0,�1�

jest wektorem normalnym zewn¦trznym do S w punkcie �1,0, π4 �.
Kryteria oceniania

Rozwi¡zanie z u»yciem tw. Stokesa:

� do 4 pt. U»ycie tw. Stokesa z policzeniem dω (1 pt.) i prawidªow¡ identy�kacj¡
obydwu kawaªków brzegu ∂M � S 8D (2 pt.).

� do 2 pt. Obliczenie RM dω.

� do 2 pt. Obliczenie RD ω.
� do 2 pt. Prawidªowe zorientowanie wszystkich skªadników.

Rozwi¡zanie rachunkowe:

� do 2 pt. Prawidªowe sparametryzowanie powierzchni S.

� do 3 pt. Obliczenie cofni¦cia formy ω wzgl¦dem parametryzacji.

� do 3 pt. Obliczenie caªki z cofni¦tej formy.

� do 2 pt. Prawidªowe wyznaczenie orientacji.

Bª¦dy rachunkowe (do±¢ liczne) traktowaªem raczej ªagodnie.

Rozwi¡zanie 1 � z tw. Stokesa. Rozwa»any zbiór wygl¡da jak ro»ek do lodów i jest
fragmentem brzegu zbioru

M � ��x, y, z� > R3 S x2 � y2 B tg �z� , z > �0, π~3�� .
�ci±lej mówi¡c ∂M jest sum¡ zbioru S i �denka�

D � ��x, y, z� S z � π
3
, x2 � y2 � tg �π

3
� �

º
3� .

Z twierdzenia Stokes'a i addytywno±ci caªki
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przy czym rozwa»ane zbiory nale»y odpowiednio zorientowa¢. Przyjmuj¡c standardow¡
orientacj¦ M ` R3 (w której dx , dy , dz jest form¡ obj¦to±ci), ªatwo otrzymujemy
orientacje S i D tak jak na rysunku, a wi¦c standardowa orientacjaM indukuje orientacj¦
S tak¡ jak w zadaniu.
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Zauwa»my, »e dω � dx,dy,dz, wobec czego RM dω � λ3�M�. T¦ wielko±¢ ªatwo obliczy¢
u»ywaj¡¢ podstawienia biegunowego (albo jeszcze pro±ciej z tw. Fubini'ego zauwa»aj¡c,
»e zbiory M 9 �z � const� to koªa o promieniu

»
tg�z�), a wi¦c
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dz � �π ln�cos z�Uπ3
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� π ln 2 .

Z kolei na denku D wspóªrz¦dna z jest stale równa π
3 , a zatem dz � 0 i w konsekwencji

ωSD �
π
3dx , dy. �atwo zauwa»y¢, »e dx , dy jest form¡ obj¦to±ci na D przy rozwa»anej

orientacji, st¡d
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Ostatecznie RS ω � π ln 2 � π2º
3
.

Rozwi¡zanie 2 � bezpo±redni rachunek. W podstawieniu

Φ � x �

»
tan�z� cosα, y �

»
tan�z� sin�α�, z � z ,

rozwa»ana forma przyjmuje posta¢ (do±¢ zªo»ony rachunek)

Φ�ω � ��z2 tg�z��cos2 α � sin2 α� � z 1

2 cos2�z��dα , dz .

Przyjmijmy, »e dziedzina �α, z� > �0,2π�� �0, π3 � jest zorientowana tak, »e α jest pierwsz¡
zmienn¡, a z drug¡. Prosty rachunek pokazuje wówczas, »e indukowana orientacja w
obrazie w punkcie Φ�α � 0, z � π

4 � � �1,0, π4 � jest zadana przez baz¦ uporz¡dkowan¡

v1 �D�0,π
4
�Φ�1,0�T � �0,1,0�, v2 �D�0,π

4
�Φ�0,1�T � �1,0,1� .



Wobec v1 � v2 � �1,0,�1�, co jest równolegªe ze zwrotem zgodnym do n �
1º
2
�1,0,�1�,

wnosimy »e rozwa»ana parametryzacja jest zgodn¡ z orientacj¡ dan¡ w zadaniu . Wobec
tego pozostaje scaªkowa¢
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Caªka z �cos2�α� � sin2�α�� po peªnym k¡cie znika, st¡d
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0
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3
.

Oczywi±cie mo»na stosowa¢ te» inne podstawienia, np.

Ψ � x � x, y � y, z � arctg�x2 � y2� albo Υ � x � r cos�α�, y � r sin�α�, z � arctg�r2�.
Prowadzi to do rachunków podobnej trudno±ci co wy»ej.

Michaª Jó¹wikowski, 19 czerwca 2019.


