Zadanie 4 — rozwiazanie wzorcowe i kryteria oceniania

Zad. 4. Oblicz catke z formy w = z22dy Adz + yz?dz Adz + zdz A dy po powierzchni S =
{(x,y,2) e R | 22 +1? = tg(2), 2 € [0,7/3]} zorientowanej tak, ze wektor n = %[1,07 -1]
jest wektorem normalnym zewngtrznym do S w punkcie (1,0, 7).

Kryteria oceniania
Rozwigzanie z uzyciem tw. Stokesa:

e do 4 pt. Uzycie tw. Stokesa z policzeniem dw (1 pt.) i prawidlowa identyfikacja
obydwu kawaltkoéw brzegu OM = Su D (2 pt.).

e do 2 pt. Obliczenie [, dw.

e do 2 pt. Obliczenie [, w.

e do 2 pt. Prawidtowe zorientowanie wszystkich sktadnikéw.
Rozwigzanie rachunkowe:

e do 2 pt. Prawidtowe sparametryzowanie powierzchni S.

do 3 pt. Obliczenie cofniecia formy w wzgledem parametryzacji.

do 3 pt. Obliczenie calki z cofnietej formy.

do 2 pt. Prawidlowe wyznaczenie orientacji.

Bledy rachunkowe (doé¢ liczne) traktowalem raczej tagodnie.

Rozwigzante 1 — z tw. Stokesa. Rozwazany zbior wyglada jak rozek do lodéw i jest
fragmentem brzegu zbioru

M={(z,y,2) eR® | 2® + 1y <tg(2),z € [0,7/3]} .

Sciglej mowiac OM jest suma zbioru S i ,denka”

D ={(z,y,2) | z=%,x2+y2=tg(g)=\/§} )

7 twierdzenia Stokes’a i addytywnosci catki

/dw=[ w=/w+/w, a zatem [w=/dw—[w
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przy czym rozwazane zbiory nalezy odpowiednio zorientowaé¢. Przyjmujac standardowa
orientacje M c R?® (w ktorej dx A dy A dz jest forma objetosci), tatwo otrzymujemy
orientacje S i D tak jak na rysunku, a wiec standardowa orientacja M indukuje orientacje
S taka jak w zadaniu.
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Zauwazmy, ze dw = dzAdy Adz, wobec czego [, dw = X3(M). Te wielkosé¢ tatwo obliczy¢
uzywaja¢ podstawienia biegunowego (albo jeszcze prosciej z tw. Fubini’ego zauwazajac,
ze zbiory M n {z = const} to kota o promieniu \/tg(z)), a wiec

O wy
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)\S(M)=/037r tg(z) dz=7r/03 :;I;zdz=—7rln(cosz)| =7ln2 .

Z kolei na denku D wspolrzedna z jest stale rowna %, a zatem dz = 0 i w konsekwencji
wlp = gdz A dy. Latwo zauwazy¢, ze dz A dy jest forma objetosci na D przy rozwazanej

orientacji, stad
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Rozwigzanie 2 — bezposredni rachunek. W podstawieniu
®: z=+/tan(z) cosa, y =+/tan(z)sin(a), 2=z,

rozwazana forma przyjmuje postaé¢ (dos¢ ztozony rachunek)

1

————|danadz.
2COS2(Z)] ands

d*w = [(2?tg(2)(cos* a —sin®a) - z

Przyjmijmy, ze dziedzina (a, 2) € [0,27] x [0, 5] jest zorientowana tak, Ze o jest pierwsza
zmienng, a z druga. Prosty rachunek pokazuje woéwczas, ze indukowana orientacja w
obrazie w punkcie ®(a =0,z = %) = (1,0, §) jest zadana przez baze uporzadkowana

U1 = D(O,%)@[lao]T = [07 170]7 Vg = D(O,%)q)[oa l]T = [1707 1] :



Wobec vy x vy = [1,0,-1], co jest rownolegte ze zwrotem zgodnym do n = %[1,0, -1],
wnosimy ze rozwazana parametryzacja jest zgodna z orientacja dana w zadaniu . Wobec
tego pozostaje scalkowaé
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Calka z (cos?(a) —sin?(a)) po pelnym kacie znika, stad
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w=-m- ztg'(z)dz "= —-m-[ztg(z) —In(cos(z =rln2-—.
[w=-m [T 2tg2) [ t8(2) - In(cos(=))] | s
Oczywiscie mozna stosowac tez inne podstawienia, np.
U: z=x y=y, z=arctg(z®+y*) albo T: z=rcos(a), y=rsin(a), z=arctg(r?).

Prowadzi to do rachunkéw podobnej trudnosci co wyzej.

Michat Jozwikowski, 19 czerwca 2019.



