AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 13 czerwca 2019

Twierdzenie Stokes’a i1 jego klasyczne wersje
Omdwienie zadar, domowych
Zadanie 1. Oblicz granice
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Powodzenia na egzaminie!!!
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Twierdzenie Stokes’a i jego klasyczne wersje
Klasyczne wersje twierdzenia Stokes’a w R>.
Niech a = (a1,a2,a3) : R® > R? bedzie polem wektorowym w R>. Mozemy z nim stowarzyszyé nastepujgce
formy
wa(v) = (a,v) oraz Na(v, w) = (a,v x w) .

Zatem wq = a1dx1 + azdxs + azdxs oraz N = a1dxa A dxs + azdas Adxy + asdxr Adze. Widaé sted, ze w
R? kaida 1-forma jest postaci wa, zas kaida 2-forma jest postaci ne dla pewnego pola a.
Niech S ¢ R® bedzie powierzchnig 2-wymiarowq z brzegiem dS. Calke

f wa=f (a,t)do" |
as as

gdzie t oznacza wektor jednostkowy stycany do konturu dS (zgodnie z orientacjq), a do’ miare powierzch-
niowq na 0S5, nazywamy krazeniem pola a wokdt konturu 0S.

Catke
[ 1= [ {a,n)do”,
S S

gdzie n oznacza wektor jednostkowy prostopadty do powierzchni S (zgodnie z orientacjq), zas do? oznacza
miare powierzchniowg na S, nazywamy strumieniem (przeptywem) pola a przez powierzchnie S.

Z twierdzenia Stokes’a mamy
f Wa = f dwg, -
as s

Rézniczkujge forme wq tatwo dostaniemy, ze dwe = Thota, gdzie Tota =V x a = [(ag); - (a2)%,(a1), -
(a3)i, (a2)% — (a1)y]. Powyzsze pole wektorowe nazywamy rotacja (wirowoscia) pola a.

Rozwazmy teraz rozmaitosé tréjwymiarowg M c R 2z braegiem M. Ponownie korzystajgc tw. Stokes’a

mamy
f Na = f dne .
oM M

Forme po prawej stronie mozemy zapisaé jako dne = div(a) - dz A dy A dz, gdzie div(a) = Voa =
(a1)% + (az2)y + (as)%. Powyzszq funkcje nazywamy dywergencja (zroédtowoscia) pola a.

Zadanie 1. Oblicz dywergencje i rotacje poél wektorowych

a) F(z,y,2) = [z,y,2],

b) G(:):,y,z) = [y,—x,O],

c) H(z,y,z) = ﬁ[x,y,z].

Zadanie 2. Dla pola wektorowego F(z,y,2) = (1,zy,2) oraz obszaru Q = {22 + 32 <
322,z € (0,3)}, policz niezaleznie od siebie calki [, div FdA?, [,o(F,n)do? oraz [y, nr,
gdzie n to wektor normalny zewnetrzny do 0.

Dom 1. Dokoriczy¢ ostatnie zadanie, w szczegélnosci wyznaczyé pole wektoréw normal-
nych n do 9Q i miare powierzchniowg na 0. Zwro¢ uwage, ze 0€) sktada sie z dwoch
kawatkow.

Dom 2. Rozwazmy funkcje gtadka f: R® - R i pole wektorowe F : R3 - R3. Wykaz,
ze rot(V f) = 0 oraz div(rot F') = 0. Oblicz div(Vf).
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Twierdzenie Stokes’a

Omdwienie zadari domowych.

Kartkowka

Zadanie 1. Rozwazmy forme w = 222¢¥*dy A dz. Znajdz (jakas) funkcje f:R® - R aby
forma a =w + f(x,y,2z)dx A dz byla zamknieta, tzn. da = 0.

Zadanie 2. Wykaz, ze przyporzadkowanie

U1 V2 U3
w(z,y,2) : (v,w) —det| wy we w3

1+sinx ycosz 0

okregla 2-forme w € Q2(R3). Oblicz calke z tej formy po zbiorze
M={(z,y,2) | > +2*=(1-sinz)%,0<z < %} ,

zorientowanym tak, ze zewnetrznym wektorem normalnym do M w punkcie (0,0, 1) jest
wektor [1,0,1].

Dom 1. Zrobi¢ ostatnie zadanie bez korzystania z tw. Stokesa.
Dom 2 (Pisemnie na 6 czerwca). Oblicz catke

*(zdy Adz +ydz Adz + zdx A d
j92(0,R)T (zdy Adz + ydz Adz + 2dz Ady)

gdzie a € R, r = \/22 +y2 + 22, za$ S?(0, R) oznacza sfere o srodku O i promieniu R z
naturalng orientacja pochodzaca od kuli B(0, R).
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Catkowanie wielo-form, twierdzenie Stokes’a
Zastawienie podstawowych wtasnosci réozniczki zewnetrzney:

d(anB) = (da)AB+(-1)"%an(dB), d(dw)=0, ®*dw=d(®*w),
gdzie o, B,w to formy rézniczkowe, a © jest odwzorowaniem gtadkim.
Kilka uwag o orientacji:
1. Rozmaito$é, ktora jest brzegiem obszaru (lub tez podzbiorem takiego brzegu) jest orientowalna.
2. Na rozmaitosé orientowalnej i spdjnej orientacje wystarczy zadaé w jednym punkcie.

3. Na powierzchni 2-wymiarowej M c R® podanie orientacji jest réwnowazne wskazaniu pola wekto-
réw normalnych do M : bazie uporzqdkowanej {vi,v2} ¢ T M przypisujemy wektor vi xve L T M.

Omdwienie zadan domowych.

Zadanie 1. Oblicz catke

fdyAdz+dzAdm+d$Ady
s oz Y z

po zbiorze S = {(z,y,2) e R® | 22 = 22 + 9,1 < 2z < 2}. Gdzie orientacja jest zadana przez
pole wektoréw normalnych skierowanych do osi OZ.

Zadanie 2. Oblicz pole obszaru w R, x R, ograniczonego krzywa (z +y)* = 2%y.
Wskazowka: rozwaz punkty przeciecia badanej krzywej z prostymi y = tx.

Dom 1. Doliczy¢ ostatnie zadanie.
Dom 2. Oblicz catke

/Szdx/\dy+xdy/\dz+ydx/\dz,

gdzie S = {(z,y,2% +y?) | 22 + y? < 1} z dowolnie wybrang orientacja.
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Catkowanie wielo-form, twierdzenie Stokes’a

Omdwienie zadania domowego

Zadanie 1. Oblicz cofnigcie formy w = da A dy A dz za pomocg odwzorowania ®(u,v) =
(uv,u?, 3u +v). Uzasadnij wynik bez wykonywania obliczen.

Definicja. Powiemy, ze dwie bazy {e1,...,er} oraz {f1,..., fr} zadaja te¢ samg orientacje przestrzeni
wektorowej R*, gdy wyznacznik macierzy przejécia miedzy nimi jest dodatni. Kazda przestrzer wekto-
rowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.

Orientacjg rozmaitosci rézniczkowej, nazywamy zgodny wyboér orientacji jej wszystkich przestrzeni stycz-
nych. Intuicyjnie rozumiemy, ze wybrane orientacje zmieniaja sie¢ w sposob ciaglty od punktu do punktu.

Formalna definicja wymaga wprowadzenia pojecia atlasu zorientowanego. Nie wszystkie rozmaitosci da
sie zorientowaé (np. wstega Moebiusa). Te ktore dopuszczaja orientacje nazywamy orientowalnymi.

Definicja (Calka z k-formy rézniczkowej). Dla zbioru otwartego U c R z kanoniczna orientacja
{e1,-,ex} definiujemy

f F(@)dws A Aday = f F(@)d\F (a)

U U

a wiec catka z k-formy f(x)dzi A - Adxy pokrywa si¢ ze standardowa catky Lebesgue’a, z dokladnoscia,
do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Forme dzi A --- A dxi nazywamy formg objetosci.
Calke z formy rézniczkowej na podrozmaitosci definiujemy przechodzac od krzywych do plaskich wspol-
rzednych.
Niech S c¢ R" bedzie k-wymiarowa podrozmaitoscig zorientowana. Catke z k—formy o € Q¥(R™) na S

definiujemy jako
/a:f ®*a,
s U

gdzie ® : U - R" jest dowolna parametryzacja S = ®(U) zgodna z orientacja S. To znaczy, jesli
{e1,...,ex} jest standardowy orientacjg R”, to baza {D®(e1),..., D®(ex)} jest zgodna z orientacja S.
Zadanie 2. Oblicz catke z formy o = xdy A dz po potdwce torusa sparametryzowanej
nastepujaco (x = (4 + cosa)cosf,y = (4 + cosa)sinf, z = sina), gdzie «a € [0,27] i
6 € [0,7]. Przyjmujemy, ze orientacja torusa jest dziedziczona z orientacji da A df w R?
Za, POMocy rozwazanej parametryzacji.
Rozniczke zewnetrzng d : QF(R™) - Q" (R™) mozna zdefiniowaé poprzez nastepujgce wlasnosci:

e dla funkcji f:R" >R, df =Y, %dxi, a wiec df to znana juz rézniczka zewnetrzna funkcyi,

e d(df) =0,

e dla dowolnych form o i B, zachodzi d(a A B8) = (da) A B+ (-1)*a A (dB).
W praktyce wystarczy wzor d (Z(i():-n:ik) fiodmi; A A dxik) = (Z(ig,...ip) i Admiy A Aday,.

Zadanie 3. Oblicz d(zdy A dz).
Zadanie 4. Wykaz, ze dla formy w = g(x,y)dx + h(x,y)dy warunek dw = 0 jest rowno-
wazny warunkowi koniecznemu istnienia funkcji pierwotnej dla w, a wigc g, = hy,.

Twierdzenie (Stokes’a). Niech M c R™ bedzie (k+1)-wymiarowq zorientowanqg rozmaitosciq z brzegiem
OM. Rozwazmy k-forme w € QF(R™), wiwczas

fdw:f w,
M oM

gdzie OM ma naturalng orientacje dziedziczong z M :
ory = {n,oran} .

n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu OM skierowany na zewngtrz M.



Twierdzenie Stokes’a stanowi daleko idgce uogdinienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy.
Zadanie 5. Korzystajac z twierdzenia Stokes’a oblicz pole wnetrza elipsy

E ={(acos¢,bsing) | p€[0,27]} .

Zadanie 6. Oblicz catke z zadania o torusie korzystajac z twierdzenia Stokes’a. Zauwaz,
ze rozwazany zbior nie byt pelnym brzegiem pottorusal

Dom 1. Oblicz dw dla

_ axdy-ydz
Low==73 o

2. w= Cl?y223dm Ady—y22x3dyAdz,
3. W= Yigigjea Tijdxi Aday.

Dom 2. Sprawdz twierdzenie Stokes’a dla M = B(0,1) c R? i w = yexp(z? + y?)dz.
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Wprowadzenie do wieloform

Zadanie 1. Oblicz a A a, gdzie o = Y3, Zj;iﬂ fij(x)dz’ A da?

Kartkowka

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy forma w = e¥dx + (xe? + y)dy jest rézniczka jakiejs funkcji
gladkiej f:R? > R. Jesli tak, to wskaz taks funkcje.

Zadanie 3. Zbada¢, czy forma w = |z + y|dz + | + y|dy ma w R? wlasnosé¢ niezaleznosci
catki od drogi?

Zadanie 4. Niech F = (f,g,h) : R? - R? bedzie polem wektorowym (gtadkim odwzoro-
waniem z R3 w R?). Wykaz, ze odwzorowanie:

a(@): (B3 (v,w) —> (F(2),v x w) € R

jest 2-forma rozniczkowa w R3. Wyraz te forme w bazie {dz,dy,dz}.

Dla wieloform mozemy zdefiniowaé operacje cofania analogicznie jak dla 1-form.

Definicja. Cofnieciem (przeciggnieciem, albo pull-backiem) formy w € Q" (U) za pomoca odwzorowania
gladkiego ® : V - U nazywamy forme ®*w € Q" (V) okreslona wzorem

*w(x)[v1, -, vk] = w(®(x))[Da®[v1], -, Du®[vi]] -

Praktyczna metoda liczenia przeciggnieé pozostaje bez zmian dla wieloform: do wzoréw na w w U wsta-
wiamy wyrazenia wynikajgce z odwzorowania ®. Wynika to z faktu, Ze operacja cofania jest przemienna
z operacjami rozniczki zewnetrznej d 1 produktem A:

Lemat. Dla form o, € Q*(U) i funkcji f € C”(U) zachodzqg wzory ®*(a A B) = (P*a) A (P*5),
" f(x) = f(®(x)), oraz D" (da) =d(P* ).

Zadanie 5. Oblicz forme dxady we wspotrzednych biegunowych (z = rcos ¢,y = rsin ¢).
Zadanie 6. Znajdz ®*w dla ®(u,v) = (uv,u?,3u +v), w = ydz A dz.

ydr—xdy

Dom 1 (pisemnie na 23 maja). Zbadac, czy forma w = % . ma w obszarze
Te+TY+Y

U = R? \ {0} wlasnos¢ niezaleznosci catki od drogi.
Dom 2. Znajdz 2-forme « = xdy Adz +ydz Adx + zdx Ady we wspodtrzednych sferycznych
(z =rcosgcosf,y =rsingcosf, z =rsin 3).
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Catlka z 1-formy, wprowadzenie do wieloform.

Zadanie 1. Oblicz calke [ (2z+y)dz+(z -2y)dy wzdluz krzywej C = {(z,y) | 2*+y® =
1,z £ 0 < y} zorientowanej tak, ze jej poczatkiem jest punkt (0,1), a koricem punkt
(-1,0).

Omdwienie zadar, domowych

Zadanie 2. Niech C = {(x,y) | 42%+y = 5,y > 1} bedzie krzywa zorientowana w kierunku
wzrastania zmiennej x oblicz catke
/‘ xdy — ydx
c xz+y?

Wieloformy rdzniczkowe, operacja ,wedge” (dziubek) A.

Zadanie 3. Oblicz
a) (zdy +ydz + zdx) A (dz + dy + dz),
b) (xdy Adz+ydz Adz + zdz Ady) A (dz +dy + dz).

Dom 1. Oblicz catke

A(y +z2)dx + (z+2)dy + (x + y)dz

po krzywej T' = {(¢,t(1 - cost),tsint) | t € [0,27]}.
Dom 2. Niech a € Q¥(R") i 8 € Q'(R") beda, odpowiednio, k i I-formami. Wykaz, ze

anf=(=)"Bnra.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 9 maja 2019

Formy roézniczkowe: kryterium doktadnosci 1-formy, zamiana zmiennych (pull-back).

Zadanie 1. Wyznacz funkcje pierwotng z 1-formy (o ile istnieje)
w=(1+siny)dz - (2y —xcosy)dy .

Omdéwienie zadania domowego.

zdy-ydz
x2+y?

funkcja f: R? - R taka, ze w = df), ale spelnione sg warunki konieczne dla doktadnosci

Zadanie 2. Wykaz, ze forma w = nie jest doktadna (to znaczy, ze nie istnieje

7 7
T : Y . Lo . .
w, tzn. pochodne czastkowe (—x2+y2 )x i (—I2+y2 )y sa rowne (mowimy wowczas, ze w jest

zamknicta).
Twierdzenie. Rozwazmy 1-forme w = g(x,y)dz + h(z,y)dy okreslong na obszarze U c R?. Jesli spet-
nione sq dwa warunki:

e obszar U jest jednospdjny (tzn. wszystkie petle w U sq Sciggalne, inaczej moéwige “w U nie ma
dziur”),

e zachodzi Téwno$é pochodnych czgstkowych g, = i,
wdwezas w jest doktadna, tzn. istnieje funkcja gtadka f:U — R taka, e w=df.

Definicja. Cofnieciem (przeciggnieciem, albo pull-backiem) formy w € Q' (U) za pomoca odwzorowania
gtadkiego @ : V - U nazywamy forme ®*w € Q' (V') okreslona wzorem

*w(z)[v] = w(®())[Da®[v]] .

Innymi stowy, aby policzy¢ wartosé formy ®*w na wektorze v w punkcie x przepychamy ten wektor do
U za pomocy pochodnej ® i liczymy warto$é¢ formy w na obrazie.
Uwaga: ® nie musi by¢ dyfeomorfizem, a nawet U i V nie muszg by¢ tego samego wymiaru!

Lemat. Dla funkcji f : U > R zachodzq wzory ®* f(x) = f(®(x)) (pull-back funkcji to po prostu ztozenie)
oraz ®*(df) = d(®*f) (przecigganie jest przemienne z operacjq rézZniczki zewnetrznej d). Z ich pomocq
mozna policzyé pull-back kazdej formy.

Zatem w praktyce, na prayktad, dla ® : (r,¢) — (x = rcos¢,y = rsing) i w = y>dx, aby obliczyé ®*w
wstawiamy po prostu wyrazenia x =rcos¢ iy =rsin¢ do wzoru na w:

®* (y*dx) = (rsin¢)’d(r cos ¢) = r° sin” $(cos ¢pdr — rsin ¢dg) .

Zadanie 3. Znajdz postaé formy z poprzedniego zadania we wspo6trzednych biegunowych
(oblicz pull-back ®*w dla w = 29442 § &(r, ¢) = (rcos ¢, rsin ¢)).

x2+y?
Pull-back formy rézniczkowej ma podobne znaczenie co zamiana zmiennych w catce

Lemat. Rozwazmy odwzorowanie gltadkie ® : V — U, krzywq zorientowang I' ¢ V' i forme w € Ql(U)

wWOWCZas
[<I>*w=f w,
r o(T)

gdzie orientacja krzywej ®(T") jest indukowana z T'.



Zadanie 4. Oblicz calke z formy w = xj;”jgg‘y po tuku elipsy E = {(2cos ¢,3sin¢) | ¢ €
[0, 31}

Dom 1. Wyznacz funkcje pierwotna z 1-formy (o ile istnieje)

w=(1+yze™)dx + (1 +zze™)dy + ™¥dz .

zdx+ydy
x2+y?

Dom 2. Znajdz postaé¢ formy w =

(rcos g, rsing)).

we wspolrzednych biegunowych ®(r,¢) =
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Wprowadzenie do form roézniczkowych.
Jesli f e C™(R™) jest funkcjq gtadkq, to przez jej rozniczke zewnetrzna w punkcie p € R" rozumiemy
funkcjonat liniowy df (p) : R™ - R wyznaczony przez

df(p)[v]:=Duf(p) -
W szczegdlnosci dla funkcji wspdtrzednosciowes ' R™ > R i wektora v = (v',...,v™) mamy dz*(v) = ’UZ:,
a wiec dz* to funkcjonat liniowy, ktdry zwraca i-tq sktadowq wektora. Podobnie df(p)[v]=Y; gzi (p)v',

a wiec df = ZZ oot Ldaz® - rézniczka f to kombinacja liniowa funkcjonatéw dz' ze wspdtczynnikami beda-
cymi pochodnymi czgstkowymsi f.

Nieformalnie méwige 1-formy réiniczkowe to skoriczone napisy postaci w = Y, hidg®, gdzie hi,g" €
C*(R™). Przestrzen 1-form Q" (R™) zawiera zatem wszystkie réiniczki zupetne funkcji gtadkich na R™ i
ich kombinacje liniowe ze wspdtczynnikami bedacymi funkcjami gladkimi. PoniewaZ kazdg rozniczke df
mozna zapisaé jako kombinacje form dx', wystarczy rozwazaé 1-formy postaci wy,; fidx".

Definicja. Rozwazmy 1-wymiarowa podrozmaitosé I' c R™ zorientowang i 1-forme w € Q' (R™). Catkg z
formy w po I nazywamy liczbe
[ [ Y1) [A(1)]dt

gdzie v : [a,b] > R" jest dowolna parametryzacja podrozmaitosci I' zgodng z orientacja.

Uwaga. Warto$é [ w nie zalezy od wyboru parametryzacji . Zmiana orientacji zmienia znak catki na
przeciwny [ qw=-[p pyw
Jesli w =Y, fidx?, gdzie f; e C°(R™), wowczas

b _ b
Je= [ Eroy @i [Eam)ama

gdzie y(t) = (' (£),...,7"(t)) zas F(z) = (fi(),..., fn(t)). Innymi stowy, mozemy interpretowaé [.w

jako prace sity F' wykonywana wzdluz krzywej I'.

Zadanie 1. Oblicz catke z formy w = (x+y)dz+(zr—y)dy wzdtuz elipsy E = {(z,y) | 2—§+

b2 =1} z orientacja O.

Twierdzenie (Zasadnicze tw. analizy). Catka z rézniczki zupetnej df dla dowolnej funkcji gltadkiej
feC”(R"™) wynosi

[ar=r6®) - (@) -

A wiec catka z 1-formy doktadnej nie zalezy od drogi po ktdrej ja catkujemy. W szczegdinosci catka z df
po krzywej zamknietej wynosi 0.

Zadanie 2. Wykaz, ze jedli forma w = g(x,y)dz + h(z,y)dy € Q'(R?) jest rozniczka
zupetng, wowczas gg’j = hl.. Sprawdz, ze ten warunek zachodzi dla formy z poprzedniego
zadania. Znajdz funkcje f taka, ze df = (z +y)dz + (x — y)dy.

Zadanie 3. Oblicz catke 7 formy w = xdy — ydz po konturze C gdzie

a) C jest brzegiem prostokata [-a,a] x [=b,b] ¢ R? zorientowanym (7,
b) C jest okregiem {(x,y) | 22 +y? = 1} zorientowanym (J.

Co zauwazyles?

zdy-ydz
21y2

Dom 1. Oblicz calke z formy w = po okregu {(z,y) | 2% +y?* = 1} zorientowanym
O.

Michatl Jézwikowski, 29 kwietnia 2019.
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Miara i catka powierzchniowa, rozmaitoSci zanurzone.

Omdwienie zadar domowych
Rozmasito$ci zanurzone Rozmaito$é n-wymiarowa (klasy C’k) M c R™* definiowalismy jako zbidr,
ktory lokalnie wyglgda jok wykres jakiejs funkeji klasy C*. Umiemy opisywaé rozmaitosci jako poziomice:

Twierdzenie (Wniosek z TFU). Niech F : R™™* — R* bedzie odwzorowaniem klasy C*. Zdefiniujmy
zbidr M = {p e R™** | F(p) = 0}. Jesli dla kaidego p e M rézniczka DF(p) : R™* = R* jest maksymal-
nego rzedu (jest ,na”) to M jest rozmaitoscig klasy C* i ponadto T, M =ker DF(p).

Na wyktadzie poznalismy inny opis rozmaitosci z uzyciem pojecia parametryzacyi.

Definicja. Odwzorowanie ¥ : R™ > V — R™* klasy C* okreslone na podzbiorze otwartym V c R",
nazywamy parametryzacjg (klasy C*) gdy

e jest homoeomorfizmem V na obraz ¥U(V),

e dla kazdego x € V rézniczka D¥(x) : R™ - R™” jest maksymalnego rzedu (jest rézmowarto-
Sciowa).

Twierdzenie. M c R™* jest n-wymiarowq rozmaitosciq klasy C* wiedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
p € M istnieje otoczenie p € U c R™* takie, ze Un M = U (V) dla pewnej parametryzacji ¥:R™ 5V -
R™*. Ponadto wéwezas Tp M =Im DU(T ™ (p)).

Generalnie aby sprawdzié, cay zbior ¥(V) zadany przez odwzorowanie W : R™ — R™* jest rozmaitoscig,
nie wystarczy tylko pokazaé maksymalnosci rzedu rézniczki DV (jak w przypadku TFU), ale nalezy tez
zbadaé jak jest polozony obraz U(V) w R™F,

Zadanie 1. Rozstrzygnij, czy zbior M = {e*(cos(t),sin(t)) | t € R} jest rozmaitoscia
zanurzong w R2?
Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy zbior I = {(1+t2)(cos(t),sin(t)) | t € R} jest rozmaitoscia
zanurzona w R2?

Dom 1. Czy zbior My = {(2 + cost)(cost,sint) | t € R} jest rozmaitoscia zanurzona w
R??

Michatl Jézwikowski, 25 kwietnia 2019.



AM 1II.2 2018,/2019 (grupa 2.), 15 kwietnia 2019

Miara i catka powierzchniowa, reguly Pappusa-Guldina.

Omdwienie zadania domowego

Zadanie 1. Oblicz mase miseczki parabolicznej {(xz,y, 2) € R? | 2z = 2% + 42,2 € [0,1]}
o gestosci powierzchniowej p(x,y,2) = 2.

Zadanie 2. Wyprowadz wzor na pole powierzchni powstatej przez obrot wykresu funkcji
f:[a,b] - R, klasy C' wokoét osi OX.

I reguta Pappusa-Guldina. Dla powierzchni ¥ powstatej z obrotu wykresu funkcji f z poprzedniego
zadania jej pole wynost

b
2(%) =27r[ F(@)V/T+ f/(z)2dz = 27l - (R)
gdzie | = fab\/1+f’(x)2d:c to dtugosé wykresu, zas (R) = %fabf(a:)\/1+f’(:v)2dx to odlegtosé srodka

masy wykresu od osi obrotu.
Zadanie 3. Korzystajac z reguty Pappusa-Guldina oblicz pole powierzchni bocznej
torusa o promieniach r i R.

Zadanie 4. Znajdz parametryzacje torusa o promieniach r i R.
IT reguta Pappusa-Guldina. Objetosé bryly M powstatej przez obrit figury ptaskiej A c Ry xR > (z,y)
wokdt osi obrotu OY wynosi

o®(M) = o*(A)-27(R) ,

gdzie 02(A) oznacza miare dwuwymiarowq figury A, zas (R) to odlegtosé srodka masy firury A od osi

obrotu.

Dom 1. Udowodnij II regute Pappusa-Guldina. Uzyj jej do wyznaczenia objetosci
torusa o promieniach r i R.

Dom 2. Oblicz powierzchnie zbioru ¥ = {(x,y,2) e R3 | e®+e™ = 2—/3y,0<y <z < 1}.
Dom 3. Znalez¢ potozenie §rodka masy jednorodnej potsfery {(z,y, z) € R? | 22 +y?+22% =
R%, 2>0}.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 11 kwietnia 2019

Miara i catka powierzchniowa.

Omdéwienie zadania domowego. Omdwienie zadania z kartkowki

Zadanie 1. Rozwazmy krzywa zadang parametrycznie we wspolrzednych biegunowych
(r, @) zaleznoscia gtadka v = {(r(t),¢(t)) | t € [a,b]}. Wykaz ze

I(7) = f[&b] V)2 + 2 (B2t

Miara i catka powierzchniowa. Rozwazmy podrozmaitosé k-wymiarowg M c R™ sparametryzowang
praeksztatceniem gladkim U :RF 5 U - R™ (tan. M = U(U)). Woéwczas k-wymiarowa miara podrozma-
itoSci M to

Uk(M):_/U\/det[D\IIT(ac)D\I/(m)]dAk(m).

Wielkosé \/det [D\IIT(m)D\IJ(:B)] =/det [(DV(z)[e;], DV (x)[e;])] to pierwiastek z wyznacznika Gramma,

a wiee k-wymiarowa objetosé réwnolegtoscianu rozpietego przez wektory { DV (x)[e1], DV (x)[ez2], -, D¥(x)[exr]},
gdzie {e1, e, ex} oznacza standardowq baze ortonormalng w R*. Tak zdefiniowana wielkosé o (M)

nie zalezy od wyboru parametryzacji zbioru M (dowdd uzywa twierdzenia o zamianie zmiennej w catce).

Ogdlniej mozemy okreslié catke z funkcji f : R™ o M — R na zbiorze M wzgledem miary powierzchniowej
wzorem

fM fdo* :fo(\I!(:c))-\/det [DUT (2) DU (z) |dN* () .
Rowniez ta wielkosé nie zalezy od konkretnego wyboru parametryzacyi zbioru M.
Zadanie 2. Oblicz pole powierzchni fragmentu sfery 2-wymiarowej o promieniu R i
srodku w punkcie (0,0,0) zawartego pomiedzy plaszezyznami z = zg 1 2 = 21.
Zadanie 3. Powierzchnia ¥ ¢ R? jest wykresem funkcji gladkiej f: R?2 > U - R (tzn.
o={(z,y, f(z,y)) | (z,y) eU}). Wykaz, ze

(D)= [ VI+IVI ) PaXi(a.y) .

Zadanie 4. Oblicz pole wycinka sfery korzystajac z opisu gornej pélsfery jako wykresu
funkcji 2 =/ R% — 22 — 32

Dom 1. Oblicz pole fragmentu powierzchni 22 = 22y wycietej plaszczyznami z = 0, y = 0
iz+y=1.




AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 4 kwietnia 2019

Calka powierzchniowa.
Omdwienie zadania domowego.

Stwierdzenie. Twierdzenia o zamianie zmiennych mozna uiywaé w kazdej sytuacji, wystarczy ze mamy
do czynienia z funkcjq mierzalng.

Dowdd. Rozwazmy [, f(x)dA"(x), gdzie f: A - R jest funkcja mierzalng okreslong na zbiorze mie-
rzalnym A c R". Rozwazmy dyfeomorfizm & : B - A. Twierdzenie o zamianie zmiennych mowi, ze jesli
f(x) jest catkowalna na A, to f(P(y))|D®(y)| jest catkowalna na B oraz

M [ 1@\ @) = [ f@@)Ipew)ian ) -

Ale, jesli bez sprawdzenia zalozenia o catkowalnosci f okaze sie, ze f(P(y))|D®(y)| jest catkowalna na
B, to stosujac twierdzenie o zamianie zmiennych dla ®™' : A - B dostaniemy catkowalnos¢ f(x) na A i
réwnosé (I)). Stad wynika, Ze calkowalno$é (niecalkowalnosé) f(x) na A i calkowalnosé (niecatkowalno$é)
f(®(y))|D®(y)| na B sa rownowazne. O

Miara krzywej parametrycznej. Rozwazmy krzywq gltadke v : R o I - R". Woiwczas dtugosé tej
krzywej to

)= [ 1-d0® = [IDr(01N (1)
gdzie |Dv(t)| oznacza dtugosé euklidesowq rézniczki odwzorowania v w punkcie t. Intuicja jest taka,
ze wielkosé | Dv(t)|| mows jak bardzo masza parametryzacja Tozcigga albo skraca standardowq miare na
IcRR.
Zadanie 1. Oblicz dtugosé¢ krzywych:

(a) v(t) = (acost,asint,bt) e R® gdzie t € [0,T].

(b) opisanej we wspolrzednych biegunowych réwnaniem r = 1+ cos ¢.

Dom 1. Wykaz, ze dlugos$¢ krzywej zadanej we wspotrzednych biegunowych réwnaniem
r=r(¢), gdzie ¢ € [0,27] wynosi

[V oas .

Dom 2 (Pisemnie na 11 kwietnia 2019). Rozwazmy funkcje catkowalng f :
[0,+00) = R. Definiujemy

F(x):= [)m e cos(tx) f(t)dt .
Rozstrzygnij, czy
1. F jest rozniczkowalna na (0, +00)?
2. F jest ciagla na [0, +00)7
3. F jest catkowalna na [0, +00)?

Michat Jézwikowski, 4 kwietnia 2019.



AM 1I1.2 2018/2019 (grupa 2.), 1 kwietnia 2019

Catkowalno$s¢ funkcji.
Dokorticzenie zadania z ostatnich éwiczeri — aproksymacja funkcji catkowalnych funkcjami cigglymi o

zwartym no$niku. Omdwienie zadar domowych.

Zadanie 1. Rozstrzygnij czy funkcja f(z,y) = ﬁ jest caltkowalna na kwadracie
[0,1]%.
Zadanie 2. Rozstrzygnij czy funkcja
Inz+1Iny
f(z,y) = 2rgral

jest calkowalna na (R,)?2.

Dom 1. Dokoticzy¢ ostatnie zadanie.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 28 marca 2019

Omowienie zadan domowych. Inny dowdd faktu, ze splot funkcji catkowalnej oraz funkcji cigglej © ogra-
niczonej jest funkcjq cigglq.

Uwaga. Splot funkcji catkowalnych wykazuje wlasnoéci operacji mnozenia w grupie przemiennej (jest
przemienny i taczny), ale funkcje catkowalne L'(R™) ze splotem nie tworza grupy, gdyz nie ma funkcji
pelniacej role elementu neutralnego.

Element neutralny mozna uzyskaé rozszerzajac pojecie splotu na przestrzen dystrybucji (inaczej funkcji
uogdlnionych), jest nim wowczas tak zwana delta Diraca. Niemniej jednak rowniez dystrybucje wraz ze
splotem nie tworza grupy, ale ich podzbiér — dystrybucje odwracalne tworzy grupe przemienng.
Zadanie 1. Zdefiniujmy rodzine funkcji fy(z) := %e_)‘m dla A > 0. Wykaz ze dla
dowolnej funkcji catkowalnej g € L*(R) zachodzi

lim [fx*g-gllpr=0.
A—+00

Wskazowki: (a) [p fr(z)dz =1; (b) Znacznie prosciej jest poda¢ dow6d dla g jednostajnie
ciaglej.

Dom 1. Dla jakich wartosci parametru a € R funkcja f(x) = || jest calkowalna
w kuli jednostkowej B™(0,1) ¢ R". Uwaga: za rozwigzanie uznam tez odpowiedz dla
przypadkéw szezegblnych n=1,2,3.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 21 marca 2019

Rzucanie przedmiotami w celach naukowych. Definicja i podstawowe wtasnosSci splotu.
Omdwienie zadania domowego.

Zadanie 1. Oblicz moment bezwtadnosci walca W = {(z,y, 2) e R? | 2% +y? < R?|7| <
%h} o jednorodnej gestoéci p = const, wzgledem jego osi symetrii.

Przypomnijmy, ze splotem funkcji f:R™ >R 1 g:R" - R nazywamy funkcje zdefniowang wzorem

(F+9) @)= [ F@-y)g()aX"(y) -
O wartoéci (f * g)(z) mozna mysleé jak o funkcji powstalej przez usrednianie f wokdt x z gestosciq
zadang przez funkcje g.

Generalnie splatanie funkcji catkowalnej f z funkcjq ,troche lepiej niz przyzwoitq” g produkuje ,funkcje
przyzwoite”. Na przyktad:

o Jesli fe LY(R™) i ge L'(R™), to f % ge L'(R™).
o Jesli f e L*(R™) i ge CF(R™) (ciagta klasy C* o zwartym nosniku), to f + g € C*(R™) i ponadto
Dlﬁ(‘y (frg)=1f=* (D‘;ﬁlg), gdzie a jest dowolnym wielowskaznikiem diugosci nie wiekszej niz k.
o Jesli f e LY(R™) i g ciggta i ograniczona, to f * g jest ciggla.
Zadanie 2. Rozwazmy funkcje calkowalna f € L'(R) i zdefiniujmy funkcje F : R - R

wzorem )
sint

F(x):= ij(a:—t)Tdt .
Wykaz, ze F' jest:
a) dobrze okreslona,
b) ciggla (jednostajnie),
¢) rozniczkowalna.

Zadanie 3. Wykaz, ze jesli f ¢ L'(R"), a g: R™ — R jest ciagta i ograniczona, to splot
f * g jest funkcja ciagla.

Dom 1 (Pisemnie na 28 marca 2019). Wyznacz funkcje

Larctan(tz)
F(t) = —————dx .
®) 0 zvV1-2?

Wskazowka: Calkujac wyrazenie zawierajace wyraz
2

wygodnie uzy¢ podstawienia

1
V1-z2
x = sin «, za$d calkujac wyrazenie wymierne w sin“ a podstawienia w = tga.

Dom 2. Wykaz, ze operacja splotu jest taczna, tj. jesli f, g, h € L*(R") sa catkowalne to

(frg)xh=f*(gxh).

Michat Jézwikowski, 21 marca 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 18 marca 2019

Srodek ciezkosci i moment bezwtadnosci.

Omdwienie zadari domowych.

Zadanie 1. Znalez¢ srodek ciezkosci zbioru {(x,y,2) | V22 +y? < 2 < 1}.

Definicja. Momentem bezwtadnosci zbioru A c R™ o gestosci p: A — [0, +00) wzgledem
prostej [ nazywamy liczbe

L(A) = /Adist(l,w)2-p(a:)d)\"(:c) ,

gdzie dist(l,x) oznacza odlegtos¢ punktu x od osi [.

Zadanie 2. Znalezé moment bezwladnosci jednorodnej kuli (o gestosci p = const) o
promieniu R wzgledem osi przechodzacej przez jej $rodek.

Zadanie 3. Znalezé moment bezwladnosci jednorodnej kuli (o gestosci p = const) o
promieniu R wzgledem osi odleglej o d od jej §rodka.

Dom 1. Obliczy¢ moment bezwladnosci jednorodnego walca W = {(z,y,2) | 2% +y® <
R?%|2| < h/2} wzgledem prostej x =y = 2.

Michat Jézwikowski, 18 marca 2018.



AM 1I.2 2018/2019 (grupa 2.), 14 marca 2019

Catka Lebsegue’a, catka z parametrem
Omdwienie zadania domowego.

Zadanie 1. Wyznacz funkcje

+o0 1
I(a):= f exp [—x2 —az—z]da; .
0 x

Dom 1. Niech f:[0,+00) — R bedzie funkcjg ciagla i ograniczona. Wykaz, ze

ey flz) o
i )" = 3500

Wskazowka: tatwo rozwiazaé to zadanie przy zatozeniu, ze f jest stata.
Definicja. Polozeniem Srodka masy (ciezkosci) zbioru A ¢ R™ o gestosci p : A — [0, +00) nazywamy
wektor
1 1
A =4f () A" =7(f o) dA" ,f n - p(a)dA” )7
o) = 3y Sy @ @) = s [ r@ay @), [ @) @)
gdzie M,(A) = [, p(x)dA" (x) jest masq zbioru A.

Nalezy mysleé, ze wspétrzedne (r,(A)) to usrednione wspdtrzedne punktow zbioru A wzgledem miary z
gestoscig p.

Dom 2. Znalez¢ srodek ciezkosci jednorodnej (p = 1) potstery {(z,y, z) e R? | 22 +y%+2? <
1,2 >0}. Wskazowka: w zasadzie robiliémy juz to zadanie.

Michat Jézwikowski, 11 marca 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 7 marca 2019

Omdwienie zadania domowego.

Zadanie 1. Oblicz dlat>0

o rt 2, 42 . 1o 2, 2

2 [ (22 +12)d f 2 In(z? + $*)dz .

8t£ n(x ydz i Oatn(az ydz
Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie o rézniczkowaniu caltki z parametrem.
Zadanie 3. Rozstrzygnij, czy rézniczkowalne sg funkcje

F(x,y)=/A(x,y)(t—s)d)\2(t,s) oraz G(x,y)=/A )|t—s|d)\2(t,s),

(z,y

gdzie A(x,y) = {(t,s) | 0<t<x?,0<s<y?}.

Dom 1 (pisemnie na 14 marca). Oblicz granice

Va2 +y?+22-¢€* 3
li dX
n1—>r£1<> A n2 [1 _COS(\/x2+£/2+z2):| (:r,y,z) ’

gdzie A= {(z,y,2) | 2 <2? +y? +22 <322 2% + 9% + 22 < 1,2 > 0}.
Dom 2. Funkcja h:[0,+00) — R jest ciagta. Rozstrzynij, czy funkcja

f h(z? + 92 + 22)dN3 (2, y, 2)
x2+y2+22<t
jest rézniczkowalna.

Michat Jézwikowski, 7 marca 2019.



AM 1I1.2 2018/2019 (grupa 2.), 4 marca 2019

Catkowanie funkcji wielu zmiennych, rdézniczkowanie pod znakiem caki.
Zadanie 1. Oblicz miare zbioru

D ={(z,y) eR*| (2% +¢*)* <4(a® - ¢*)} .

Zadanie 2. Oblicz catke

rzy -1 9
—x = 2y|dA .
/{DOWO} , exp[-z - 2y]d\*(z,y)

W powyzszym zadaniu uiywalismy nastepujgcego faktu

Lemat. Niech f,g:R" 5 A > R bedg funkcjami mierzalnymi i niech dodatkowo g bedzie funkcjq cal-
kowalng na A. Wowczas funkcja f jest catkowalna na A wtedy i tylko wtedy gdy funkcja f + g jest
catkowalna na A.

Dowdéd. Wynika wprost z nieréwnosci tréjkata

Jor= [l [r+al< [+ [l

Skoro [, |g| jest skoriczona, to obie wielkosci [, |f| i [, |f +g| sa jednoczesnie skoniczone lub jednoczesnie
nieskoniczone. o

Twierdzenie (Ro6zniczkowanie pod znakiem calki). Niech A ¢ R™ bedzie zbiorem mierzalnym, I c¢ R
otwartym podzbiorem prostej R. Funkcja f: 1 x A - R ma nastepujgce wtasnosci:
e Dla kazdego t € I funkcja f(t,-): A — R jest catkowalna

e Pochodna 2

5:f(t, ) jest dobrze okreslona

e Istnieje funkcja catkowalna g: A - R taka, zZe dla kazdego t € I zachodzi |%f(t,w)| <g(x).

Wéwczas mozemy rézniczkowadé f pod znakiem catki, tzn.

%UA f(tvm)d”(w)] = fA%f(t,m)dA"(m) .

Zadanie 3. Oblicz catke
f+°° o7 1-costx dz
0 x

w[2
/0 In(1 + cos® z)dz .

Dom 1. Oblicz catke

Wskazowka: Wprowadz dodatkowy parametr do catki. Przydatne moga by¢ sposoby na
catkowanie funkcji wymiernych od funkcji trygonometrycznych.

Michatl Jézwikowski, 4 marca 2018.



AM II.2 2018,/2019 (grupa 2.), 28 lutego 2019

Calkowanie funkcji wielu zmiennych, podstawienie sferyczne.

Zadanie 1. Niech A = {(z,y) € R? | |z +y| <1,y >0}. Oblicz catke

[ wexp(-yPn(ay)

W powyzszym zadaniu uzywaliSny nastepujgcego faktu

Lemat. Niech f,g:R" 5 A > R bedqg funkcjami mierzalnymi i niech dodatkowo g bedzie funkcjq cat-
kowalng na A. Wowczas funkcja f jest catkowalna na A wtedy i tylko wtedy gdy funkcja f + g jest
catkowalna na A.

Dowdd. Wynika wprost z nieréwnosci trojkata

Jon= [l [ar+a< [+ [l

Skoro [, |g| jest skoriczona, to obie wielkosci [, [f| i [, |f +g| sa jednoczesnie skoriczone lub jednoczesnie
nieskoriczone. 0

Zadanie 2. Kula o promieniu R B = {(x,y, 2) € R? | 22 +y? + 22 < R?} zostala przecieta
plaszczyzng {z = a}. Oblicz objetosci powstatych czesci.
Podstawieniem sferycznym nazywamy odwzorowanie (dyfeomorfizm na obraz)

D:(r,¢,8) — (z=rcosBcosp,y=rcosfsing,z=rsinf)

Opisujgcy punkty przestrzeni euklidesowej R® za pomocq ich odlegtosci od $rodka uktadu wspdtrzednych
r= \/:102-I—y72+z2 i tak zwanych katow Eulera: g e (-mw/2,7/2) - kqta, ktéry promieri wodzqcy tworzy z
plaszezyzng XY, oraz ¢ € (0,27) — kgta rzutu pomiedzy rzutem promienia wodzgcego na ptaszczyzne XY
a 0sig OX. Podstawienia sferycznego wygodnie uzywaé w zadaniach cechujgcych sie symetrig sferyczng.
Zadanie 3. Oblicz Jakobian postawienia sferycznego.

Zadanie 4. Oblicz catke z funkcji z po potsferze {(x,y,2) | 22 + 3% +2%2 < 1,2 >0}.

Michat Jézwikowski, 28 lutego 2019.



