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Twierdzenie Stokes'a i jego klasyczne wersje

Omówienie zada« domowych

Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
n��ª

S
∂Dn

ωn ,

gdzie Dn � ��x, y� > R2 S x2
� 1 B y B 1 � 1

n� ma standardow¡ orientacj¡ dziedziczon¡ z

R2, za±

ωn �
n sin�xn�dx � �y � 1�dy

�1 � 1
n�x2 � y2

.

`

Powodzenia na egzaminie!!!
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Twierdzenie Stokes'a i jego klasyczne wersje
Klasyczne wersje twierdzenia Stokes'a w R3.

Niech a � �a1, a2, a3� � R3
� R3 b¦dzie polem wektorowym w R3. Mo»emy z nim stowarzyszy¢ nast¦puj¡ce

formy
ωa�v� � `a,ve oraz ηa�v,w� � `a,v �we .

Zatem ωa � a1dx1 � a2dx2 � a3dx3 oraz ηa � a1dx2 , dx3 � a2dx3 , dx1 � a3dx1 , dx2. Wida¢ st¡d, »e w
R3 ka»da 1-forma jest postaci ωa, za± ka»da 2-forma jest postaci ηa dla pewnego pola a.
Niech S ` R3 b¦dzie powierzchni¡ 2-wymiarow¡ z brzegiem ∂S. Caªk¦

S
∂S
ωa � S

∂S
`a, tedσ1 ,

gdzie t oznacza wektor jednostkowy styczny do konturu ∂S (zgodnie z orientacj¡), a dσ1 miar¦ powierzch-
niow¡ na ∂S, nazywamy kr¡»eniem pola a wokóª konturu ∂S.
Caªk¦

S
S
ηa � S

S
`a,nedσ2 ,

gdzie n oznacza wektor jednostkowy prostopadªy do powierzchni S (zgodnie z orientacj¡), za± dσ2 oznacza
miar¦ powierzchniow¡ na S, nazywamy strumieniem (przepªywem) pola a przez powierzchni¦ S.
Z twierdzenia Stokes'a mamy

S
∂S
ωa � S

S
dωa .

Ró»niczkuj¡c form¦ ωa ªatwo dostaniemy, »e dωa � ηrota, gdzie rota � © � a � ��a3��y � �a2��z, �a1��z ��a3��x, �a2��x � �a1��y�. Powy»sze pole wektorowe nazywamy rotacj¡ (wirowo±ci¡) pola a.

Rozwa»my teraz rozmaito±¢ trójwymiarow¡ M ` R3 z brzegiem ∂M . Ponownie korzystaj¡c tw. Stokes'a
mamy

S
∂M

ηa � S
M

dηa .

Form¦ po prawej stronie mo»emy zapisa¢ jako dηa � div�a� � dx , dy , dz, gdzie div�a� � © X a �

�a1��x � �a2��y � �a3��z. Powy»sz¡ funkcj¦ nazywamy dywergencj¡ ( ¹ródªowo±ci¡) pola a.

Zadanie 1. Oblicz dywergencj¦ i rotacj¦ pól wektorowych

a) F �x, y, z� � �x, y, z�,
b) G�x, y, z� � �y,�x,0�,
c) H�x, y, z� � 1»

x2
�y2

�z2
3 �x, y, z�.

Zadanie 2. Dla pola wektorowego F �x, y, z� � �1, xy, z� oraz obszaru Ω � �x2
� y2

B

3z2, z > �0,3��, policz niezale»nie od siebie caªki RΩ divFdλ3, R∂Ω`F ,nedσ2 oraz R∂Ω ηF ,
gdzie n to wektor normalny zewn¦trzny do ∂Ω.

Dom 1. Doko«czy¢ ostatnie zadanie, w szczególno±ci wyznaczy¢ pole wektorów normal-

nych n do ∂Ω i miar¦ powierzchniow¡ na ∂Ω. Zwró¢ uwag¦, »e ∂Ω skªada si¦ z dwóch

kawaªków.

Dom 2. Rozwa»my funkcj¦ gªadk¡ f � R3 � R i pole wektorowe F � R3 � R3. Wyka»,

»e rot�©f� � 0 oraz div�rotF � � 0. Oblicz div�©f�.
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Twierdzenie Stokes'a

Omówienie zada« domowych.

Kartkówka

Zadanie 1. Rozwa»my form¦ ω � x2zeyzdy , dz. Znajd¹ (jak¡±) funkcj¦ f � R3 � R aby

forma α � ω � f�x, y, z�dx , dz byªa zamkni¦ta, tzn. dα � 0.
Zadanie 2. Wyka», »e przyporz¡dkowanie

ω�x, y, z� � �v,w�z� det
���

v1 v2 v3

w1 w2 w3

1 � sinx y cosx 0

���
okre±la 2-form¦ ω > Ω2�R3�. Oblicz caªk¦ z tej formy po zbiorze

M � ��x, y, z� S y2
� z2

� �1 � sinx�2,0 @ x @
π

6
� ,

zorientowanym tak, »e zewn¦trznym wektorem normalnym do M w punkcie �0,0,1� jest
wektor �1,0,1�.
Dom 1. Zrobi¢ ostatnie zadanie bez korzystania z tw. Stokesa.

Dom 2 (Pisemnie na 6 czerwca). Oblicz caªk¦

S
S2�0,R�

rα�xdy , dz � ydz , dx � zdx , dy� ,
gdzie α > R, r �

»
x2 � y2 � z2, za± S2�0,R� oznacza sfer¦ o ±rodku 0 i promieniu R z

naturaln¡ orientacj¡ pochodz¡c¡ od kuli B�0,R�.
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Caªkowanie wielo-form, twierdzenie Stokes'a
Zastawienie podstawowych wªasno±ci ró»niczki zewn¦trznej:

d�α , β� � �dα� , β � ��1�degαα , �dβ�, d�dω� � 0, Φ�dω � d�Φ�ω� ,
gdzie α,β,ω to formy ró»niczkowe, a Φ jest odwzorowaniem gªadkim.
Kilka uwag o orientacji:

1. Rozmaito±¢, która jest brzegiem obszaru (lub te» podzbiorem takiego brzegu) jest orientowalna.

2. Na rozmaito±¢ orientowalnej i spójnej orientacj¦ wystarczy zada¢ w jednym punkcie.

3. Na powierzchni 2-wymiarowej M ` R3 podanie orientacji jest równowa»ne wskazaniu pola wekto-
rów normalnych do M : bazie uporz¡dkowanej �v1,v2� ` TM przypisujemy wektor v1 �v2 Ù TM .

Omówienie zada« domowych.

Zadanie 1. Oblicz caªk¦

S
S

dy , dz

x
�

dz , dx

y
�

dx , dy

z

po zbiorze S � ��x, y, z� > R3 S z2
� x2

� y2,1 @ z @ 2�. Gdzie orientacja jest zadana przez

pole wektorów normalnych skierowanych do osi OZ.
Zadanie 2. Oblicz pole obszaru w R� �R� ograniczonego krzyw¡ �x � y�4

� x2y.
Wskazówka: rozwa» punkty przeci¦cia badanej krzywej z prostymi y � tx.

Dom 1. Doliczy¢ ostatnie zadanie.

Dom 2. Oblicz caªk¦

S
S
zdx , dy � xdy , dz � ydx , dz,

gdzie S � ��x, y, x2
� y2� S x2

� y2
B 1� z dowolnie wybran¡ orientacj¡.
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Caªkowanie wielo-form, twierdzenie Stokes'a

Omówienie zadania domowego

Zadanie 1. Oblicz cofni¦cie formy ω � dx , dy , dz za pomoc¡ odwzorowania Φ�u, v� ��uv, u2,3u � v�. Uzasadnij wynik bez wykonywania oblicze«.

De�nicja. Powiemy, »e dwie bazy �e1, . . . , ek� oraz �f1, . . . , fk� zadaj¡ t¦ sam¡ orientacj¦ przestrzeni
wektorowej Rk, gdy wyznacznik macierzy przej±cia mi¦dzy nimi jest dodatni. Ka»da przestrze« wekto-
rowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.
Orientacj¡ rozmaito±ci ró»niczkowej, nazywamy zgodny wybór orientacji jej wszystkich przestrzeni stycz-
nych. Intuicyjnie rozumiemy, »e wybrane orientacje zmieniaj¡ si¦ w sposób ci¡gªy od punktu do punktu.
Formalna de�nicja wymaga wprowadzenia poj¦cia atlasu zorientowanego. Nie wszystkie rozmaito±ci da
si¦ zorientowa¢ (np. wst¦ga Moebiusa). Te które dopuszczaj¡ orientacj¦ nazywamy orientowalnymi.

De�nicja (Caªka z k-formy ró»niczkowej). Dla zbioru otwartego U ` Rk z kanoniczn¡ orientacj¡�e1,�, ek� de�niujemy

S
U
f�x�dx1 ,� , dxk � S

U
f�x�dλk�x� ,

a wi¦c caªka z k-formy f�x�dx1 ,�, dxk pokrywa si¦ ze standardow¡ caªk¡ Lebesgue'a, z dokªadno±ci¡
do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Form¦ dx1 ,� , dxk nazywamy form¡ obj¦to±ci.
Caªk¦ z formy ró»niczkowej na podrozmaito±ci de�niujemy przechodz¡c od krzywych do pªaskich wspóª-
rz¦dnych.
Niech S ` Rn b¦dzie k-wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ zorientowan¡. Caªk¦ z k�formy α > Ωk�Rn� na S
de�niujemy jako

S
S
α � S

U
Φ�α ,

gdzie Φ � U � Rn jest dowoln¡ parametryzacj¡ S � Φ�U� zgodn¡ z orientacj¡ S. To znaczy, je±li�e1, . . . , ek� jest standardow¡ orientacj¡ Rk, to baza �DΦ�e1�, . . . ,DΦ�ek�� jest zgodna z orientacj¡ S.

Zadanie 2. Oblicz caªk¦ z formy α � xdy , dz po poªówce torusa sparametryzowanej

nast¦puj¡co �x � �4 � cosα� cos θ, y � �4 � cosα� sin θ, z � sinα�, gdzie α > �0,2π� i

θ > �0, π�. Przyjmujemy, »e orientacja torusa jest dziedziczona z orientacji dα , dθ w R2

za pomoc¡ rozwa»anej parametryzacji.

Ró»niczk¦ zewn¦trzn¡ d � Ωk�Rn�� Ωk�1�Rn� mo»na zde�niowa¢ poprzez nast¦puj¡ce wªasno±ci:

� dla funkcji f � Rn � R, df � Pi ∂f∂xi dxi, a wi¦c df to znana ju» ró»niczka zewn¦trzna funkcji,

� d�df� � 0,

� dla dowolnych form α i β, zachodzi d�α , β� � �dα� , β � ��1�kα , �dβ�.
W praktyce wystarczy wzór d �P�i0,...,ik�

fi0dxi1 ,� , dxik� � �P�i0,...,ik�
dfi0 , dxi1 ,� , dxik .

Zadanie 3. Oblicz d�xdy , dz�.
Zadanie 4. Wyka», »e dla formy ω � g�x, y�dx � h�x, y�dy warunek dω � 0 jest równo-

wa»ny warunkowi koniecznemu istnienia funkcji pierwotnej dla ω, a wi¦c g�y � h
�

x.

Twierdzenie (Stokes'a). Niech M ` Rn b¦dzie �k�1�-wymiarow¡ zorientowan¡ rozmaito±ci¡ z brzegiem
∂M . Rozwa»my k-form¦ ω > Ωk�Rn�, wówczas

S
M

dω � S
∂M

ω ,

gdzie ∂M ma naturaln¡ orientacj¦ dziedziczon¡ z M :

orM � �n,or∂M� .
n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu ∂M skierowany na zewn¡trz M .



Twierdzenie Stokes'a stanowi daleko id¡ce uogólnienie Zasadniczego Twierdzenia Analizy.

Zadanie 5. Korzystaj¡c z twierdzenia Stokes'a oblicz pole wn¦trza elipsy

E � ��a cosφ, b sinφ� S φ > �0,2π�� .
Zadanie 6. Oblicz caªk¦ z zadania o torusie korzystaj¡c z twierdzenia Stokes'a. Zauwa»,

»e rozwa»any zbiór nie byª peªnym brzegiem póªtorusa!

Dom 1. Oblicz dω dla

1. ω �
xdy�ydx
x2
�y2 ,

2. ω � xy2z3dx , dy � yz2x3dy , dz,

3. ω � P1BiBjB4 xixjdxi , dxj .

Dom 2. Sprawd¹ twierdzenie Stokes'a dla M � B�0,1� ` R2 i ω � y exp�x2
� y2�dx.
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Wprowadzenie do wieloform

Zadanie 1. Oblicz α , α, gdzie α � P3
i�1P4

j�i�1 fij�x�dxi , dxj

Kartkówka

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy forma ω � eydx� �xey � y�dy jest ró»niczk¡ jakiej± funkcji

gªadkiej f � R2 � R. Je±li tak, to wska» tak¡ funkcj¦.

Zadanie 3. Zbada¢, czy forma ω � Sx � ySdx � Sx � ySdy ma w R2 wªasno±¢ niezale»no±ci

caªki od drogi?

Zadanie 4. Niech F � �f, g, h� � R3 � R3 b¦dzie polem wektorowym (gªadkim odwzoro-

waniem z R3 w R3). Wyka», »e odwzorowanie:

α�x� � �R3�2
? �v,w�z� `F �x�,v �we > R

jest 2-form¡ ró»niczkow¡ w R3. Wyra¹ t¦ form¦ w bazie �dx,dy,dz�.
Dla wieloform mo»emy zde�niowa¢ operacj¦ cofania analogicznie jak dla 1-form.

De�nicja. Cofni¦ciem (przeci¡gni¦ciem, albo pull-backiem) formy ω > Ωk�U� za pomoc¡ odwzorowania
gªadkiego Φ � V � U nazywamy form¦ Φ�ω > Ωk�V � okre±lon¡ wzorem

Φ�ω�x��v1,�,vk� � ω�Φ�x���DxΦ�v1�,�,DxΦ�vk�� .
Praktyczna metoda liczenia przeci¡gni¦¢ pozostaje bez zmian dla wieloform: do wzorów na ω w U wsta-
wiamy wyra»enia wynikaj¡ce z odwzorowania Φ. Wynika to z faktu, »e operacja cofania jest przemienna
z operacjami ró»niczki zewn¦trznej d i produktem ,:

Lemat. Dla form α,β > ΩY�U� i funkcji f > Cª�U� zachodz¡ wzory Φ��α , β� � �Φ�α� , �Φ�β�,
Φ�f�x� � f�Φ�x��, oraz Φ��dα� � d�Φ�α�.
Zadanie 5. Oblicz form¦ dx,dy we wspóªrz¦dnych biegunowych �x � r cosφ, y � r sinφ�.
Zadanie 6. Znajd¹ Φ�ω dla Φ�u, v� � �uv, u2,3u � v�, ω � ydx , dz.

Dom 1 (pisemnie na 23 maja). Zbada¢, czy forma ω �
ydx�xdy
x2
�xy�y2 ma w obszarze

U � R2
� �0� wªasno±¢ niezale»no±ci caªki od drogi.

Dom 2. Znajd¹ 2-form¦ α � xdy,dz�ydz,dx�zdx,dy we wspóªrz¦dnych sferycznych�x � r cosφ cosβ, y � r sinφ cosβ, z � r sinβ�.
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Caªka z 1-formy, wprowadzenie do wieloform.

Zadanie 1. Oblicz caªk¦ RC�2x�y�dx��x�2y�dy wzdªu» krzywej C � ��x, y� S x4
�y3

�

1, x B 0 B y� zorientowanej tak, »e jej pocz¡tkiem jest punkt �0,1�, a ko«cem punkt��1,0�.
Omówienie zada« domowych

Zadanie 2. Niech C � ��x, y� S 4x2
�y � 5, y C 1� b¦dzie krzyw¡ zorientowan¡ w kierunku

wzrastania zmiennej x oblicz caªk¦

S
C

xdy � ydx

x2 � y2
.

Wieloformy ró»niczkowe, operacja �wedge� (dziubek) ,.

Zadanie 3. Oblicz

a) �xdy � ydz � zdx� , �dx � dy � dz�,
b) �xdy , dz � ydz , dx � zdx , dy� , �dx � dy � dz�.
Dom 1. Oblicz caªk¦

S
Γ
�y � z�dx � �z � x�dy � �x � y�dz

po krzywej Γ � ��t, t�1 � cos t�, t sin t� S t > �0,2π��.
Dom 2. Niech α > Ωk�Rn� i β > Ωl�Rn� b¦d¡, odpowiednio, k i l-formami. Wyka», »e

α , β � ��1�k�lβ , α .
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Formy ró»niczkowe: kryterium dokªadno±ci 1-formy, zamiana zmiennych (pull-back).

Zadanie 1. Wyznacz funkcj¦ pierwotn¡ z 1-formy (o ile istnieje)

ω � �1 � sin y�dx � �2y � x cos y�dy .
Omówienie zadania domowego.

Zadanie 2. Wyka», »e forma ω �
xdy�ydx
x2
�y2 nie jest dokªadna (to znaczy, »e nie istnieje

funkcja f � R2 � R taka, »e ω � df), ale speªnione s¡ warunki konieczne dla dokªadno±ci

ω, tzn. pochodne cz¡stkowe � x
x2
�y2 ��

x
i � �y

x2
�y2 ��

y
s¡ równe (mówimy wówczas, »e ω jest

zamkni¦ta).

Twierdzenie. Rozwa»my 1-form¦ ω � g�x, y�dx � h�x, y�dy okre±lon¡ na obszarze U ` R2. Je±li speª-
nione s¡ dwa warunki:

� obszar U jest jednospójny (tzn. wszystkie p¦tle w U s¡ ±ci¡galne, inaczej mówi¡c �w U nie ma
dziur�),

� zachodzi równo±¢ pochodnych cz¡stkowych g�y � h
�

x,

wówczas ω jest dokªadna, tzn. istnieje funkcja gªadka f � U � R taka, »e ω � df .

De�nicja. Cofni¦ciem (przeci¡gni¦ciem, albo pull-backiem) formy ω > Ω1�U� za pomoc¡ odwzorowania
gªadkiego Φ � V � U nazywamy form¦ Φ�ω > Ω1�V � okre±lon¡ wzorem

Φ�ω�x��v� � ω�Φ�x���DxΦ�v�� .
Innymi sªowy, aby policzy¢ warto±¢ formy Φ�ω na wektorze v w punkcie x przepychamy ten wektor do
U za pomoc¡ pochodnej Φ i liczymy warto±¢ formy ω na obrazie.

Uwaga: Φ nie musi by¢ dyfeomor�zem, a nawet U i V nie musz¡ by¢ tego samego wymiaru!

Lemat. Dla funkcji f � U � R zachodz¡ wzory Φ�f�x� � f�Φ�x�� (pull-back funkcji to po prostu zªo»enie)
oraz Φ��df� � d�Φ�f� (przeci¡ganie jest przemienne z operacj¡ ró»niczki zewn¦trznej d). Z ich pomoc¡
mo»na policzy¢ pull-back ka»dej formy.

Zatem w praktyce, na przykªad, dla Φ � �r, φ� ( �x � r cosφ, y � r sinφ� i ω � y2dx, aby obliczy¢ Φ�ω
wstawiamy po prostu wyra»enia x � r cosφ i y � r sinφ do wzoru na ω:

Φ��y2dx� � �r sinφ�2d�r cosφ� � r2 sin2 φ�cosφdr � r sinφdφ� .

Zadanie 3. Znajd¹ posta¢ formy z poprzedniego zadania we wspóªrz¦dnych biegunowych

(oblicz pull-back Φ�ω dla ω �
xdy�ydx
x2
�y2 i Φ�r, φ� � �r cosφ, r sinφ�).

Pull-back formy ró»niczkowej ma podobne znaczenie co zamiana zmiennych w caªce

Lemat. Rozwa»my odwzorowanie gªadkie Φ � V � U , krzyw¡ zorientowan¡ Γ ` V i form¦ ω > Ω1�U�
wówczas

S
Γ

Φ�ω � S
Φ�Γ�

ω ,

gdzie orientacja krzywej Φ�Γ� jest indukowana z Γ.



Zadanie 4. Oblicz caªk¦ z formy ω �
xdx�ydy
x2
�y2 po ªuku elipsy E � ��2 cosφ,3 sinφ� S φ >

�0, π2 ��.
Dom 1. Wyznacz funkcj¦ pierwotn¡ z 1-formy (o ile istnieje)

ω � �1 � yzexy�dx � �1 � xzexy�dy � exydz .
Dom 2. Znajd¹ posta¢ formy ω �

xdx�ydy
x2
�y2 we wspóªrz¦dnych biegunowych Φ�r, φ� �

�r cosφ, r sinφ�).
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Wprowadzenie do form ró»niczkowych.
Je±li f > Cª�Rn� jest funkcj¡ gªadk¡, to przez jej ró»niczk¦ zewn¦trzn¡ w punkcie p > Rn rozumiemy
funkcjonaª liniowy df�p� � Rn � R wyznaczony przez

df�p��v� ��Dvf�p� .
W szczególno±ci dla funkcji wspóªrz¦dno±ciowej xi � Rn � R i wektora v � �v1, . . . , vn� mamy dxi�v� � vi,
a wi¦c dxi to funkcjonaª liniowy, który zwraca i-t¡ skªadow¡ wektora. Podobnie df�p��v� � Pi ∂f∂xi �p�vi,
a wi¦c df � Pi ∂f∂xi dxi � ró»niczka f to kombinacja liniowa funkcjonaªów dxi ze wspóªczynnikami b¦d¡-
cymi pochodnymi cz¡stkowymi f .
Nieformalnie mówi¡c 1-formy ró»niczkowe to sko«czone napisy postaci ω � Pi hidgi, gdzie hi, g

i
>

Cª�Rn�. Przestrze« 1-form Ω1�Rn� zawiera zatem wszystkie ró»niczki zupeªne funkcji gªadkich na Rn i
ich kombinacje liniowe ze wspóªczynnikami b¦d¡cymi funkcjami gªadkimi. Poniewa» ka»d¡ ró»niczk¦ df
mo»na zapisa¢ jako kombinacj¦ form dxi, wystarczy rozwa»a¢ 1-formy postaci ωPi fidxi.
De�nicja. Rozwa»my 1-wymiarow¡ podrozmaito±¢ Γ ` Rn zorientowan¡ i 1-form¦ ω > Ω1�Rn�. Caªk¡ z
formy ω po Γ nazywamy liczb¦

S
Γ
ω � S

b

a
ω�γ�t���γ̇�t��dt ,

gdzie γ � �a, b�� Rn jest dowoln¡ parametryzacj¡ podrozmaito±ci Γ zgodn¡ z orientacj¡.

Uwaga. Warto±¢ RΓ ω nie zale»y od wyboru parametryzacji γ. Zmiana orientacji zmienia znak caªki na
przeciwny RΓ,ù ω � � RΓ,ý ω .

Je±li ω � Pi fidxi, gdzie fi > Cª�Rn�, wówczas
S

Γ
ω � S

b

a
Q
i

fi�γ�t��γ̇i�t�dt � S b

a
`F �γ�t��, γ̇�t�edt ,

gdzie γ�t� � �γ1�t�, . . . , γn�t�� za± F �x� �� �f1�x�, . . . , fn�t��. Innymi sªowy, mo»emy interpretowa¢ RΓ ω
jako prac¦ siªy F wykonywan¡ wzdªu» krzywej Γ.

Zadanie 1. Oblicz caªk¦ z formy ω � �x�y�dx��x�y�dy wzdªu» elipsy E � ��x, y� S x2

a2 �

y2

b2
� 1� z orientacj¡ý.

Twierdzenie (Zasadnicze tw. analizy). Caªka z ró»niczki zupeªnej df dla dowolnej funkcji gªadkiej
f > Cª�Rn� wynosi

S
Γ

df � f�γ�b�� � f�γ�a�� .
A wi¦c caªka z 1-formy dokªadnej nie zale»y od drogi po której j¡ caªkujemy. W szczególno±ci caªka z df
po krzywej zamkni¦tej wynosi 0.

Zadanie 2. Wyka», »e je±li forma ω � g�x, y�dx � h�x, y�dy > Ω1�R2� jest ró»niczk¡

zupeªn¡, wówczas g�y � h
�

x. Sprawd¹, »e ten warunek zachodzi dla formy z poprzedniego

zadania. Znajd¹ funkcj¦ f tak¡, »e df � �x � y�dx � �x � y�dy.
Zadanie 3. Oblicz caªk¦ z formy ω � xdy � ydx po konturze C gdzie

a) C jest brzegiem prostok¡ta ��a, a� � ��b, b� ` R2 zorientowanymù,

b) C jest okr¦giem ��x, y� S x2
� y2

� 1� zorientowanymù.

Co zauwa»yªe±?

Dom 1. Oblicz caªk¦ z formy ω �
xdy�ydx
x2
�y2 po okr¦gu ��x, y� S x2

�y2
� 1� zorientowanym

ù.

Michaª Jó¹wikowski, 29 kwietnia 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 25 kwietnia 2019

Miara i caªka powierzchniowa, rozmaito±ci zanurzone.

Omówienie zada« domowych
Rozmaito±ci zanurzone Rozmaito±¢ n-wymiarow¡ (klasy Ck) M ` Rn�k de�niowali±my jako zbiór,
który lokalnie wygl¡da jak wykres jakiej± funkcji klasy Ck. Umiemy opisywa¢ rozmaito±ci jako poziomice:

Twierdzenie (Wniosek z TFU). Niech F � Rn�k � Rk b¦dzie odwzorowaniem klasy Ck. Zde�niujmy
zbiór M � �p > Rn�k S F �p� � 0�. Je±li dla ka»dego p >M ró»niczka DF �p� � Rn�k � Rk jest maksymal-
nego rz¦du (jest �na�) to M jest rozmaito±ci¡ klasy Ck i ponadto TpM � kerDF �p�.
Na wykªadzie poznali±my inny opis rozmaito±ci z u»yciem poj¦cia parametryzacji.

De�nicja. Odwzorowanie Ψ � Rn a V � Rn�k klasy Ck okre±lone na podzbiorze otwartym V ` Rn,
nazywamy parametryzacj¡ (klasy Ck) gdy

� jest homoeomor�zmem V na obraz Ψ�V �,
� dla ka»dego x > V ró»niczka DΨ�x� � Rn � Rn�k jest maksymalnego rz¦du (jest ró»nowarto-

±ciowa).

Twierdzenie. M ` Rn�k jest n-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ klasy Ck wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego
p >M istnieje otoczenie p > U ` Rn�k takie, »e U 9M � Ψ�V � dla pewnej parametryzacji Ψ � Rn a V �
Rn�k. Ponadto wówczas TpM � ImDΨ�Ψ�1�p��.
Generalnie aby sprawdzi¢, czy zbiór Ψ�V � zadany przez odwzorowanie Ψ � Rn � Rn�k jest rozmaito±ci¡,
nie wystarczy tylko pokaza¢ maksymalno±ci rz¦du ró»niczki DΨ (jak w przypadku TFU), ale nale»y te»
zbada¢ jak jest poªo»ony obraz Ψ�V � w Rn�k.
Zadanie 1. Rozstrzygnij, czy zbiór M � �e2t�cos�t�, sin�t�� S t > R� jest rozmaito±ci¡

zanurzon¡ w R2?

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy zbiór Γ � ��1� t2��cos�t�, sin�t�� S t > R� jest rozmaito±ci¡

zanurzon¡ w R2?

Dom 1. Czy zbiór M2 � ��2 � cos t��cos t, sin t� S t > R� jest rozmaito±ci¡ zanurzon¡ w

R2?

Michaª Jó¹wikowski, 25 kwietnia 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 15 kwietnia 2019

Miara i caªka powierzchniowa, reguªy Pappusa-Guldina.

Omówienie zadania domowego

Zadanie 1. Oblicz mas¦ miseczki parabolicznej ��x, y, z� > R3 S 2z � x2
� y2, z > �0,1��

o g¦sto±ci powierzchniowej ρ�x, y, z� � z.
Zadanie 2. Wyprowad¹ wzór na pole powierzchni powstaªej przez obrót wykresu funkcji

f � �a, b�� R� klasy C1 wokóª osi OX.
I reguªa Pappusa-Guldina. Dla powierzchni Σ powstaªej z obrotu wykresu funkcji f z poprzedniego
zadania jej pole wynosi

σ2�Σ� � 2πS
b

a
f�x�»1 � f ��x�2dx � 2πl � `Re ,

gdzie l � R ba
»

1 � f ��x�2dx to dªugo±¢ wykresu, za± `Re �
1
l R ba f�x�»1 � f ��x�2dx to odlegªo±¢ ±rodka

masy wykresu od osi obrotu.

Zadanie 3. Korzystaj¡c z reguªy Pappusa-Guldina oblicz pole powierzchni bocznej

torusa o promieniach r i R.
Zadanie 4. Znajd¹ parametryzacj¦ torusa o promieniach r i R.
II reguªa Pappusa-Guldina. Obj¦to±¢ bryªy M powstaªej przez obrót �gury pªaskiej A ` R��R ? �x, y�
wokóª osi obrotu OY wynosi

σ3�M� � σ2�A� � 2π`Re ,
gdzie σ2�A� oznacza miar¦ dwuwymiarow¡ �gury A, za± `Re to odlegªo±¢ ±rodka masy �rury A od osi

obrotu.

Dom 1. Udowodnij II reguª¦ Pappusa-Guldina. U»yj jej do wyznaczenia obj¦to±ci

torusa o promieniach r i R.
Dom 2. Oblicz powierzchni¦ zbioru Σ � ��x, y, z� > R3 S ex�e�x � z�º3y,0 @ y @ x B 1�.
Dom 3. Znale¹¢ poªo»enie ±rodka masy jednorodnej póªsfery ��x, y, z� > R3 S x2

�y2
�z2

�

R2, z C 0�.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 11 kwietnia 2019

Miara i caªka powierzchniowa.

Omówienie zadania domowego. Omówienie zadania z kartkówki

Zadanie 1. Rozwa»my krzyw¡ zadan¡ parametrycznie we wspóªrz¦dnych biegunowych�r, φ� zale»no±ci¡ gªadk¡ γ � ��r�t�, φ�t�� S t > �a, b��. Wyka» »e

l�γ� � S�a,b�
»
r��t�2 � r2φ��t�2dt .

Miara i caªka powierzchniowa. Rozwa»my podrozmaito±¢ k-wymiarow¡ M ` Rn sparametryzowan¡
przeksztaªceniem gªadkim Ψ � Rk a U � Rn (tzn. M � Ψ�U�). Wówczas k-wymiarowa miara podrozma-
ito±ci M to

σk�M� � S
U

¼
det �DΨT �x�DΨ�x��dλk�x� .

Wielko±¢
¼

det �DΨT �x�DΨ�x�� � »
det �`DΨ�x��ei�,DΨ�x��ej�e� to pierwiastek z wyznacznika Gramma,

a wi¦c k-wymiarowa obj¦to±¢ równolegªo±cianu rozpi¦tego przez wektory �DΨ�x��e1�,DΨ�x��e2�,�,DΨ�x��ek��,
gdzie �e1, e2,�, ek� oznacza standardow¡ baz¦ ortonormaln¡ w Rk. Tak zde�niowana wielko±¢ σk�M�
nie zale»y od wyboru parametryzacji zbioru M (dowód u»ywa twierdzenia o zamianie zmiennej w caªce).

Ogólniej mo»emy okre±li¢ caªk¦ z funkcji f � Rn aM � R na zbiorze M wzgl¦dem miary powierzchniowej
wzorem

S
M
fdσk � S

U
f�Ψ�x�� �¼det �DΨT �x�DΨ�x��dλk�x� .

Równie» ta wielko±¢ nie zale»y od konkretnego wyboru parametryzacji zbioru M .

Zadanie 2. Oblicz pole powierzchni fragmentu sfery 2-wymiarowej o promieniu R i

±rodku w punkcie �0,0,0� zawartego pomi¦dzy pªaszczyznami z � z0 i z � z1.

Zadanie 3. Powierzchnia Σ ` R3 jest wykresem funkcji gªadkiej f � R2
a U � R (tzn.

σ � ��x, y, f�x, y�� S �x, y� > U�). Wyka», »e

σ2�Σ� � S
U

»
1 � Y©f�x, y�Y2dλ2�x, y� .

Zadanie 4. Oblicz pole wycinka sfery korzystaj¡c z opisu górnej póªsfery jako wykresu

funkcji z �
»
R2 � x2 � y2.

Dom 1. Oblicz pole fragmentu powierzchni z2
� 2xy wyci¦tej pªaszczyznami x � 0, y � 0

i x � y � 1.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 4 kwietnia 2019

Caªka powierzchniowa.

Omówienie zadania domowego.

Stwierdzenie. Twierdzenia o zamianie zmiennych mo»na u»ywa¢ w ka»dej sytuacji, wystarczy »e mamy
do czynienia z funkcj¡ mierzaln¡.

Dowód. Rozwa»my RA f�x�dλn�x�, gdzie f � A � R jest funkcj¡ mierzaln¡ okre±lon¡ na zbiorze mie-
rzalnym A ` Rn. Rozwa»my dyfeomor�zm Φ � B � A. Twierdzenie o zamianie zmiennych mówi, »e je±li
f�x� jest caªkowalna na A, to f�Φ�y��SDΦ�y�S jest caªkowalna na B oraz

(1) S
A
f�x�dλn�x� � S

B
f�Φ�y��SDΦ�y�Sdλn�y� .

Ale, je±li bez sprawdzenia zaªo»enia o caªkowalno±ci f oka»e si¦, »e f�Φ�y��SDΦ�y�S jest caªkowalna na
B, to stosuj¡c twierdzenie o zamianie zmiennych dla Φ�1

� A� B dostaniemy caªkowalno±¢ f�x� na A i
równo±¢ (1). St¡d wynika, »e caªkowalno±¢ (niecaªkowalno±¢) f�x� na A i caªkowalno±¢ (niecaªkowalno±¢)
f�Φ�y��SDΦ�y�S na B s¡ równowa»ne.

Miara krzywej parametrycznej. Rozwa»my krzyw¡ gªadk¡ γ � R a I � Rn. Wówczas dªugo±¢ tej
krzywej to

l�γ� � S
γ

1 � dσ2
�� S

I
YDγ�t�Ydλ1�t� ,

gdzie YDγ�t�Y oznacza dªugo±¢ euklidesow¡ ró»niczki odwzorowania γ w punkcie t. Intuicja jest taka,

»e wielko±¢ YDγ�t�Y mówi jak bardzo nasza parametryzacja rozci¡ga albo skraca standardow¡ miar¦ na

I ` R.
Zadanie 1. Oblicz dªugo±¢ krzywych:

(a) γ�t� � �a cos t, a sin t, bt� > R3 gdzie t > �0, T �.
(b) opisanej we wspóªrz¦dnych biegunowych równaniem r � 1 � cosφ.

Dom 1. Wyka», »e dªugo±¢ krzywej zadanej we wspóªrz¦dnych biegunowych równaniem

r � r�φ�, gdzie φ > �0,2π� wynosi
S

2π

0

»
r�φ�2 � r��φ�2dφ .

Dom 2 (Pisemnie na 11 kwietnia 2019). Rozwa»my funkcj¦ caªkowaln¡ f ��0,�ª�� R. De�niujemy

F �x� �� S �ª

0
e�tx cos�tx�f�t�dt .

Rozstrzygnij, czy

1. F jest ró»niczkowalna na �0,�ª�?
2. F jest ci¡gªa na �0,�ª�?
3. F jest caªkowalna na �0,�ª�?

Michaª Jó¹wikowski, 4 kwietnia 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 1 kwietnia 2019

Caªkowalno±¢ funkcji.

Doko«czenie zadania z ostatnich ¢wicze« � aproksymacja funkcji caªkowalnych funkcjami ci¡gªymi o

zwartym no±niku. Omówienie zada« domowych.

Zadanie 1. Rozstrzygnij czy funkcja f�x, y� �
x2
�y2

Y�x,y�Y4 jest caªkowalna na kwadracie

�0,1�2.
Zadanie 2. Rozstrzygnij czy funkcja

f�x, y� �� lnx � ln y

x2 � y2 � 1
.

jest caªkowalna na �R��2.

Dom 1. Doko«czy¢ ostatnie zadanie.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 28 marca 2019

Omówienie zada« domowych. Inny dowód faktu, »e splot funkcji caªkowalnej oraz funkcji ci¡gªej i ogra-

niczonej jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Uwaga. Splot funkcji caªkowalnych wykazuje wªasno±ci operacji mno»enia w grupie przemiennej (jest
przemienny i ª¡czny), ale funkcje caªkowalne L1�Rn� ze splotem nie tworz¡ grupy, gdy» nie ma funkcji
peªni¡cej rol¦ elementu neutralnego.
Element neutralny mo»na uzyska¢ rozszerzaj¡c poj¦cie splotu na przestrze« dystrybucji (inaczej funkcji
uogólnionych), jest nim wówczas tak zwana delta Diraca. Niemniej jednak równie» dystrybucje wraz ze
splotem nie tworz¡ grupy, ale ich podzbiór � dystrybucje odwracalne tworzy grup¦ przemienn¡.

Zadanie 1. Zde�niujmy rodzin¦ funkcji fλ�x� ��
λ
2 e

�λSxS dla λ A 0. Wyka» »e dla

dowolnej funkcji caªkowalnej g > L1�R� zachodzi

lim
λ��ª

Yfλ � g � gYL1 � 0 .

Wskazówki: (a) RR fλ�x�dx � 1; (b) Znacznie pro±ciej jest poda¢ dowód dla g jednostajnie
ci¡gªej.

Dom 1. Dla jakich warto±ci parametru α > R funkcja f�x� � YxYα jest caªkowalna

w kuli jednostkowej Bn�0,1� ` Rn. Uwaga: za rozwi¡zanie uznam te» odpowied¹ dla

przypadków szczególnych n � 1,2,3.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 21 marca 2019

Rzucanie przedmiotami w celach naukowych. Definicja i podstawowe wªasno±ci splotu.

Omówienie zadania domowego.

Zadanie 1. Oblicz moment bezwªadno±ci walca W � ��x, y, z� > R3 S x2
� y2

B R2, SzS @
1
2h� o jednorodnej g¦sto±ci ρ � const, wzgl¦dem jego osi symetrii.

Przypomnijmy, »e splotem funkcji f � Rn � R i g � Rn � R nazywamy funkcj¦ zdefniowan¡ wzorem

�f � g��x� �� S
Rn
f�x � y�g�y�dλn�y� .

O warto±ci �f � g��x� mo»na my±le¢ jak o funkcji powstaªej przez u±rednianie f wokóª x z g¦sto±ci¡
zadan¡ przez funkcj¦ g.

Generalnie splatanie funkcji caªkowalnej f z funkcj¡ �troch¦ lepiej ni» przyzwoit¡� g produkuje �funkcj¦
przyzwoit¡�. Na przykªad:

� Je±li f > L1�Rn� i g > L1�Rn�, to f � g > L1�Rn�.
� Je±li f > L1�Rn� i g > Ckc �Rn� (ci¡gªa klasy Ck o zwartym no±niku), to f � g > Ck�Rn� i ponadto

D
SαS
xα�f � g� � f � �DSαS

xαg�, gdzie α jest dowolnym wielowska¹nikiem dªugo±ci nie wi¦kszej ni» k.

� Je±li f > L1�Rn� i g ci¡gªa i ograniczona, to f � g jest ci¡gªa.

Zadanie 2. Rozwa»my funkcj¦ caªkowaln¡ f > L1�R� i zde�niujmy funkcj¦ F � R � R
wzorem

F �x� �� S
R
f�x � t�sin t

t
dt .

Wyka», »e F jest:

a) dobrze okre±lona,

b) ci¡gªa (jednostajnie),

c) ró»niczkowalna.

Zadanie 3. Wyka», »e je±li f > L1�Rn�, a g � Rn � R jest ci¡gªa i ograniczona, to splot

f � g jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Dom 1 (Pisemnie na 28 marca 2019). Wyznacz funkcj¦

F �t� � S 1

0

arctan�tx�
x
º

1 � x2
dx .

Wskazówka: Caªkuj¡c wyra»enie zawieraj¡ce wyraz 1º
1�x2

wygodnie u»y¢ podstawienia

x � sinα, za± caªkuj¡c wyra»enie wymierne w sin2 α podstawienia w � tgα.
Dom 2. Wyka», »e operacja splotu jest ª¡czna, tj. je±li f, g, h > L1�Rn� s¡ caªkowalne to

�f � g� � h � f � �g � h� .
Michaª Jó¹wikowski, 21 marca 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 18 marca 2019

�rodek ci¦»ko±ci i moment bezwªadno±ci.

Omówienie zada« domowych.

Zadanie 1. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci zbioru ��x, y, z� S »x2 � y2 @ z @ 1�.
De�nicja. Momentem bezwªadno±ci zbioru A ` Rn o g¦sto±ci ρ � A� �0,�ª� wzgl¦dem
prostej l nazywamy liczb¦

Il�A� �� S
A

dist�l,x�2
� ρ�x�dλn�x� ,

gdzie dist�l,x� oznacza odlegªo±¢ punktu x od osi l.

Zadanie 2. Znale¹¢ moment bezwªadno±ci jednorodnej kuli (o g¦sto±ci ρ � const) o

promieniu R wzgl¦dem osi przechodz¡cej przez jej ±rodek.

Zadanie 3. Znale¹¢ moment bezwªadno±ci jednorodnej kuli (o g¦sto±ci ρ � const) o

promieniu R wzgl¦dem osi odlegªej o d od jej ±rodka.

Dom 1. Obliczy¢ moment bezwªadno±ci jednorodnego walca W � ��x, y, z� S x2
� y2

@

R2, SzS @ h~2� wzgl¦dem prostej x � y � z.

Michaª Jó¹wikowski, 18 marca 2018.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 14 marca 2019

Caªka Lebsegue'a, caªka z parametrem

Omówienie zadania domowego.

Zadanie 1. Wyznacz funkcj¦

I�a� �� S �ª

0
exp ��x2

� a2 1

x2
�dx .

Dom 1. Niech f � �0,�ª�� R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i ograniczon¡. Wyka», »e

lim
y�0

S
ª

0

y � f�x�
x2 � y2

dx �
π

2
f�0� .

Wskazówka: ªatwo rozwi¡za¢ to zadanie przy zaªo»eniu, »e f jest staªa.

De�nicja. Poªo»eniem ±rodka masy (ci¦»ko±ci) zbioru A ` Rn o g¦sto±ci ρ � A � �0,�ª� nazywamy
wektor

`rρ�A�e � 1

Mρ�A� SA x � ρ�x�dλn�x� � 1

Mρ�A� �S
A
x1 � ρ�x�dλn�x�, . . . ,S

A
xn � ρ�x�dλn�x�� ,

gdzie Mρ�A� �� RA ρ�x�dλn�x� jest mas¡ zbioru A.

Nale»y my±le¢, »e wspóªrz¦dne `rρ�A�e to u±rednione wspóªrz¦dne punktów zbioru A wzgl¦dem miary z

g¦sto±ci¡ ρ.

Dom 2. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci jednorodnej (ρ � 1) póªsfery ��x, y, z� > R3 S x2
�y2

�x2
B

1, z A 0�. Wskazówka: w zasadzie robili±my ju» to zadanie.

Michaª Jó¹wikowski, 11 marca 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 7 marca 2019

Omówienie zadania domowego.

Zadanie 1. Oblicz dla t A 0

∂

∂t
S

1

0
ln�x2

� t2�dx i S
1

0

∂

∂t
ln�x2

� t2�dx .
Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie o ró»niczkowaniu caªki z parametrem.

Zadanie 3. Rozstrzygnij, czy ró»niczkowalne s¡ funkcje

F �x, y� � S
A�x,y�

�t � s�dλ2�t, s� oraz G�x, y� � S
A�x,y�

St � sSdλ2�t, s� ,
gdzie A�x, y� � ��t, s� S 0 @ t @ x2,0 @ s @ y2�.
Dom 1 (pisemnie na 14 marca). Oblicz granic¦

lim
n�ª

S
A

»
x2 � y2 � z2 � ez

n2 �1 � cos�»
x2
�y2

�z2

n ��dλ3�x, y, z� ,

gdzie A � ��x, y, z� S z2
@ x2

� y2
� z2

B 3z2, x2
� y2

� z2
B 1, z A 0�.

Dom 2. Funkcja h � �0,�ª�� R jest ci¡gªa. Rozstrzynij, czy funkcja

S
x2
�y2

�z2Bt
h�x2

� y2
� z2�dλ3�x, y, z�

jest ró»niczkowalna.

Michaª Jó¹wikowski, 7 marca 2019.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 4 marca 2019

Caªkowanie funkcji wielu zmiennych, ró»niczkowanie pod znakiem caªki.

Zadanie 1. Oblicz miar¦ zbioru

D � ��x, y� > R2 S �x2
� y2�2

B 4�x2
� y2�� .

Zadanie 2. Oblicz caªk¦

S�xA0,yA0�
xy � 1

y
exp��x � 2y�dλ2�x, y� .

W powy»szym zadaniu u»ywali±my nast¦puj¡cego faktu

Lemat. Niech f, g � Rn a A � R b¦d¡ funkcjami mierzalnymi i niech dodatkowo g b¦dzie funkcj¡ caª-
kowaln¡ na A. Wówczas funkcja f jest caªkowalna na A wtedy i tylko wtedy gdy funkcja f � g jest
caªkowalna na A.

Dowód. Wynika wprost z nierówno±ci trójk¡ta

S
A
Sf S � S

A
SgS B S

A
Sf � gS B S

A
Sf S � S

A
SgS .

Skoro RA SgS jest sko«czona, to obie wielko±ci RA Sf S i RA Sf �gS s¡ jednocze±nie sko«czone lub jednocze±nie
niesko«czone.

Twierdzenie (Ró»niczkowanie pod znakiem caªki). Niech A ` Rn b¦dzie zbiorem mierzalnym, I ` R
otwartym podzbiorem prostej R. Funkcja f � I �A� R ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

� Dla ka»dego t > I funkcja f�t, �� � A� R jest caªkowalna

� Pochodna ∂
∂t
f�t,x� jest dobrze okre±lona

� Istnieje funkcja caªkowalna g � A� R taka, »e dla ka»dego t > I zachodzi T ∂
∂t
f�t,x�T B g�x�.

Wówczas mo»emy ró»niczkowa¢ f pod znakiem caªki, tzn.

d

dt
�S

A
f�t,x�dλn�x�� � S

A

∂

∂t
f�t,x�dλn�x� .

Zadanie 3. Oblicz caªk¦

S
�ª

0
e�x

1 � cos tx

x
dx .

Dom 1. Oblicz caªk¦

S
π~2

0
ln�1 � cos2 x�dx .

Wskazówka: Wprowad¹ dodatkowy parametr do caªki. Przydatne mog¡ by¢ sposoby na

caªkowanie funkcji wymiernych od funkcji trygonometrycznych.

Michaª Jó¹wikowski, 4 marca 2018.



AM II.2 2018/2019 (grupa 2.), 28 lutego 2019

Caªkowanie funkcji wielu zmiennych, podstawienie sferyczne.

Zadanie 1. Niech A � ��x, y� > R2 S Sx � yS @ 1, y A 0�. Oblicz caªk¦

S
A
x exp��y2�dλ2�x, y� .

W powy»szym zadaniu u»ywali±my nast¦puj¡cego faktu

Lemat. Niech f, g � Rn a A � R b¦d¡ funkcjami mierzalnymi i niech dodatkowo g b¦dzie funkcj¡ caª-
kowaln¡ na A. Wówczas funkcja f jest caªkowalna na A wtedy i tylko wtedy gdy funkcja f � g jest
caªkowalna na A.

Dowód. Wynika wprost z nierówno±ci trójk¡ta

S
A
Sf S � S

A
SgS B S

A
Sf � gS B S

A
Sf S � S

A
SgS .

Skoro RA SgS jest sko«czona, to obie wielko±ci RA Sf S i RA Sf �gS s¡ jednocze±nie sko«czone lub jednocze±nie
niesko«czone.

Zadanie 2. Kula o promieniu R B � ��x, y, z� > R3 S x2
� y2

� z2
B R2� zostaªa przeci¦ta

pªaszczyzn¡ �z � a�. Oblicz obj¦to±ci powstaªych cz¦±ci.
Podstawieniem sferycznym nazywamy odwzorowanie (dyfeomor�zm na obraz)

Φ � �r, φ, β�z� �x � r cosβ cosφ, y � r cosβ sinφ, z � r sinβ�
Opisuj¡cy punkty przestrzeni euklidesowej R3 za pomoc¡ ich odlegªo±ci od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych

r �
»
x2 � y2 � z2 i tak zwanych k¡tów Eulera: β > ��π~2, π~2� � k¡ta, który promie« wodz¡cy tworzy z

pªaszczyzn¡ XY , oraz φ > �0,2π� � k¡ta rzutu pomi¦dzy rzutem promienia wodz¡cego na pªaszczyzn¦ XY

a osi¡ OX. Podstawienia sferycznego wygodnie u»ywa¢ w zadaniach cechuj¡cych si¦ symetri¡ sferyczn¡.

Zadanie 3. Oblicz Jakobian postawienia sferycznego.

Zadanie 4. Oblicz caªk¦ z funkcji z po póªsferze ��x, y, z� S x2
� y2

� z2
B 1, z C 0�.

Michaª Jó¹wikowski, 28 lutego 2019.


