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AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3)— zadania przygotowawcze do
IT kolokwium

Ekstrema funkcji wielu zmiennych, ekstrema lokalne

Standardowe typy zadari:
o Wyznaczanie punktow krytycznych funkcji.
o Obliczanie kreséw funkcji na danym zbiorze (przypadki zwarte i niezwarte).
o Obliczanie odlegltosci pomiedzy dwoma zbiorams.
e Badanie lokalnego charakteru punktéw krytycznych.
Co nalezy wiedzieé:
o Znaé Tw. Weierstrassa.
e 7Znaé zasade Fermata (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego).

o Umieé wykorzystaé czeSciowq wiedze o gradiencie (np. badanie znakdw jednej z pochodnych czqst-
kowych) aby zawezié szukanie ekstremdéw do pewnych podzbioréw.

e 7Znaé warunki konieczne (dodatnia lub ujemna pétokreslonosé drugiej rdzniczki) i dostatecznie
(dodatnia lub ujemna okreslonosé drugiej rézniczki) istnienia ekstremum lokalnego. Znaé warunek
dostateczny nieistnienia (niekoreslonosé drugiej rézniczki) ekstremum lokalnego.

o Umieé policzyé punkty krytyczne 1+ macierz drugiej rozniczki.

e Umieé sprawdzié okreSlonoSé macierzy drugiej rézniczki w punkcie (kryterium Sylvestera, znaki
wartoSci wtasnych, lub postaé kanoniczna odpowiedniej formy kwadratowej).

o W przypadku gdy badanie macierzy 2giej rézniczki nie daje wiedzy o lokalnym ekstremum, umieé
zbadaé istnienie ekstremum innymi metodamsa.

Zadanie 1. Znajdz najmniejsza i najwicksza wartoéé funkcji f(z,y, z) = zsin(a? + y?)
na zbiorze D = {(x,y,2) € R3 | 22 < 2% + ¢y < 1}.
Zadanie 2. Oblicz supremum funkcji

(2?2 4+ 9% —2)(1 —2)?

f(x,y) = (a:—y)2

na zbiorze niezwartym A = {(z,y) | 22 — 22+ 14> >0,0< 2z < 1,0 <y < 1}.

Zadanie 3. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = %e‘my na zbiorze A = {(z,y) | 0 <y <
Zadanie 4. Wyznacz kresy funkcji f(x,y) = In(1+22+y?) na zbiorze B = {(z,y) | 2®+
P <liz<uy).

Zadanie 5. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = 27 na zbiorze A = {(z,y) | 2 > y > 0}.
Zadanie 6. Znajdz odleglo$¢ pomiedzy gatezig hiperboli H = {(z,y) | zy + 2 +y =
Oixz>—1}iprosta L={(x,y) | z+2y+1=0}.

Zadanie 7. ZnaleZé punkty zerowanie sie gradientu funkcji f i wyjasni¢, w ktorych z
nich ma ona lokalne minima, maksima, a w ktérych nie ma lokalnego ekstremum.

a) f(x,y,2) =2+ 9>+ 22 + 22 + 4y — 62,

b) f(z,y) = 23 + 32y? — 152 — 12y,
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¢) f(z,y,2) = 2%+ y? + 22 + 122y + 2z,
d) f(z,y,2) = 2y%23(6 — x — 2y — 32),
e) f(z,y) = 32% + 3y% + 82343,

£) flz,y) =2 (13 -2 —y),

&) flap)—a+ W42 42,

h) f(x,y,z2) :2%2 —5—%4-822 — 8,

i) f(z,y) = —at + oyt 4 42y — 292
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Zadanie 8. Wykaza¢, ze funkcja F'(z,y) = (1 + €¥) cosz — ye¥ ma nieskoniczenie wiele
maksimoéw lokalnych, chociaz nie ma zadnego minimum lokalnego.

Zadanie 9. Funkcja f : R?> — R jest dwukrotnie rézniczkowalna i spelnia w kazdym
punkcie nier6wnos¢ fr, + fyy > 0. Przypudémy, ze f ma tylko niezdegenerowane punkty
krytyczne (tzn. w kazdym punkcie krytycznym macierz hesjanu f jest nieosobliwa).

Wykazaé, ze f nie moze mie¢ maksiméw lokalnych.

Zadanie 10. Dla jakich a € R funkcja f,(z,y) = cos(z + y) + atg(zry) ma w punk-
cie (0,0) lokalne maksimum, dla jakich lokalne minimum, a dla jakich nie ma w (0,0)

ekstremum lokalnego.
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Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Brak punktow krytycznych we wnetrzu. Maksimum sin(1), minimum — sin(1).

Zadanie 2. supy f = f(0,1) = 1; badanie znaku pochodnej f,; pokazuje, ze maksimum jest przyjmowane na
prostej x +y = 1.

Zadanie 3. Pochodna fé jest dodatnia dla xy < 1 i ujemna dla zy > 1. Stad kres gbérny jest przyjmowany na
odcinku {(z,z) | 0 < < 1} lub na fragmencie hiperboli {(z,y) | zy =11 & > 1}, za$ kres dolny na prostej y =0
lub polprostej {(x,x) | > 1}. infa f =0, supy f = é
Zadanie 4. Nic nie trzeba liczy¢ (logarytm jest rosnacy): supg f = In(2), infp f = 0.

Zadanie 5. Pochodna fé jest stale dodatnia, stad kresu gérnego trzeba szukaé¢ na prostej x = y a dolnego na
postej y = 0: supy f =0, inf4 f = —?.

Zadanie 6. Hiperbole mozna opisa¢ jako (x +1)(y + 1) =1, z +1 > 0. Zatem punkty hiperboli mozemy opisaé

jako (L -1, y), gdzie y +1 > 0, za$ punkty prostej mozna sparametryzowaé jako (—2¢ — 1,t). Musimy znalez¢

y+1
) o) = (2 Y e
(y+1 ) ‘ ( y+1)

minimum funkcji

na zbiorze y > —1 it € R. Rozwigzanie: ¢ = 1—10(—2 —3V2),y = %(—2 ++/2). Minimum %(3 —2V/2).

Zadanie 7. (a) (—1,2,3) lok. min.; (b) (—2,—1) lok. maks., (—1,—2) brak, (1,2) brak, (2,1) lok min.; (c)
(0,0,—1) brak, (24, —144,—1) lok. min.; (d) (=,y,0) brak; (x,0,z) lok. min. gdy sgn(z23(6 —x — 32)) = 1
lok. max gdy sgn(z23(6 — 2 — 32)) = —1 brak gdy sgn(x23(6 — z — 32)) = 0; (0,3 — 372,2) brak ; (g, g, %) lok.
maks.; (e) (0,0) brak, (1,—1) lok.min., (—1,1) lok. min.; (f) (5,7) lok. maks., (0,y) brak, (z,0) brak; (g)
(—%,—ﬁ,—%) lok. maks., (%, ﬁ %) lok. min.; (h) (8,4,1) lok. min.; (i) (0,0) brak, (0, —1) brak,
(0,1) lok. min.

Zadanie 8. Punkty krytyczne to (2km,0) i ((2k+1)7, —2), gdzie k € Z. Latwo sprawdzi¢, ze w punkcie pierwszego
rodzaju macierz hesjanu jest ujemnie okreslona, a w punkcie drugiego rodzaju jest nieokreslona.

Zadanie 9. Gdyby f mialo maksimum lokalne w (z, y), wowczas macierz hesjanu powinna by¢ ujemnie okreslona.
W szczegolnosci z kryterium Sylvestera fro < 01 frofyy — (fzy)? > 0. Tymczasem wobec zalozen zadania
fyy > —fez > 0. Stad wynika, Ze wyznacznik macierzy drugich pochodnych fuoufyy — (fey)? jest ujemny.
Sprzecznos¢.

Zadanie 10. Latwo policzyé¢, ze Vf,(0,0) = [0,0] i D?£,(0,0) = % (

-1 a—
a—1 —1
rozwiniecia Taylora). Latwo sprawdzi¢, ze macierz ta jest ujemnie okreslona dla a € (0,2) (lokalne maksimum),

(najlatwiej to pokazac z

nieokreslona dla a € (—o0,0) U (2,00) (brak ekstremum) i okreslona niedodatnio dla a = 01 a = 2. Ostatnie
dwa przypadki wymagaja dokladniejszego zbadania. Dla a = 0 mamy fo(z,y) = cos(z + y) i mamy maksimum
lokalne w zerze, bo wartosci kosinusa sa nie wigksze niz 1 = f,(0,0). Dla a = 2 rozwiniecie Taylora rzedu 4 daje
fo(my) =1—L(x—y)? + L(z+y)* + Ra(z,y). Widag, e na prostej y = x osiggniemy wartosci wieksze niz 1

w otoczeniu (0,0), a zatem f» nie ma lokalnego ekstremum w (0, 0).
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Przestrzenie styczne

Standardowe typy zadan:
e wyznacz przestrzen styczng (stozek styczny) do danego zbioru.
o Wyznacz kierunek najszybszego wzrostu/ spadku funkcji.
e Zbadaj zachowanie sie poziomic funkcyi.
Co nalezy wiedzieé:
o Wiedzieé, ze gradient wyznacza kierunek najszybszego wzrostu/spadku funkcji.
o Umieé obliczyé pochodng kierunkowq znajgc gradient.
e Znaé zwigzek gradientu z przestrzeniq styczng do poziomicy (pamietaé o zatozeniach!).
o Umieé napisaé réwnanie prostej/plaszczyzny prostopadiej do danego wektora i przchodzacej przez
dany punkt.

o Umieé policzyé przestrzen styczng do krzywej danej parametrycznie.

e Umieé policzyé przestrzen (stozek) styczng do prostego zbioru korzystajecé z definicji.
Zadanie 1. Znajdz przestrzen styczng do zbioru {(z,v) | y> —y > |z|} w punkcie (0, 1).
Zadanie 2. Znajdz przestrzen styczng do zbioru A = {(x,y) | z(2? — 4y?)(x — y3) = 0}
w punkcie a = (0,0).
Zadanie 3. Wyznacz prosta styczna w punkcie P = (1,1,0) do krzywej opisanej
parametrycznie

K = {(t*,13,sin(nt)) | t € R} .

Zadanie 4. Napisa¢ rownanie prostej stycznej w punkcie P = (2,—3) do krzywej
opisanej rownaniem f(z,y) = et + a2y + 9?2 —19=0.

Zadanie 5. Wyznacz rownanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt (1,1, 3) i stycznej
do powierzchni z = 222 + % w R3.

Zadanie 6. Wykaz, ze poziomice funkcji f(z,y) = zy?i g(z,y) = x
ortogonalne.

Zadanie 7. Niech A bedzie podzbiorem w R"™ i niech ciag x, € A realizuje wektor

2_ %yQ Sa wzajemnie

styczny v € Tp A, tzn. @, — p oraz ﬁ — ﬁ Wykaz, ze dla dowolnej funkcji
f:R™ = R klasy C' zachodzi réwnosé:
— 1

nooan —pl vl

Zadanie 8. Rozwazmy punkt p € R" i niech f : R™ — R bedzie funkcja rozniczkowalng,
taka ze Vf(p) # 0. Wykaz, ze przestrzen styczna do zbioru W = {x € R" | f(x) > f(p)}
w punkcie p to

T, W = {v € R" | (Vf(p),v) > 0} .

Zadanie 9. Grzbiet gorski mozna opisac jako wykres pewnej funkcji gtadkiej f : R? — R.
Wiadomo, ze V f(a,b) = [3,2]. Wskaz kierunek najwieksze] stromizny grzbietu w punkcie
(a,b), kierunek styczny do poziomicy w tym punkcie i oblicz kat nachylenia stoku w
kierunku pétnoco-wschodnim (wektor [1,1]) w tym punkcie.

Zadanie 10. Niech a > 0. Dowies¢, ze plaszczyzny styczne do powierzchni S =
{(z,y,2) | Vo + \/y + V/z = V/a} odcinaja na osiach wspotrzednych odcinki, ktérych
suma dlugosci jest stata.
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Odpowiedzi i wskazowki:
Zadanie 1. {[a,b] | b > |a|}.
Zadanie 2. A jest sumg zbioréw x = 0, x = 2y, * = —2y i © = y>. Stad przestrzen styczna w (0,0) to suma
przestrzeni {[0,a] | a € R}, {[2a,a] | a € R}, {[~2a,a] | a € R} i {[0,a] | a € R} .

Zadanie 3. Wektor styczny do K w punkcie P to [2,3, —m] (pochodna krzywej t +— (t2,¢3,sin(rt)) w ¢t = 1),
stad prosta w postaci parametrycznej to {(1,1,0) + A[2,3, —7] | A € R}. Odpowiednie rownania to na przyktad
3x —2y=1inx+2z=m.

Zadanie 4. 29x — 4y = 70.

Zadanie 5. 4z + 2y — z = 3.

Zadanie 6. Zbada¢ prostopadlosé gradientow Vf = [y2,2zy] i Vg = [2z, —y].

Zadanie 7. Rozwini f(xn) = f(p + (x&n — p)) W szereg Taylora wokol p.

Zadanie 8. Jedli ciag ®n — p elementéw z W wyznacza wektor styczny v (tzn.

N
T —p]

(Bl

0< f(xn)—f(P) —
= llzn—pl

zawieranie ,,C”. Jedli (V f(p),v) > 0, to dla dostatecznie matych ¢ > 0 punkty krzywej p+t-v leza w W, a zatem

v jest realizowany jako wektor styczny do W w p na przyklad przez ciag =, = p + % - v. Wektory spelniajace
(Vf(p),v) = 0 sa realizowane przez punkty z poziomicy {x | f(x) = f(p)} C W.

Zadanie 9. Kierunek najszybszego wzrostu jest wyznaczony przez gradient [2,3]. Kierunek styczny do pozio-
micy jest prostopadly do gradientu, czyli [—3,2]. Pochodna kierunkowa w kierunku [1,1] to produkt skalarny
([2,3],[1,1]) = 5. Tangens konta nachylenia w tym kierunku to H[li?l]” = %

(Vf(p), HZ—H) (poprzednie zadanie). Z twierdzenia o zachowaniu nieréwnosci stabej mamy

. . . . T Yy z —
Zadanie 10. Rownanie plaszczyzny stycznej do S w (xo,yo,20) to NG + VT + T = Vva. Plaszczyzna

ta przecina osie wspolrzednosciowe w punktach (y/a+/zg,0,0), (0,v/a\/yo,0) i (0,0,+/ay/2z0). Suma niezerowych
wspotrzednych to a.
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Wyzsze pochodne, wzér Taylora

Standardowe typy zadan:
e Rozstrzygnij, czy dana funkcja jest gtadka.
o Wyznacz wyzszq pochodng funkcyi.
e Rozwin dang funkcje w szereqg Taylora.
Co nalezy wiedzieé:
o Znaé definicje funkcji klasy C* dla k=1,2,...,00.
e Rozumieé notacje wielowskaznikowqg D f, gdzie o = (a1, 2, ..., Q).

e Znaé twierdzenie o szerequ Taylora dla funkcji wielu zmiennych (w szczegdlnosci zwigzek miedzy
wspétczynnikami szeregu Taylora a pochodnymi czqstkowymi funkcji © pamietaé o zatozeniach).

o Wiedzieé, ze rozwiniecie funkcji w szereqg Taylora jest jednoznaczne (o ile istnicje).

o Wiedzied, ze na szeregach Taylora mozna wykonywaé podstawowe operacje arytmetyczne i operacje
sktadania o ile umie si¢ dobrze kontrolowaé reszty (to wynika z punktu poprzedniego).

e Znac wersje twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej dla funkcji wielu zmiennych.

e 7naé twierdzenia Schwartza o symetrii drugiej rézniczki © o symetrii pochodnych mieszanych.

Zadanie 1. Wykaz, ze funkcja f : R? = R dana wzorem

o (e dla () #0,0),
flzy) {0 dla (z,y) = (0,0)

jest klasy C*°(R? R).
Zadanie 2. Czy istnieje funkcja rézniczkowalna dla ktorej

Vf(z,y) = [sin(zy), cos(zy)] ?

Zadanie 3. Jaki warunek musi spelnia¢ funkcja rézniczkowalna ¢ : R? — R aby wektor

g(IL’, y) [23:7 _y]

mogt by¢ gradientem pewnej funkcji f € C?(R?,R)? Wykaz, ze takie f jest postaci
f(z,y) = p(2? — %yQ) dla pewnej funkcji ¢ : R — R klasy C?(R,R).
Zadanie 4. Laplasjanem funkcji f : R® — R nazywamy wyrazenie

0% f 0% f 0% f
Af(ZU,y,Z) T @(xayvz) + aiyg(xﬂ/az) + @(1")?% Z) .

Rozstrzygnij dla jakich wartogci parametru k € R laplasjan funkcji f(z,y, 2) = (22 +
y? + 22)* okreslonej na R? \ {0} znika w calej dziedzinie.

Zadanie 5. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 4 funkcji f(z,y) = cos(zy?) — sin(z?y)
w punkcie (0,0).

Zadanie 6. Dla k € N znajdz wyzsza pochodng czastkowa D®2F) f funkeji f(z,y) =
arctg(xy?) w punkcie (0, 0).

Zadanie 7. Znajdz wyzsze pochodne czastkowe D(#) £(0,0) funkeji f(x,y) = cos[2z +
3y| dla wszystkich «, 5 € N.
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Zadanie 8. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a = (1, 1) funkcji f(x,y) =
z _y

y

Zadanie 9. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji ztg(y + z) + ytg(z + x) +
ztg(x + y) w punkcie a = (7§, —7%,0).

Zadanie 10. Dana jest funkcja f € C%(R?,R) taka, ze

f(z,y) — tg(x)sin(y)

lim =0.
(z4)—(0,0) x? + y?
Oblicz f,,(0,0).
Zadanie 11. Funkcja f € C?(R?,R) spetnia zaleznosé
lim f(z,y) — In(1 4 3z) cos(y) 1
(z4)—(0,0) z? + y?

Oblicz fr.(0,0).

Zadanie 12. Funkcja f : R"™ — R jest dwukrotnie rézniczkowalna i ma te wtasnosé
ze jej macierz drugiej pochodnej jest dodatnio okreslona w kazdym punkcie. Wykaz,
ze w dowolnym punkcie v € R" wykres f lezy powyzej plaszczyzny stycznej do niego
przechodzacej przez (v, f(v)).
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Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Wszystkie pochodne czastkowe f(xz,y) dla (z,y) # 0 sa postaci w(z, y) exp[fﬁ}, gdzie w € Rz, y]
jest wielomianem (klasa funkcji tego typu jest zamknieta na rézczniczkowanie czastkowe). Kazda z takich funkcji
ma granice 0 przy (z,y) — (0,0). Przez indukcje tatwo pokazaé, ze wszystkie pochodne czastkowe f(z,y) w (0,0)

w(z,0) exp[—m]—o

sa rowne 0: kolejne rézniczkowanie np. po z to granica postaci limg 0 s .

Zadanie 2. Nie. Funkcja tak okreglona bylaby klasy C*° (wystarczy C?), bo pochodne czastkowe f., = sin(xy)

i fé = cos(zy) sa klasy C°°. Na mocy tw. Schwartza powinni$émy mie¢ zatem réwno$é¢ pochodnych mieszanych
wy = J1jz» co nie zachodzi.

Zadanie 3. Na mocy tw. Schwartza (f jest klasy C2) powinnismy mie¢ 229y = fuw = fay = —Y95, a zatem

warunkiem koniecznym jest 2xgg/ + yg., = 0. Teraz mozemy postepowaé na dwa sposoby. 1. Pokazac, ze wowczas

g(z,y) = Pz — %yQ)7 mianowicie sprawdzamy, ze dla dowolnego ustalonego sensownego c funkcja g(z, v2x2 — 2c)
jest stala, stad mozemy zdefiniowa¢ (c) = g(z, V222 — 2c) 1 wowczas podstawiajac y = v2z2 — 2c mamy
9(z,y) = Y(x2—Fy?). Dalej f} = g(z,y)2z = Pp(z2—1y?) (22— 3v2), i £}, = —g(z,v)y = Y(a*—1y?)-(x®— Sy?),,.
Stad f(z,y) = ¢(x? — %yQ), gdzie ¢(-) to funkcja pierwotna +(-). 2. Mozemy od razu zauwazy¢, ze warunek
zadania implikuje, ze f spelnia rownanie 2ocfz’/ + yf. = 01 rozwiaza¢ je tak jak poprzednio analogiczne réwnanie
na g.

Zaganie 4. k=01lub k= —%.

Zadanie 5. 1 — z2y.

. 2y2i+1
Zadanie 6. arctg(zy?) = iﬁo(—l)’%. Stad widaé, ze niezerowe sa tylko pochodne D*:2K) £(0,0) dla
k = 2i + 1. Wspolczynnik przy wyrazie z¥y?* w rozwinieciu Taylora powinien wynosi¢ k!ék!D(k’%)f(O, 0), stad
D(2i+1,4i+2)f(0’0) = (—1)t <2i+11)i14(r42i+2>! i D(2i,4i)f(070) —0.

Zadanie 7. cos[2x + 3y] = ;’io(_1)1(2”<$;{_) = ;’io(—l)’ﬁ S22 (P)25°32i75y%=5. Stad niezerowe

pochodne to D(5:2i=5) £(0,0) = s!(2i — s)!(—l)i(zli)! (2;’)25321'*5 = (—1)?232"—s. Inny sposdb zauwazy¢, ze

21
pochodne nieparzystego stopnia sa postaci asin[2z + 3y], za$ pochodne parzystego stopnia #f%y(@y) =
(—1)%2%32%4=5 cos[2z + 3y].

Zadanie 8. Chcemy rozwinaé f(1 + h,1+ s) = ii’: - 111; w szereg Taylora stopnia 3 w zmiennych h i s

wokél h = s = 0. Mamy 11{; — =+ —s+ 82 =P +0(s%) = (1+8)(1 = h+h? = 1% +o(h?)) =
2h — 25 — h? 4+ 52 — h3 — 83 — h2s 4+ hs? + o(|h|3 + |s]°).

Zadanie 9. f(7 +h,—5 +504+1t) = (T +h)te(=F +s+t)+ (=F +s)tg(F +h+1t) +ttglh+s) =
(F+n)(=1+2s+2t) + (=F + 5)(1 4 20 + 25) + t(h + 5) + r2(h, t, 5).

Zadanie 10. Funkcje f(z,y) i tg(z)sin(y) maja takie same rozwinigcie Taylora rzedu 2.

Zadanie 11. Funkcje f(z,y) i In(1 + 3z) cos(y) + 2 + y? maja takie same rozwiniecie Taylora rzedu 2.

Zadanie 12. Plaszczyzna styczna do wykresu f w punkcie (v, f(v)) to {(w, f(v) + (Vf(v),w)) | w € R"}. Z

rozwiniecia Taylora i zatozen zadania f(v + w) > f(v) + (Vf(v), w).
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Twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomorfizmy

Standardowe typy zadari:
o Sprawdz czy dane odwzorowanie jest (lokalnym) dyfeornorfizmem.
e Dokonaj zamiany zmiennych w wyrazeniach zawierajgcych pochodne.
e Znajdz dyfeomorfizm pomiedzy zadanymi zbiorams.

Co nalezy wiedzieé:

e Znaé twierdzenie o funkcji odwrotnej (w szczegdlnosci umieé sprawdzié ze spetnione sq zatozenia
1 obliczyé pochodng odwzorowania odwrotnego).

e Znaé definicje dyfeomorfizmu i umieé sprawdzi¢ czy dane odwzorowanie jest dyfeomorfizmem.
o Wiedzieé ze zltozenie dyfeomorfizmow i odwrotno$é dyfeomorfizmu sq dyfeomorfizmams.

o Umieé wskazaé/skonstruowaé dyfeomorfizm pomiedzy prostymi zbiorami na plaszczyznie i w prze-
strzens.

o Umieé policzyé rézniczke funkcji w nowych zmiennych.

Zadanie 1. Oblicz rozniczke odwzorowania sferycznego f : Ry x (—m, m)x (=%, %) — R?

[SIE]

f(r,0,¢) = (rcosfcos o, rsinf cos ¢, rsin ¢)

i sprwdz, ze jest ono dyfeomorfizmem na obraz.
Zadanie 2. Oblicz rézniczke odwzorowania walcowego F : Ry x (—m,7) x R — R3

f(r,0,z) = (rcos6,rsinb, z)

i sprwdz, ze jest ono dyfeomorfizmem na obraz.

Zadanie 3. Sprawdz, czy przeksztalcenie f(z,y) = (e*TY + e*7Y, %Y — e*7Y) jest
dyfeomorfizmem R? na obraz.

Zadanie 4. Skonstruuj dyfeomorfizm

a) otwartego prostokata P = {(z,y) | |z| < 1,]y| < 3} na otwarte potkole B’ =
{(z,y) | 2* +y* <1,y >0}

b) zbioru A = {(z,y) | 0 < x < y} na polplaszczyzne R x R.

Zadanie 5. Czy istnieje dyfeomorfizm przeksztatcajacy zbior D = {(z,y) \ 2 2 1}
na zbior B = {(z,y) | /22 +y2 < 1 —242}?

Zadanie 6. Wskaz dyfeomorﬁzm f : R?2\ {0} — R?\ {0} taki, ze obrazem zbioru
B(0,9) \ B(0,1) jest zbior B(0,4) \ B(0,1).

Zadanie 7. Niech f,g: (a,b) — R beda funkcjami klasy C' takimi, ze f(z) < g(x) dla
wszystkich x € (a,b). Przeksztalci¢ dyfeomorficznie zbior {(x,y) | = € (a,b), f(z) <y <
g(x)} na prostokat (a,b) x (0,1).

Zadanie 8. Rozwazmy odwzorowanie f(z,y) = (2% — 2y + 3y? 2y + y?). Wykaz, ze
f zawezone do pewnego otoczenia O punktu (1,1) jest bijekcja na pewne otoczenie U
punktu (2,2). Uzasadnij, ze przyjmujac f(z,y) = (v,w) mozemy wyrazi¢ x i y jako
z(v,w) 1 y(v,w) dla (v,w) € U. Oblicz %(2,2). Zadanie 9. Rozwazmy funkcje f
klasy C%(R?,R) i dokonajmy zamiany zmiennych ® : (z,9) — (u = z +y,v = = — ).
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Zapisz wyrazenie 2275 — giy’; w zmiennych (u,v), tzn. wyraz je w terminach pochodnych
funkcji g(u,v) := f(® 1 (u,v)). (Wowczas f(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)).)
Zadanie 10. Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania rozwiaz jednowymiarowe

réwnanie falowe, tzn. znajdz wszystkie funkcje f € C2(R?,R) spekiajace zaleznosé

0?2 ?
T;;(x,y) = ay{(ffc,y) :
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Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. f jest roznowarot§ciowe: latwo sprawdzié, ze jesli f(r,0,¢) = f(r',0’,¢') to r = r’. Stad sing =
sin ¢’, co wobec ¢, ¢’ € (=3, §) daje ¢ = ¢'. W konsekwencji sin = sin 6’ i cos = 6’, skad Wobec 9 0 € (—m,m)
mamy 0 = 6'.

cos(f) cos(¢p) —rcos(¢)sin(f) —rcos()sin(¢)
Df(r,0,¢) = | cos(¢)sin(@)  rcos(f)cos(¢p)  —rsin(f)sin(¢)
sin(¢) 0 7 cos(¢p)

det[Df] = r? cos(¢) # 0.

Zadanie 2. Odwzorowanie walcowe to produkt odwzorowania biegunowego i identycznosci na wspolrzednej z.
Latwo sprawdzi¢ wszystkie warunki: roznowarto$ciowo$¢ i nieosobliwosé rozniczki.

Zadanie 3. Odwzorowanie f jest bijekcja na obraz: jesli f(z,y) = f(z',y') to latwo sprawdzi¢, ze e*+¥ = e +v’
oraz =Y = ¢ ~¥' . 7 réoznowartosciowosci funkcji exp(-) mamy z +y = o’ + ¢ oraz x —y = ' — ¢/, skad
(z,y) = (2',y"). Ponadto det[Df(z,y)] = 4e3* # 0.

Zadanie 4. (a) Na przyklad jako zlozenie: prostokat na kwadrat (skalowanie jednej wspolrzednej), kwadrat
na R? (tangens na kazdej wspotrzednej), R na R x R+ (exp(+) na drugiej wspotrzednej), odwrotnosgé potkole na
R x R (skalowanie obu wspotrzednych przez tg(m(z? +y2)/2)); (b) Na przyktad jako ztozenie: A na Ry x Ry
((z,y) — (tg(g—j),y) - rozciagamy kazdy z odcinkéw {(z,y) | « € (0,y)} na polprosta za pomoca tangensa) i
Ry X Ry naRx Ry — (z,y) — (Inz,y).

Zadanie 5. Nie istnieje nawet homeomorfizm miedzy tymi zbiorami: D ma 2 sktadowe spojne, a B tylko jedna
(jesli (z,y) € B to tez (z/,y) dla |2/| < z, a zatem mozemy polaczyé dowolny (z,y) € B z punktem (0, y) €B
odcinkiem zawartym w B. Mozna policzy¢, ze zbiér punktow postaci (0,y) w B to odcinek {(0,y) |y € 75, 2)}

f(Va2+y?)
rosnaca bijekcja rozniczkowalna taka, ze f(1) =11 f(9) = 4. We wspolrzednych biegunowych ¢(r, ) = (f(r), a)
Zadanie 7. Mozemy przeskalowa¢ odcinki {(z,y) | y € (f(x),g(x))} na odcinki (0,1). Na przyktad tak (z,y) —
(2, 5L F)-

Zadanie 8. Sprawdzamy, ze f spelnia w (1,1) zalozenia TFO, a wiec jest bijekcja otoczenia (1,1) na otoczenie
£(1,1) = (2,2). Szukana zaleznos¢ = = z(v,w) i y = y(v, w) jest zadana przez funkcje odwrotng f~!. Szukana po-

Zadanie 6. Na przyklad dowolne odwzorowanie, postaci ¢(z,y) = (z,y), gdzie f: Ry — Ry jest

—1
chodna to wyraz w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie macierzy Df~1(2,2) = [Df(1,1)]"! = (? g) =
3/2 -2
(71/2 1 ) a zatem —(2 2) =
Zadanie 9. Stosujac regute }ancuchowq do ztozenia f(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)) = g(z + y,z — y) dostaniemy, ze
Y (wy) =@ +yr—y) + L= +yz—y) Stad

>’f d%g &g g

Gz @y = go@ty -y +2o—(zty -y + oS @ty —y) .
Podobnie 51 (2,y) = 5%(2 + y,z — y) — §%(z + y,@ — y), skad

% f 02%g 9%g 0%g

672(90,?;) = gty —y) —2o @ty —y)+ ooz ty,z—y)

52 52 82 .

Zatem (ﬁ — 57{) (z,y) = 454 (u,v), gdzie (u,v) = (z +y,z — y).

2
Zadanie 10. W po zamianie zmiennych na (u, v) funkcja g powinna spelnia¢ zaleznosé %(u, v) = 0. Oznacza
to, ze pochodna ag (u,v) nie zalezy od zmiennej u, a wigc (u v) = ¢(v). Wobec tego g(u,v) jako funkcja
zmiennej v jest funkcja pierwotna funkcji ¢, a wiec jest posta(n g(u,v) = ®(v) + ¥(u), gdzie ®’'(v) = ¢(v)
(funkcja ¥(u) pelni role stalej caltkowania wzgledem zmiennej v i moze a priori zaleze¢ od drugiej zmiennej ).
Latwo sprawdzi¢, ze dowolna funkcja takiej postaci spelnia rownanie 88 5o (u,v) = 0. Wracajac do wyjsciowych
zmiennych: f(x,y) = ®(x — y) + ¥(x + y), gdzie i ¥ to dowolne funkcje klasy C?(R,R).
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Twierdzenie o funkcji uwiklanej, rozmaitosci zanurzone

Typy zadan:

o Wykaz zZe dane odwzorowanie zadaje funkcje uwiktang.

Oblicz pochodng funkcji vwiktane;.
e Dokonaj zamiany zmiennych w wyrazeniach zawierajgcych pochodne.
o Sprawdz, ze dany zbidr jest podrozmaitoScig zanurzong.

Co nalezy wiedzieé:

o Znaé twierdzenie o funkcji vwiktanej i umieé je zastosowaé (w szczegdlnosci umieé sprawdzié

zatozenia).

e Umieé obliczyé pochodng funkcji zadanej w sposdb wwiktany.

e Umieé sprawdzié, zZe réwnanie funkcyjne zadaje rozmaitos$é zanurzong (lokalnie spetnione sq za-

tozenia TFU w jakims kierunku).

o Umieé policzyé przestrzeri styczng do rozmaitoSci zadanej w sposéb wwiktany i do wykresu funkcji.
Zadanie 1. Uzasadni¢, ze w otoczeniu punktu (2,—1,1) rownanie zz = 2 + ylnz
wyznacza z(z,y) klasy C2. Obliczy¢ %(2, —1).

Zadanie 2. Wykaz, ze w pewnym otoczeniu punktu (xg,yo, 20) = (1, —1,0) rownanie
xe® = y + 2z wyznacza jednoznacznie z jako funkcje zmiennych pozostalych zmiennych
z = z(x,y) klasy C'. Napisa¢ rownanie plaszczyzny stycznej do wykresu tej funkeji w
punkcie (1, —1,0).

Zadanie 3. Uzasadni¢, ze w otoczeniu punktu (1,1,0,0) uklad réwnan

e"+v  =uy
2u+e’ =2y—=x

wyznacza u i v jako funkcje klasy C'' zmiennych z i 3. Obliczyé rézniczke ¢ : (z,y)
(u,v) w punkcie (1,1).

Zadanie 4. Niech M = {(z,y,2) € R? | 2% +9® + 2* + xyz = 4}. Wykaz, ze M jest
rozmaitogcia dwuwymiarows klasy C'. Wyznacz przestrzen styczna do M w punkcie
(+/3,0,—1).

Zadanie 5. Udowodni¢, ze zbior S = {(z,y,2) € R3 | 2222 + 2(z + 1)zy + y?e* = 16}
jest rozmaitoscia 2-wymiarowa. Znalez¢ plaszczyzne styczna do S w punkcie (3,2,0).
Zadanie 6. Czy zbior S = {(z,y,0) | (22 + y? — 2)? = 22 + y?} jest rozmaitoscia?
Niech M oznacza podzbiér R? powstaly przez obrot S wokot osi 0X. Opisaé¢ zbor M
réwnaniem. Czy M \ {0} jest rozmaitoéci@? Jak na razie wystarczy sprawdzaé, ze S\ {0} jest

rozmaitoscig. Sprawdzenie, Ze dany zbior nie jest rozmaitosci¢g moze byé dosé klopotliwe
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Odpowiedzi i wskazowki:

Zadanie 1. Dla funkcji f(z,y,z) = 2z — 2 — ylnz mamy %(I,y,z) =z — ¥, a zatem %(2,71,1) =3#0
2

=z~ § z/ = zInz  prawe strony rownan sa

TZz—yY Yy TZz—yY

klasy C1, stad tez lewe, a skoro z., i 2, sa klasy C! to z jest klasy C2. Rozniczkujac rownanie na z,, po y latwo

i dziata TFU. Roézniczkujac f(z,y,z(z,y)) = 0 dostajemy z, =

dostaniemy z// (2, —1) = %1
Zadanie 2. Dla f(z,y,2) = ze* —y — 2z mamy %(w,y, z) = ze® — 2, stad %(17 —1,0) = —1 # 0 i dziala TFU.
Vf(1,-1,0) = [e*,1,ze® — 2]‘(1 10 = [1,1,—1]. Stad przestrzeii stycznatox +y—2z=1+(—1) —0=0.

u
Zadanie 3. Rozwazmy F(z,y,u,v) = (e" +v—zy,2u+e’ —2y+x). D, ,)F(1,1,0,0) = (62 elv) |(1 1,0,0) =

(; i) jest nieosobliwa, zatem dziata TFU. Z rownania D, ) I' + D(y,0) F'D(4 )¢ = 0 dostajemy Dé(1,1) =

-2 1
(& o)
Zadanie 4. Dla f(z,y,2) = 3 +y3 + 2% + 2yz — 4 mamy Vf(z,vy,2) = [322 +yz,3y? + xz, 423 + 2y]. Warunek
Vf = 0 prowadzi do —zyz = 323 = 3y3 = 424, stad f(z,y,2) = ﬁmyz — 4, a wiec na M mamy zyz = 48 =
—42% sprzecznosé. Na mocy TFU M jest rozmaitoscia dwuwymiarowa. Vf(¥/3,0,—1) = [3/9, — /3, —4], stad
przestrzen styczna to 3¢9z — /3y — 42 =3¥9. V3 - 3. 0—4(-1)=1.
Zadanie 5. Dla f(z,y,2) = 2222 + 2(z + )zy + y?e* — 16 mamy V f(x,y,2) = 2222 + 2y(1 + 2), 2%y + 2z (1 +
2),2xy + e*y? + 2x22]. Mozna sprawdzi¢, ze warunki f(z,y,2) = 01 Vf(z,y,2) = 0 prowadza do sprzecznodci
(wskazowka: wyliczy¢ zaleznosé z2a? i 2e od 2(z+1)zy z f} = f} = 0 i wstawi¢ do réwnania f = 0). Stad S jest
rozmaitosdcia na mocy FTU. Vf(3,2,0) = [4, 10, 16], stad plaszyzna styczna to 4z+10y+16z = 4-3410-24+16-0 =
32.
Zadanie 6. S jest poziomica odwzorowania F(z,y,z) = ((22 + y? — )2 — 22 — y2,2). Latwo sprawdzi¢, ze w
punkcie (0,0,0) odwzorowanie F nie spelnia zalozen TFU. Zbadajmy doktadniej S w tym punkcie. Uzywajac
wspolrzednych biegunowych (z,y) = (r cos a, r sin &), mozna sprawdzi¢, ze w otoczeniu (0, 0) zbior S jest opisany
zaleznoscia (1 —cosa)? = 1, stad cosa = 1 +7 > 1 — brak rozwiazafi lub cosa = —1 + 7. Widzimy, ze dla matych
r kat o jest bliski w. Stad przestrzeri styczna do S w punkcie (0,0,0) to {[—a,0] | a € Ry }. Nie jest to przestrzen
liniowa, a wigc S nie jest rozmaitodcia. Zbior M to {(z,y,z) € R® | (22 +y? + 22 —2)2 = 22 +y? + 22}. M\ {0}
jest rozmaitoscia na mocy TFU.



