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I kolokwium

Normy w Rn, iloczyn skalarny

Standardowe typy zada«:

• sprawd¹ czy dana funkcja jest norm¡

• sprawd¹, czy dany zbiór jest kul¡ w jakiej± normie i oblicz norm¦ wybranego wektora.

• sprawd¹ czy norma pochodzi od iloczynu skalarnego (to»samo±¢ równolegªoboku).

• wªasno±ci iloczynu skalarnego. Porównywanie normy pochodz¡cej od iloczynu skalarnego z
norm¡ euklidesow¡.

Zadanie 1. Niech ‖ · ‖ b¦dzie norm¡ w Rn, za± L : Rn → Rn izomor�zmem liniowym.

Wyka», »e funkcja F (x) = ‖Lx‖ równie» jest norm¡ w Rn.
Zadanie 2. Czy poni»sze funkcje zadaj¡ normy w R2 i R3. Odpowied¹ uzasadnij:

a) f(x, y) = 3
√
x3 + 5y3.

b) f(x, y) = 5
√

5|x|5 + 2|y|5.

c) f(x, y, z) = |x|+ 2|z|.

d) f(x, y) = exp(x2 + y2).

e) f(x, y, z) = 4
√
x4 + y4 + |z|.

Zadanie 3. Niech ‖ · ‖ b¦dzie norm¡ w R2, w której kula jednostkowa jest wielok¡tem o

wierzchoªkach (1, 2), (0, 3), (−1, 2), (−1,−2), (0,−3) i (1,−2). Oblicz normy wektorów

(2, 0), (0, 1), (4, 1) i (1, 4). Wyka», »e norma ‖ · ‖ nie pochodzi od iloczynu skalarnego.

Zadanie 4. Norma ‖ · ‖A w R2 pochodzi od iloczynu skalarnego zadanego macierz¡

A =

(
2 2
2 3

)
. Oznaczmy przez S zbiór {(x, y) | |x| = 2 lub |y| = 3}. Oblicz

sup
v∈R2\{0}

‖v‖A
‖v‖2

oraz inf
v∈S

‖v‖A
‖v‖2

.



Granica i ci¡gªo±¢ funkcji wielu zmiennych, topologia Rn

Standardowe typy zada«:

• Oblicz granic¦ funkcji/sprawd¹ czy istnieje.

• Zbadaj ci¡gªo±¢ (jednostajn¡) funkcji na zbiorze.

• Podaj przykªad odpowiednio patologicznej funkcji.

• Zbadaj otwarto±¢ lub domkni¦to±¢ zbioru.

• Zbadaj spójno±¢ i zwarto±¢ zbioru.

• Wyka», »e dana funkcja przyjmuje konkretne warto±ci na danym zbiorze (wªasno±¢ Dar-
boux).

Zadanie 1. Zbadaj istnienie granic funkcji

a) lim(x,y)→(0,0)
x3+y3

x4+y4

b) lim(x,y)→(0,0)
x3+y4

x2+y4

c) lim(x,y)→(0,0)
x5+y4

x4+y2

d) lim(x,y)→(0,0)(x
2 + y2)xy

e) lim(x,y)→(0,0)
ln(cosx−y2)
x2+2y2

f) lim(x,y)→(0,0) x ln(x
2 + 2y2)

g) lim(x,y)→(0,0)
xy
|x|+y2

Zadanie 2. Rozwa»my funkcj¦

f(x, y) =

{
x2−y2
x2+y2

dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0).

Oblicz granice limx→0 limy→0 f(x, y), limy→0 limx→0 f(x, y) oraz lim(x,y)→(0,0) f(x, y).

Zadanie 3. Zbadaj istnienie granicy funkcji f(x, y) = y sin(πx)
x+y−1 w punktach prostej

x+ y − 1 = 0.
Zadanie 4. Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji f : R3 → R2 opisanej wzorem

f(x, y, z) =

{
( xy
1+z2

, x2y2z2

x2+y2+z2
) gdy (x, y, z) 6= 0.,

(0, 0) gdy (x, y, z) = 0.

Zadanie 5. Zbadaj ci¡gªo±¢ jednostajn¡ funkcji f(x, y) = sin 1
|x| cos

1
|y| na zbiorze R2 \

{0}.
Zadanie 6. Zbadaj ci¡gªo±¢ jednostajn¡ funkcji f(x, y) = x sin 1

y2
na zbiorze R2 \

{(x, y) | y = 0}.



Zadanie 7. Znajd¹ funkcj¦ g : R→ R dla której funkcja F : R2 → R okre±lona wzorem

F (x, y) =

{
sin(x3−y3)ex+y

x−y dla x 6= y

g(x) dla x = y

jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Zadanie 8. Rozwa»my funkcj¦ ci¡gª¡ f : R3 → R. Zaªó»my »e istniej¡ punkty v,w ∈ R3

takie, »e f(v) > 0 > f(w). Wyka», »e f ma niesko«czenie wiele miejsc zerowych.

Zadanie 9. Wyka», »e wªasno±¢ Darboux nie zachodzi dla funkcji ci¡gªych o warto±ciach

w R2.

Zadanie 10. Wyka», »e zbiór {(x, y, z) ∈ R3 | z > x2 + y2} jest wypukªy.
Zadanie 11. Zbiór wszystkich rzeczywistych macierzy kwadratowych n-wymiarowych

mo»emy naturalnie uto»samia¢ z przestrzeni¡ euklidesow¡ Rn2
. Przez S oznaczmy pod-

zbiór tej przestrzeni tworzony przez macierze iloczynów skalarnych

S = {A ∈Mn(R) | A jest macierz¡ iloczynu skalarnego} .

Wyka», »e S jest zbiorem otwartym (w przestrzeni wszystkich macierzy symetrycznych)

i spójnym.

Zadanie 12. Wyka», »e zbiór wszystkich rzeczywistych n-wymiarowych macierzy od-

wracalnych jest otwartym i niespójnym podzbiorem Rn2
.

Zadanie 13. Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wyka», »e zbiór {v ∈ Rn | f(v) >
0} jest otwarty. Wywnioskuj st¡d, »e zbiory {v ∈ Rn | f(v) = 0} oraz {v ∈ Rn | f(v) ≥ 0}
s¡ domkni¦te.

Zadanie 14. Rozstrzygnij, które z poni»szych zbiorów s¡ otwarte, domkni¦te, zwarte,

spójne, spójne ªukowo.

a) {(x, y) ∈ R2 | x2 + 2x+ y2 − 4y ≥ 1, 9x2 + 16y2 ≤ 144}.

b) {(x, y, z) ∈ R3 | x, z ≥ 0, x+ 2y + 3z = 6}.

c) {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 4, x2 + y2 + z2 ≤ 9}.

d) {(x, y, z) ∈ R3 | x2 − y2 = z, x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

e) {(x, y, z) ∈ R3 | xy < 0, x2 + z2 < 1}.

f) {(x, y, z) ∈ R3 | x, y ≥ 0, z ≥ −6, x+ y + 2z ≥ 6, x+ y + z ≤ 6}.



Pochodne cz¡stkowe i kierunkowe, ró»niczkowalno±¢

Standardowe typy zada«:

• Oblicz pochodn¡ cz¡stkow¡/kierunkow¡ (rachunkowe lub z de�nicji).

• Wska» odpowiednio patologiczny przykªad.

• Oblicz gradient/ró»niczk¦ funkcji.

• Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji.

• Wyznacz gradient (kierunek najszybszego wzrostu) funkcji.

Zadanie 1. Obliczy¢ pochodne cz¡stkowe funkcji

a) f(x, y) = |xy|

b) f(x, y) = sinx
y

c) f(x, y) = ex sin y + ey sin(2z) + ez sin(3x)

d) f(x, y) = arctg(xy )

e) f(v) = exp(−‖v‖2), gdzie v ∈ Rn

Zadanie 2. Wyznaczy¢ gradient funkcji f(x, y) = ecos(x
2−y2) ln

(
1 + sin(tg x+y

2 )
)
w

punkcie (0, 0).

Zadanie 3. Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji w punkcie (0, 0)

f(x, y) =


x3+y3√
x2+y2

dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0);
g(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2
dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0).

Zadanie 4. Zbadaj, w zale»no±ci od parametru p > 0, ró»niczkowalno±¢ funkcji

f(x, y) = ln(1 + |xy|p)

w punkcie (0, 0).
Zadanie 5. Funkcja f jest okre±lona na zbiorze A = {(x, y) ∈ R2 | xy > −1} wzorem

f(x, y) =

{√
1+xy−1
y dla y 6= 0

x
2 dla y = 0

Zbadaj ró»niczkowalno±¢ f w (0, 0).
Zadanie 6. Zbada¢ w których punktach swojej dziedziny funkcja f(x, y) = |ex−y| ln(1+
x) jest ró»niczkowalna.
Zadanie 7. Wyznaczy¢ punkty ró»niczkowalno±ci funkcji

g(x, y, z) =

{
xyz exp( z

x2+y2
) dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0).



Zadanie 8. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji

f(x, y) = x
√
|x|+ 4 + |y| .

Zadanie 9. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania walcowego F : R+ × (−π, π)× R→ R3

f(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z) .

Zadanie 10. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania odwrotnego F−1 : R2 → R2, je±li F :
R2 → R2 dane jest wzorem

F (x, y) = (ex + e3y, e3y) .

Zadanie 11. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania F : R3 → R2 w punkcie (0, 0, 0) danego
wzorem

F (x, y, z) = g(ey + cosx, esin z, ex+y sin z) ,

je±li ró»niczka g : R3 → R2 w punkcie (2, 1, 0) zadana jest macierz¡

D(2,1,0)g =

(
1 1 −1
0 2 0

)
.

Zadanie 12. Funkcja f : P → R klasy C1 jest okre±lona na zbiorze P = {(x, y, z) ∈
R3 | 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9} i ponadto speªnia w ka»dym punkcie dziedziny nierówno±ci∣∣∣∣∂f∂x

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ ≤ 1 i

∣∣∣∣∂f∂z
∣∣∣∣ ≤ 1 .

Rozstrzygnij, czy f speªnia warunek Lipschitza (z pewn¡ staª¡) w zbiorze P .
Zadanie 13. Funkcja ró»niczkowalna f : Rn → R speªnia warunek

n∑
i=1

yi
∂f

∂xi
(y) ≥ 0 dla wszystkich y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn

Wyka», »e f jest ograniczona z doªu przez f(0).
Zadanie 14. Funkcja ró»niczkowalna f : R2 → R speªnia warunek

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
≤ ∂f

∂x
(x, y) +

∂f

∂y
(x, y) dla wszystkich x, y ∈ R2.

Wyka», »e w ka»dym zbiorze K, który jest zwarty i wypukªy funkcja f osi¡ga swój kres

dolny na brzegu ∂K.

Wskazówka: : Udowodnij, »e f jest nierosn¡ca wzdªu» póªprostych R+ 3 t 7→ (1+at, 1+
bt).
Zadanie 15. Funkcja ró»niczkowalna f : U → R okre±lona na zbiorze U = {(x, y) ∈
R2 | x, y > 0} speªnia to»samo±¢

x
∂f

∂x
(x, y)− 7y

∂f

∂y
(x, y) = 0 .



Wyka», »e istnieje funkcja ró»niczkowalna g : R+ → R taka, »e f(x, y) = g(x7y).
Wskazówka: Oblicz pochodn¡ funkcji jednej zmiennej x 7→ f(x, c

x7
).

Zadanie 16. Funkcja f : R2 → R speªnia to»samo±¢

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = 0 .

Wyka», »e f jest staªa.

Wskazówka: Wyka», »e f jest staªa na ka»dej prostej przechodz¡cej przez punkt (0, 0).



Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Standardowe typy zada«:

• Wyznaczanie punktów krytycznych funkcji.

• Obliczanie kresów funkcji na danym zbiorze (przypadki zwarte i niezwarte).

• Obliczanie odlegªo±ci pomi¦dzy dwoma zbiorami.

Zadanie 1. Pokaza¢, »e funkcja f(x, y) = (x − y2)(3x − y2) po obci¦ciu do dowolnej

prostej przechodz¡cej przez (0, 0) ma minimum lokalne w (0, 0). Czy f ma minimum

lokalne w (0, 0)?
Zadanie 2. Wyznacz kresy funkcji f(x, y, z) = 6xy − 3xz − 2yz na zbiorze C =
{(x, y, z) | 0 ≤ x, y, z ≤ 1}.
Zadanie 3. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = x(y−x)e−y na zbiorze T = {(x, y) | −1 ≤
3x ≤ 2y ≤ 6}.
Zadanie 4. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = y

x2+4y2+1
na A = {(x, y) | x ≥ 0}.

Zadanie 5. Na powierzchni z = xy + 1 znale¹¢ punkt poªo»ony najbli»ej pocz¡tku

ukªadu wspóªrz¦dnych.

Wskazówka: : Odlegªo±¢ punktu (x, y, z) od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych to
√
x2 + y2 + z2.

Dla punktów z rozwa»anej powierzchni mo»na wyrazi¢ t¦ funkcj¦ za pomoc¡ zmiennych

x i y.

Michaª Jó¹wikowski, 6 listopada 2018.


