AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3)— zadania przygotowawcze do
I kolokwium

Normy w R"”, iloczyn skalarny

Standardowe typy zadani:
o sprawdZ czy dana funkcja jest normg
o sprawdZz, czy dany zbior jest kulg w jakiejs normie i oblicz norme wybranego wektora.
e sprawdZ czy norma pochodzi od iloczynu skalarnego (tozsamos$é réwnolegtoboku).

o witasnosci tloczynu skalarnego. Porownywanie normy pochodzgcej od iloczynu skalarnego z
normg euklidesowg.

Zadanie 1. Niech || - || bedzie norma w R™, zag L : R" — R" izomorfizmem liniowym.
Wykaz, ze funkcja F(x) = ||Lx| réwniez jest norma w R™.
Zadanie 2. Czy ponizsze funkcje zadaja normy w R? i R3. Odpowiedz uzasadnij:

a) f(z,y) = ¥/a%+ 5y’
) fla,y) = /Bl +2[yP.
c) fx,y,2) = [z +2[2].
I
I

=3

d) f(z,y) = exp(z? + y?).

e) f(z,y,2) = Vot +y* + 2|

Zadanie 3. Niech || -|| bedzie norma w R?, w ktérej kula jednostkowa, jest wielokatem o
wierzchotkach (1,2), (0,3), (—1,2), (-1,—-2), (0,—3) i (1,—2). Oblicz normy wektorow
(2,0), (0,1), (4,1) 1 (1,4). Wykaz, ze norma || - || nie pochodzi od iloczynu skalarnego.

Zadanie 4. Norma || - |4 w R? pochodzi od iloczynu skalarnego zadanego macierza
A= <§ ;) Oznaczmy przez S zbior {(z,y) | |z| = 2 lub |y| = 3}. Oblicz
I[vlla oraz inf o]l

ver2\{o} V]2 ves [vllz -



Granica i cigglo$é funkcji wielu zmiennych, topologia R"
Standardowe typy zadari:

o Oblicz granice funkcji/sprawdz czy istnieje.

e Zbadaj ciggtosé (jednostajnag) funkcji na zbiorze.

e Podaj przyktad odpowiednio patologicznej funkcji.

o Zbadaj otwartosé lub domknietosé zbioru.

o Zbadaj spdjno$é i zwartos$é zbioru.

o Wykaz, ze dana funkcja przyjmuje konkretne wartosci na danym zbiorze (wlasno$é Dar-
bouz).

Zadanie 1. Zbadaj istnienie granic funkcji
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e) limg ) (0,0) —z5357
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Zadanie 2. Rozwazmy funkcje

2 2

=% dla(x,y) #(0,0)
flx,y) = {0 " dla (z,y) = (0,0)

Oblicz granice lim, o limy o f(7,y), limy 0 lim; 0 f(z,y) oraz lim, ) 0,0y f(z,9)-
ysin(mwz)
rz+y—1

Zadanie 3. Zbadaj istnienie granicy funkcji f(z,y) = w punktach prostej
z4+y—1=0.

Zadanie 4. Zbadaj ciaglosé¢ funkcji f : R — R? opisanej wzorem

x 220252
F(z,9,2) = {(”y ) edy (2,9,2) £ 0.
(0,0) gdy (x,y,2) = 0.

Zadanie 5. Zbadaj ciaglos¢ jednostajna funkcji f(z,y) = sin ﬁ cos ‘—?i' na zbiorze R? \

{0}.

Zadanie 6. Zbadaj ciaglos¢ jednostajna funkcji f(x,y) = msimyi2 na zbiorze R? \
{(z,y) | y =0}



Zadanie 7. Znajdz funkcje g : R — R dla ktorej funkcja F : R? — R okreslona wzorem

sin(z3—y3)e?tV
Fag)=q w0 7Y
g(x) dlaz=y

jest funkcja ciagly.

Zadanie 8. Rozwazmy funkcje ciagla f : R? — R. Zalézmy ze istnieja punkty v, w € R3
takie, ze f(v) > 0> f(w). Wykaz, ze f ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych.
Zadanie 9. Wykaz, ze wlasnos¢ Darboux nie zachodzi dla funkcji ciagtych o wartosciach
w R2.

Zadanie 10. Wykaz, ze zbior {(z,v,2) € R? | z > 22 + 2} jest wypukly.

Zadanie 11. Zbior wszystkich rzeczywistych macierzy kwadratowych n-wymiarowych
mozemy naturalnie utozsamiaé z przestrzenia euklidesowa R™. Przez S oznaczmy pod-
zbidr tej przestrzeni tworzony przez macierze iloczynéw skalarnych

S ={A € M,(R) | A jest macierza iloczynu skalarnego} .

Wykaz, ze S jest zbiorem otwartym (w przestrzeni wszystkich macierzy symetrycznych)
i spojnym.

Zadanie 12. Wykaz, ze zbior wszystkich rzeczywistych n-wymiarowych macierzy od-
wracalnych jest otwartym i niespéjnym podzbiorem R,

Zadanie 13. Niech f : R” — R bedzie funkcja ciagta. Wykaz, ze zbior {v € R" | f(v) >
0} jest otwarty. Wywnioskuj stad, ze zbiory {v € R" | f(v) = 0} oraz {v € R" | f(v) > 0}
sa domkniete.

Zadanie 14. Rozstrzygnij, ktore z ponizszych zbiorow sa otwarte, domkniete, zwarte,
spojne, spojne tukowo.

a) {(z,y) € R? | 2% + 22 + % — 4y > 1,922 + 1692 < 144}.

=3

T,y,2) ER® | 2,2 > 0,2+ 2y + 32 = 6}.
c

) {
) {
d) {
) 4
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r,y,2) ER3 | 22 —y? =z, 22 + 9?2 + 22 < 1}
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(z,
(
(r,y,2) ER3 | 2?2 +y? = 4,22 + 4% + 22 < 9}.
(
(z,y,2) €ER3 | 2y < 0,22 4+ 22 < 1}.

(

f) {(z,9,2) eR® |2,y >0,2> —6,2+y+22>6,z+y+2<6}



Pochodne czastkowe i kierunkowe, rézniczkowalnosé

Standardowe typy zadari:

Oblicz pochodng czqstkowq/kierunkowq (rachunkowe lub z definicji).

Wskaz odpowiednio patologiczny przyktad.

Oblicz gradient/rézniczke funkcji.

Zbadaj rozniczkowalno$é funkcyi.
o Wyznacz gradient (kierunek najszybszego wzrostu) funkcji.

Zadanie 1. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji

a) f(z,y) = vyl
b) flz,y) =2
c) f(z,y) = e"siny + e¥sin(2z) + €7 sin(3x)
d) f(z,y) = arctg()
) f(v) = exp(—|[v]}2), gdzie v € R"

Zadanie 2. Wyznaczy¢ gradient funkcji f(z,y) = €@ ") n (14 sin(tg Z3¥)) w
punkcie (0, 0).
Zadanie 3. Zbadaj rozniczkowalnos¢ funkeji w punkcie (0, 0)

24y’ 23443
Fag) = \/ﬁ dla (z,y) # (0,0), g(%y):{mgg? dla (z,y) # (0,0),
0 dla (z,y) = (0,0); 0 dla (z,y) = (0,0).

Zadanie 4. Zbadaj, w zaleznosci od parametru p > 0, rézniczkowalnogé¢ funkcji

f(z,y) =In(1 + [zy|")

w punkcie (0,0).
Zadanie 5. Funkcja f jest okreslona na zbiorze A = {(z,y) € R? | zy > —1} wzorem

vitzy—1 dlay # 0
f(w,y)Z{ v

£ dlay =0

Zbadaj rozniczkowalnosé¢ f w (0,0).

Zadanie 6. Zbada¢ w ktorych punktach swojej dziedziny funkcja f(z,y) = |e*—y|In(1+
x) jest rozniczkowalna.

Zadanie 7. Wyznaczy¢ punkty rézniczkowalnosci funkeji

_ Jayzexp(z5z) dla (z,y) # (0,0)
9@, )_{0 T ey = (0,0)



Zadanie 8. Zbada¢ rozniczkowalnosé¢ funkeji

flz,y) =zv/|z[+4+ |y .

Zadanie 9. Oblicz rézniczke odwzorowania walcowego F : Ry x (—m,7) x R — R3
f(r,0,z) = (rcos6,rsinf,z) .

Zadanie 10.  Oblicz rézniczke odwzorowania odwrotnego F~1 : R? — R? jedli F :
R? — R? dane jest wzorem

F(z,y) = (e" + e’y,e%) .

Zadanie 11. Oblicz rézniczke odwzorowania F : R?* — R? w punkcie (0,0, 0) danego
wzorem

sin z

F(z,y,2) = g(e¥ + cosx,e™? ™ Vsinz)

jesli rozniczka g : R? — R? w punkcie (2,1,0) zadana jest macierza

1 1 -1

Zadanie 12. Funkcja f : P — R klasy C! jest okreslona na zbiorze P = {(z,y,2) €
R3 | 1< 2?4+ y? + 22 <9} i ponadto spetnia w kazdym punkcie dziedziny nieréwnosci

of ol o1
ox 0z| —

af
<1 —| <1
— ) ‘8y—

Rozstrzygnij, czy f spelia warunek Lipschitza (z pewna stala) w zbiorze P.
Zadanie 13. Funkcja rézniczkowalna f : R™ — R spelnia warunek

n
0
E:yla—fi(y) >0 dla wszystkich y = (y',1%,...,y") € R"
Xz
1=1

Wykaz, ze f jest ograniczona z dotu przez f(0).
Zadanie 14. Funkcja rézniczkowalna f : R? — R spetnia warunek
0 0 0 0

xa—i(x,y) + yai < %(w,y) + 8'5(:1:, y) dla wszystkich z,y € R2,
Wrykaz, ze w kazdym zbiorze K, ktory jest zwarty i wypukty funkcja f osiaga swoj kres
dolny na brzegu 0K.
Wskazéwka: : Udowodnij, ze f jest nierosnaca wzdtuz potprostych Ry 3 ¢ — (1+at, 1+
bt).
Zadanie 15. Funkcja rozniczkowalna f : U — R okredlona na zbiorze U = {(x,y) €
R? | 2,y > 0} spelnia tozsamos¢

P (@) = Ty (o) =0



Wykaz, ze istnieje funkcja rozniczkowalna g : Ry — R taka, ze f(x,y) = g(z7y).
Wskazéwka: Oblicz pochodng funkcji jednej zmiennej x — f(z, -5).
Zadanie 16. Funkcja f : R? — R spelnia tozsamos¢

5] 0
wa‘g}:(w,y)waz(fmy) =0.

Wykaz, ze f jest stala.
Wskazéwka: Wykaz, ze f jest stala na kazdej prostej przechodzacej przez punkt (0,0).



Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Standardowe typy zadari:
o Wyznaczanie punktow krytycznych funkcji.
o Obliczanie kreséw funkcji na danym zbiorze (przypadki zwarte i niezwarte).

o Obliczanie odlegtosci pomiedzy dwoma zbiorami.

Zadanie 1. Pokaza¢, ze funkcja f(z,y) = (x — y?)(3x — 3?) po obcieciu do dowolnej
prostej przechodzacej przez (0,0) ma minimum lokalne w (0,0). Czy f ma minimum
lokalne w (0,0)7

Zadanie 2. Wyznacz kresy funkcji f(x,y,2) = 6xy — 3xz — 2yz na zbiorze C' =
{(2.9,2) |0 < 2,y,2 < 1},

Zadanie 3. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = 2(y — z)e™ Y na zbiorze T' = {(z,y) | —1 <
3r <2y < 6}.

Zadanie 4. Wyznacz kresy funkcji f(x,y) = ﬁygﬂ na A={(z,y) | = > 0}.
Zadanie 5. Na powierzchni z = zy + 1 znalez¢ punkt polozony najblizej poczatku
uktadu wspotrzednych.

Wskazéwka: : Odlegtos¢ punktu (z,y, z) od poczatku uktadu wspotrzednych to /22 + y2 + 22.
Dla punktéw z rozwazanej powierzchni mozna wyrazié¢ te funkcje za pomocs zmiennych
xiy.

Michat Jozwikowski, 6 listopada 2018.



