
I kolokwium zad 4 � rozwi¡zanie wzorcowe i zasady oceniania.

NiechK ⊂ R3 b¦dzie zwartym zbiorem wypukªym zawieraj¡cym pewn¡ kul¦ jednostkow¡

B(0, r) dla r > 0. Niech f : K → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na K, ró»niczkowaln¡ w intK,

tak¡ »e
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(x, y, z) > 0 dla (x, y, z) ∈ intK \ {(x, y, z) | x = 0 i z = 0}(1)

oraz

y
∂f

∂y
(x, y, z) > 0 dla (x, y, z) ∈ intK \ {(x, y, z) | y = 0}.(2)

Wyka», »e f przyjmuje minimum w 0 = (0, 0, 0) a maksimum na brzegu K.

Zadady oceniania

Do zdobycia byªo 10 punktów. Oceniaj¡c zadania przyj¡ªem nast¦puj¡ce kryteria:

• 7-10 punktów. Peªne rozwi¡zanie zadania. Obcinaªem pojedyncze punkty za mniej-

sze lub wi¦ksze usterki, np. brak wskazania gdzie korzysta si¦ z wypukªo±ci K, brak

uzasadnienia dlaczego w danym punkcie mo»na ró»niczkowa¢, stwierdzenie jakiej±

nieprawdziwej wªasno±ci badanej funkcji.

• 4-7 punktów. Rozwi¡zanie zawieraj¡ce istotne pomysªy, ale bez nale»ytego uzasad-

nienia, b¡d¹ te» maj¡ce istotne luki w rozumowaniu.

• 2-3 punkty. Wykazanie, »e f nie ma punktów krytycznych w intK \ {0} i wywnio-
skowanie st¡d, »e przyjmuje swoje kresy na ∂K ∪ {0}. Dodatkowe punkty mo»na

byªo uzyska¢ za przydatne obserwacje wykorzystuj¡ce dodatnio±¢ odpowiednich

pochodnych kierunkowych.

• 1-2 punkty. Drobne acz przydatne obserwacje dotycz¡ce zadania.

Rozwi¡zanie wzorcowe (szkic)

Zauwa»my, »e nierówno±ci (1) i (2) zachodz¡ w sªabym sensie (tzn z �≥� zamiast �>�) dla

dowolnych (x, y, z) ∈ intK. Dodaj¡c je stronami dostaniemy nierówno±¢ x∂f
∂x (x, y, z) +

y ∂f
∂y (x, y, z) + z ∂f

∂z (x, y, z) ≥ 0 prawdziw¡ w dowolnym punkcie (x, y, z) ∈ intK. Co

wi¦cej nierówno±¢ ostra zachodzi o ile która± z nierówno±ci (1)-(2) jest ostra,1 a zatem
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(x, y, z) > 0 dla (x, y, z) ∈ intK \ {0}.

Rozwa»my teraz dowolny punkt wewn¦trzny (x0, y0, z0) ∈ intK\{0}. Na mocy zaªo»enia

o wypukªo±ci K i o tym, »e 0 ∈ intK wnioskujemy, »e dla pewnego ε > 0 caªy odcinek

t 7→ (t ·x0, t ·y0, t ·z0) dla t ∈ [0, 1+ε] le»y we wn¦trzu K. Wobec tego obci¦cie f do tego

odcinka, czyli g(t) := f(t · x0, t · y0, t · z0) jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ dla t ∈ (0, 1 + ε).2

1De facto nie potrzeba nierówno±ci ostrej � rozumowanie przechodzi przy nierówno±ci sªabej.
2Takiego spostrze»enia brakªo w wi¦kszo±ci rozwi¡za«.



Policzmy jej pochodn¡:
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Na mocy nierówno±ci (3), powy»sza pochodna jest ±ci±le dodatnia dla t > 0, a zatem

funkcja g jest ±ci±le rosn¡ca. Wnioskujemy, »e

f(0) = g(0) < g(1) = f(x0, y0, z0) < g(1 + ε) = f((1 + ε)(x0, y0, z0)) .

Punkt (x0, y0, z0) byª dowolnym punktem wewn¦trznym K ró»nym od 0. Wnioskujemy

st¡d, po pierwsze, »e ani f(x0, y0, z0), ani f(0) nie mo»e by¢ kresem górnym f na K.

Poniewa» na mocy tw. Wierstrassa (K zwarte, f ci¡gªe) kres górny jest gdzie± przyjmo-

wany, to musi zachodzi¢ supK f = sup∂K f . Z drugiej strony widzimy, »e f(0) jest nie

wi¦ksze ni» dowolna warto±¢ f w punktach intK. Poniewa» ka»dy punkt brzegu K mo-

»emy aproksymowa¢ punktami wewn¦trznymi (i warto±ci f w tym punkcie warto±ciami f
w punktach wewn¦trznych � ci¡gªo±¢ f), z twierdzenia o zachowaniu nierówno±ci sªabej

w granicy, f(0) jest nie wi¦ksze ni» warto±ci f w dowolnym punkcie K.

Inne rozwi¡zania/rozwi¡zania cz¦±ciowe (szkice)

1. Cze±¢ rozwi¡za« nie wykorzystywaªa obliczenia peªnej pochodnej g(t), a jedynie t¦

pochodn¡ w t = 0, czyli pochodn¡ kierunkow¡ f w kierunku [x, y, z] w punkcie

(x, y, z). Na mocy (3) wiemy, »e ta pochodna jest dodatnia. Oznacza to, »e dla

ustalonego (x0, y0, z0) ∈ intK \{0} istnieje t0 > 0 (a priori zale»ne od tego punktu)

takie, »e dla dowolnego 0 < ε ≤ t0

f(x0, y0, z0) < f((1 + ε)(x0, y0, z0)) .

St¡d mo»na wywnioskowa¢,3 »e f(x0, y0, z0) < f((1 + ε)(x0, y0, z0)) dla ka»dego

ε > 0 takiego, »e (1 + ε)(x0, y0, z0) ∈ intK.

To rozumowanie dowodzi, »e f ro±nie na wszystkich póªprostych przechodz¡cych

przez 0 i dalej rozumujemy analogicznie jak poprzednio.

2. Podobne rozumowanie wykorzystuje fakt, »e gradient jest kierunkiem najszybszego

wzrostu funkcji. Warunek (3) oznacza mianowicie, »e k¡t mi¦dzy gradientem funk-

cji∇f(x, y, z) a wektorem [x, y, z] jest ostry, a zatem gradient wskazuje na zewn¡trz

kuli B(0, ‖(x, y, z)‖2). Zatem na zewn¡trz tej kuli mo»na znale¹¢ punkty o wi¦k-

szych warto±ciach ni» na jej brzegu (i analogicznie wewn¡trz punkty o warto±ciach

mniejszych).

3Dokªadne uzasadnienie wymaga nieco pracy i odwoªuje si¦ do zwarto±ci odcinka domkni¦tego.



3. Inna strategia polegaªa na osobnym rozpatrzeniu f(x, y, z) jako funkcji zmiennych

(x, z) przy ustalonym y z wykorzystaniem nieróno±ci (1), oraz osobnym rozpa-

trzeniu f(x, y, z) jako funkcji zmiennej y przy ustalonych x i z z wykorzysta-

niem nierówno±ci (2). Przez rozumowanie analogiczne jak w rozwi¡zaniu wzor-

cowym powinni±my wówczas otrzyma¢ nierówno±ci f(0, 0, 0) < f(x0, 0, z0) oraz

f(x0, 0, z0) < f(x0, y0, z0), które wspólnie daj¡ nierówno±¢

f(0, 0, 0) ≤ f(x0, y0, z0)

dla dowolnego punktu p0 = (x0, y0, z0) ∈ intK\{0}. Problem z tym rozumowaniem

jest taki, »e z faktu, »e 0 i p0 nale»¡ do K (a nawet do wn¦trza) nie wynika, »e

(x0, 0, z0) ∈ K.4 To rozumowanie mo»na poprawi¢ tworz¡c odpowiednio drobne

�schodki� (poruszamy si¦ na przemian w pªaszczy¹nie (x, z) i wzdªu» osi y, aby
nie wypa±¢ z intK). Skªadaj¡c nierówno±ci z poszczególnych �stopni� otrzymamy

»¡dan¡ nierówno±¢

f(0, 0, 0) ≤ f(x0, y0, z0) .

4. Do wykazania, »e supremum f jest przyjmowane na ∂K wystarczy nam znajomo±¢

nierówno±ci (2). Istotnie, zaªó»my »e punkt p = (x0, y0, z0) ∈ intK jest takim

supremum. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e y0 ≥ 0. We wn¦trzu K
znajdziemy inny punkt p′ = (x0, y1, z0) o tej wªasno±ci, »e y1 > y0. Wobec f(p) ≥
f(p′) na mocy Tw. Lagrange'a mamy ∂f

∂y (x0, y, z0) ≤ 0 w pewnym punkcie y ∈
(y0, y1). Ale skoro y > y0 ≥ 0 z (2) mamy nierówno±¢ przeciwn¡. Sprzeczno±¢.

5. Stosunkowo ªatwo jest wykaza¢, »e kresy f musz¡ by¢ przyjmowane na brzegu K
lub w 0. Mianowicie je±li p ∈ intK jest kresem funkcji f to musi by¢ te» jej

punktem krytycznym, a zatem ∇f(p) = [0, 0, 0]. Tymczasem nierówno±ci (1) i (2)

implikuj¡, »e ∇f(p) 6= [0, 0, 0] o ile p 6= 0.5 Zatem p = 0 jest jedynym mo»liwym

punktem krytycznym f .

Michaª Jó¹wikowski, 20 listopada 2018.

4Ale jest to prawd¡ w pewnym otoczeniu 0 � korzystamy tutaj z zaªo»enia, »e 0 jest punktem
wewn¦trznym.

5Uwaga: st¡d wcale nie wynika (jeszcze), »e ∇f(p) = [0, 0, 0].


