I kolokwium zad 4 — rozwigzanie wzorcowe i zasady oceniania.

Niech K C R3 bedzie zwartym zbiorem wypuklym zawierajacym pewng kule jednostkowa
B(0,r) dlar > 0. Niech f: K — R bedzie funkcja ciagta na K, rézniczkowalna w int K
taka ze

(1) xg“;(x,y,z)+zg‘£(x,y,z)>0 dla (z,y,2) € it K\ {(z,y,2) |z =012z =0}

oraz

(2) yg‘;(m,y,z) >0 dla(z,y,2) €int K\ {(x,y,2) | y =0}.

Wykaz, ze f przyjmuje minimum w 0 = (0,0,0) a maksimum na brzegu K.

Zadady oceniania

Do zdobycia byto 10 punktéw. Oceniajac zadania przyjatem nastepujace kryteria:

e 7-10 punktoéw. Pelne rozwigzanie zadania. Obcinalem pojedyncze punkty za mniej-
sze lub wieksze usterki, np. brak wskazania gdzie korzysta sie z wypuktosci K, brak
uzasadnienia dlaczego w danym punkcie mozna rézniczkowaé, stwierdzenie jakiejs
nieprawdziwej wtasnosci badanej funkcji.

e 4-7 punktow. Rozwiazanie zawierajace istotne pomysty, ale bez nalezytego uzasad-
nienia, badZ tez majace istotne luki w rozumowaniu.

e 2-3 punkty. Wykazanie, ze f nie ma punktow krytycznych w int K \ {0} i wywnio-
skowanie stad, ze przyjmuje swoje kresy na 0K U {0}. Dodatkowe punkty mozna
bylo uzyska¢ za przydatne obserwacje wykorzystujace dodatnio$é odpowiednich
pochodnych kierunkowych.

e 1-2 punkty. Drobne acz przydatne obserwacje dotyczace zadania.

Rozwiazanie wzorcowe (szkic)

Zauwazmy, ze nierownosci (1)) i (2) zachodza w stabym sensie (tzn z ,,>” zamiast ,,>") dla

dowolnych (x,y, z) € int K. Dodajac je stronami dostaniemy nieréwnosé az%(x,y, z) +

yg—g(x,y, z) + z%(x,y, z) > 0 prawdziwa w dowolnym punkcie (x,y,z) € int K. Co

wiecej nier6wnosé ostra zachodzi o ile ktéras z nieréwnosci — jest ostraE] a zatem
of of

3)  agws) F g ) 4 02) > 0 dia (5,0.2) € it K\ {0}

Rozwazmy teraz dowolny punkt wewnetrzny (xo, yo, z0) € int K\ {0}. Na mocy zalozenia
o wypuklosci K i o tym, ze 0 € int K wnioskujemy, ze dla pewnego € > 0 caly odcinek
t— (t-zo,t-yo,t-z0) dlat € [0,14¢] lezy we wnetrzu K. Wobec tego obcigcie f do tego
odcinka, czyli g(t) := f(t - xo,t - yo,t - z0) jest funkcja rézniczkowalna dla t € (0,1 + €)EI

!De facto nie potrzeba nieréwnosci ostrej — rozumowanie przechodzi przy nieréwnosci stabej.
2 . . . . P . ,
“Takiego spostrzezenia braklo w wiekszosci rozwiazari.



Policzmy jej pochodna:

0 0 0
q(t) =$0£(t - 20,t - Yo, t - 20) + yoaz(t xo,t- Yo, t - 20) + Zoaszc(t ~x0,t- Yo, t - 20) =

1 0 0 0
. tﬂfoafi(t - xo,t - Yo, t - 20) +tyoajyc(t - x0,t - Yo, t - 20) +t20£(t - x0,t - yo,t - 20)

Na mocy nieréwnosci , powyzsza pochodna jest scigle dodatnia dla ¢t > 0, a zatem
funkcja g jest $cisle rosnaca. Wnioskujemy, ze

f(0) = g(0) <g(1) = f(x0,50,20) < g(1+¢) = f((1+)(x0,%0,20)) -

Punkt (zo,yo, 20) byt dowolnym punktem wewnetrznym K r6znym od 0. Wnioskujemy
stad, po pierwsze, ze ani f(xo,yo, 20), ani f(0) nie moze by¢ kresem géornym f na K.
Poniewaz na mocy tw. Wierstrassa (K zwarte, f ciagle) kres gorny jest gdzies przyjmo-
wany, to musi zachodzi¢ supy f = supgy f. Z drugiej strony widzimy, ze f(0) jest nie
wieksze niz dowolna wartos¢ f w punktach int K. Poniewaz kazdy punkt brzegu K mo-
zemy aproksymowa¢ punktami wewnetrznymi (i wartosci f w tym punkcie wartosciami f
w punktach wewnetrznych — ciggtos¢ f), z twierdzenia o zachowaniu nieréwnosci stabej
w granicy, f(0) jest nie wigksze niz wartosci f w dowolnym punkcie K. O

Inne rozwiazania/rozwigzania cze$ciowe (szkice)

1. Czes¢ rozwiazan nie wykorzystywata obliczenia pelnej pochodnej g(t), a jedynie te
pochodna w t = 0, czyli pochodna kierunkowa f w kierunku [z,y, z] w punkcie
(x,y,z). Na mocy wiemy, ze ta pochodna jest dodatnia. Oznacza to, ze dla
ustalonego (xo, Yo, 20) € int K\ {0} istnieje ty > 0 (a priori zalezne od tego punktu)
takie, ze dla dowolnego 0 < ¢ < tg

f(xo,y0,20) < f((1 + €)(wo, Y0, 20)) -

Stad mozna Wywnioskowaé,lﬂ ze f(xo,y0,20) < f((1+ &)(zo,v0,20)) dla kazdego
e > 0 takiego, ze (1 + €)(xo0, %0, 20) € int K.

To rozumowanie dowodzi, ze f rodnie na wszystkich potprostych przechodzacych
przez 0 i dalej rozumujemy analogicznie jak poprzednio.

2. Podobne rozumowanie wykorzystuje fakt, ze gradient jest kierunkiem najszybszego
wzrostu funkcji. Warunek oznacza mianowicie, ze kat miedzy gradientem funk-
cji Vf(x,y, z) a wektorem [z, y, 2] jest ostry, a zatem gradient wskazuje na zewnatrz
kuli B(0, ||(z,y,2)||2). Zatem na zewnatrz tej kuli mozna znalez¢ punkty o wiek-
szych wartosciach niz na jej brzegu (i analogicznie wewnatrz punkty o wartodciach
mniejszych).

®Doktadne uzasadnienie wymaga nieco pracy i odwotuje sie do zwartosci odcinka domknietego.



3. Inna strategia polegata na osobnym rozpatrzeniu f(z,y, 2) jako funkcji zmiennych
(x,z) przy ustalonym y z wykorzystaniem nierénosci , oraz osobnym rozpa-
trzeniu f(z,y,z) jako funkcji zmiennej y przy ustalonych z i z z wykorzysta-
niem nieréwnosci . Przez rozumowanie analogiczne jak w rozwiagzaniu wzor-
cowym powinnis§my wowczas otrzymaé nierdéwnosci f(0,0,0) < f(zo,0,z9) oraz
(20,0, 20) < f(zo, Y0, 20), ktore wspoélnie daja nier6wnosé

f(07070) < f(anyOWZO)

dla dowolnego punktu pg = (¢, yo, 20) € int K\{0}. Problem z tym rozumowaniem
jest taki, ze z faktu, ze 0 i pp naleza do K (a nawet do wnetrza) nie wynika, ze
(0,0,20) € K E] To rozumowanie mozna poprawi¢ tworzac odpowiednio drobne
wschodki” (poruszamy sie na przemian w plaszczyznie (z,z) i wzdtuz osi y, aby
nie wypas¢ z int K). Sktadajac nier6wnosci z poszczegolnych  stopni” otrzymamy
zadana nieré6wnogcé

f(0,0,0) S f(x()?y()aZO) .

4. Do wykazania, ze supremum f jest przyjmowane na 0K wystarczy nam znajomosé
nieréwnosci (2). Istotnie, zalézmy ze punkt p = (xo,y0,20) € int K jest takim
supremum. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze yo > 0. We wnetrzu K
znajdziemy inny punkt p’ = (xg, y1,20) 0 tej wlasnosci, ze y1 > yo. Wobec f(p) >
f(P’) na mocy Tw. Lagrange’a mamy %(xg,y,zo) < 0 w pewnym punkcie y €
(yo,y1). Ale skoro y > yo >0z mamy nieréwnos¢ przeciwng. Sprzecznosé.

5. Stosunkowo tatwo jest wykazaé, ze kresy f musza by¢ przyjmowane na brzegu K
lub w 0. Mianowicie jesli p € int K jest kresem funkcji f to musi byé tez jej
punktem krytycznym, a zatem V f(p) = [0,0,0]. Tymczasem nieréwnosci i
implikuja, ze V f(p) # [0,0,0] o ile p # OE] Zatem p = 0 jest jedynym mozliwym
punktem krytycznym f.

Michat Jézwikowski, 20 listopada 2018.

*Ale jest to prawda w pewnym otoczeniu 0 — korzystamy tutaj z zalozenia, ze O jest punktem
wewnetrznym.
SUwaga: stad wcale nie wynika (jeszcze), 7e V f(p) = [0,0,0].



