Egzamin zad 4 — rozwigzanie wzorcowe i zasady oceniania.
Rozwazmy podzbior plaszczyzny A = oo | A;, gdzie

Ap ={(z,y) €R?|

1
5 on <x<y<2:r,xy<27n}.
Wrykaz, ze A jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a i oblicz jego miare.
Wskazdwka: Policz miare (uzasadniajac mierzalnosé) zbioru B(a) = {(z,y) | 52 < <
y < 2x,xy < a—lz}, a nastepnie zbadaj miare zbiorow A; N A; i skorzystaj z odpowiedniej

wlasnogci miary.

Zasady oceniania
Do zdobycia byto 15 punktéw. Oceniajac zadania przyjatem nastepujace kryteria:

e do 3 punktéw za wykazanie mierzalnosci A.
e do 7 punktoéw za obliczenie miary A2(B(a)).

e do 5 punkt6éw za obliczenie miary A2(A) (w tym obserwacja A; = B(27) — 1 punkt,
roztgcznosé zbiordéw A; z uzasadnieniem — 2 punkty, powotanie sie na przeliczalng
addytywno$¢ miary — 2 punkty).

Punkty mozna byto straci¢ za:

e wadliwe argumenty dotyczace mierzalnosci (do 3 punktow), w tym brak rozstrzy-
gniecia mierzalnosci A (bardzo czesty btad, mimo, ze byto to jednym z poleceri w
zadaniu)

e uzycie tw. Fubini’ego bez uzasadnienia (1 punkt)
e policzenie niewtasciwej calki (zmierzenie niewtasciwego zbioru) (do 6 punktow)
e stwierdzenie roztacznosci A; bez nalezytego uzasadnienia (do 2 punktow)

e bledy rachunkowe — podchodzitem doé¢ tagodnie, jedli rozumowanie bylo prawi-
dlowe.

Rozwiazanie wzorcowe (szkic)

Zauwazmy, ze A; = B(2'). Kazdy ze zbiorow B(a) jest otwarty, jako przeciecie skoniczonej
liczby zbioréow otwartych (zadanych przez ostre nier6wnosci miedzy funkcjami ciggtymi).
Wobec tego A tez jest otwarty jako suma przeliczalnej (ale to nie jest konieczne!) rodziny
zbioréw otwartych, a wiec w szczegdlnosci jest tez mierzalny.

Policzmy miarg zbioru B(a) = {(z,y) | 5= < * <y < 2,2y < 23 }. Latwo zauwazy¢,
ze powyzszy zbiér mozemy rozbi¢ na dwa mierzalne kawaltki, zaleznie od tego czy 2x czy

# jest mocniejszym ograniczeniem gornym na y (zob. rysunkek). Mamy:

B(a) = {(z,y) | z € (;a,éa],y € (z,22)} U{(z,y) |z € (\/1%,(11),y © (:”’é)} '



Wobec czego z addytywnosci catki:

Xo(B(a /” </2x1dy> dx—i—/l (/x“”izldy> dz =

V2a
fa 1 1 1

Dobrze uzasadni¢, dlaczego w powyzszym rachunku moglismy skorzysta¢ z tw. Fu-
bini’ego: na kazdym z kawalkow zbioru B(a) funkcja 1 jest nieujemna i mierzalna (bo
odpowiedni kawalek B(a) jest mierzalny!), a wiec spetnia zaltozenia tw. Fubini’ego.
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Zauwazmy, ze zbiory A, sa parami roztaczne. Istotnie, jesli (x,y) € B(a) to x € (%, 1),
a zatem warunke (x,y) € A4,, implikuje x € (2n1+1, 2n) Odcinki tej postaci sa oczywiscie
parami roztaczne dla réznych n, a wiec takze zbiory A, sa parami roztaczne. Teraz z

przeliczalnej addytywnosci miary mamy

A) = iMAn) - <1n(\/§) - ;) g:l = <1n(\f2) - ;)1%1 - ;.<1n(\/§) - ;) .
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