
Egzamin zad 4 � rozwi¡zanie wzorcowe i zasady oceniania.

Rozwa»my podzbiór pªaszczyzny A =
⋃∞

n=1Ai, gdzie

An = {(x, y) ∈ R2 | 1

2 · 2n
< x < y < 2x, xy <

1

22n
} .

Wyka», »e A jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue'a i oblicz jego miar¦.

Wskazówka: Policz miar¦ (uzasadniaj¡c mierzalno±¢) zbioru B(a) = {(x, y) | 1
2a < x <

y < 2x, xy < 1
a2
}, a nast¦pnie zbadaj miar¦ zbiorów Ai ∩Aj i skorzystaj z odpowiedniej

wªasno±ci miary.

Zasady oceniania

Do zdobycia byªo 15 punktów. Oceniaj¡c zadania przyj¡ªem nast¦puj¡ce kryteria:

• do 3 punktów za wykazanie mierzalno±ci A.

• do 7 punktów za obliczenie miary λ2(B(a)).

• do 5 punktów za obliczenie miary λ2(A) (w tym obserwacja Aj = B(2j) � 1 punkt,

rozª¡czno±¢ zbiorów Ai z uzasadnieniem � 2 punkty, powoªanie si¦ na przeliczaln¡

addytywno±¢ miary � 2 punkty).

Punkty mo»na byªo straci¢ za:

• wadliwe argumenty dotycz¡ce mierzalno±ci (do 3 punktów), w tym brak rozstrzy-

gni¦cia mierzalno±ci A (bardzo cz¦sty bª¡d, mimo, »e byªo to jednym z polece« w

zadaniu)

• u»ycie tw. Fubini'ego bez uzasadnienia (1 punkt)

• policzenie niewªa±ciwej caªki (zmierzenie niewªa±ciwego zbioru) (do 6 punktów)

• stwierdzenie rozª¡czno±ci Ai bez nale»ytego uzasadnienia (do 2 punktów)

• bª¦dy rachunkowe � podchodziªem do±¢ ªagodnie, je±li rozumowanie byªo prawi-

dªowe.

Rozwi¡zanie wzorcowe (szkic)

Zauwa»my, »e Ai = B(2i). Ka»dy ze zbiorów B(a) jest otwarty, jako przeci¦cie sko«czonej
liczby zbiorów otwartych (zadanych przez ostre nierówno±ci mi¦dzy funkcjami ci¡gªymi).

Wobec tego A te» jest otwarty jako suma przeliczalnej (ale to nie jest konieczne!) rodziny

zbiorów otwartych, a wi¦c w szczególno±ci jest te» mierzalny.

Policzmy miar¦ zbioru B(a) = {(x, y) | 1
2a < x < y < 2x, xy < 1

a2
}. �atwo zauwa»y¢,

»e powy»szy zbiór mo»emy rozbi¢ na dwa mierzalne kawaªki, zale»nie od tego czy 2x czy
1

xa2
jest mocniejszym ograniczeniem górnym na y (zob. rysunkek). Mamy:

B(a) = {(x, y) | x ∈ (
1

2a
,

1√
2a

], y ∈ (x, 2x)} ∪ {(x, y) | x ∈ (
1√
2a
,
1

a
), y ∈ (x,

1

xa2
)} .



Wobec czego z addytywno±ci caªki:

λ2(B(a)) =

∫ 1√
2a

1
2a

(∫ 2x

x
1dy

)
dx+

∫ 1
a

1√
2a

(∫ 1
xa2

x
1dy

)
dx =

∫ 1√
2a

1
2a

xdx+

∫ 1
a

1√
2a

(
1

xa2
− x
)
dx = . . . =

1

a2

[
ln(
√
2)− 1

8

]
.

Dobrze uzasadni¢, dlaczego w powy»szym rachunku mogli±my skorzysta¢ z tw. Fu-

bini'ego: na ka»dym z kawaªków zbioru B(a) funkcja 1 jest nieujemna i mierzalna (bo

odpowiedni kawaªek B(a) jest mierzalny!), a wi¦c speªnia zaªo»enia tw. Fubini'ego.
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Zauwa»my, »e zbiory An s¡ parami rozª¡czne. Istotnie, je±li (x, y) ∈ B(a) to x ∈ ( 1
2a ,

1
a),

a zatem warunke (x, y) ∈ An implikuje x ∈ ( 1
2n+1 ,

1
2n ). Odcinki tej postaci s¡ oczywi±cie

parami rozª¡czne dla ró»nych n, a wi¦c tak»e zbiory An s¡ parami rozª¡czne. Teraz z

przeliczalnej addytywno±ci miary mamy

λ2(A) =
∞∑
n=1

λ2(An) =

(
ln(
√
2)− 1

8

)
·
∞∑
n=1

1

4n
=

(
ln(
√
2)− 1

8

)
·

1
4

1− 1
4

=
1

3
·
(
ln(
√
2)− 1

8

)
.
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