
Zadania gwiazdk¡ (aktualizacja: 21 grudnia 2018)

Zadanie 1. (∗/2) Udowodnij, »e dla dowolnego p ∈ (1,+∞) funkcja ‖ · ‖p jest norm¡.

Wskazówka: skorzystaj z nierówno±ci Höldera i z faktu, »e dla wykªadników sprz¦»onych

p, q zachodzi p = q(p− 1).

Zadanie 2. (∗) Udowodnij, »e je±li norma ‖ · ‖ speªnia, dla dowolnych x,y ∈ Rn,

to»samo±¢

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.

Zadanie 3. (∗) Funkcja F : R2 → R jest ci¡gªa �po wspóªrz¦dnych� oraz rosn¡ca

wzgl¦dem pierwszej zmiennej (tzn. ∀y0 funkcja x 7→ F (x, y0) jest ci¡gªa i rosn¡ca, oraz

∀x0 funkcja y 7→ F (x0, y) jest ci¡gªa). Wyka», »e F jest ci¡gªa.

Zadanie 4. (∗/2) (gr. 3) Funkcja F : R2 → R ma granic¦ w (x, y) = (0, 0). Wyka», »e

je±li granice limx→0 limy→0 F (x, y) oraz limy→0 limx→0 F (x, y) istniej¡ to

lim
x→0

lim
y→0

F (x, y) = lim
y→0

lim
x→0

F (x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

F (x, y) .

De�nicja. Podzbiór A ⊂ Rn nazywamy obszarem, gdy jest otwarty i spójny.

Z wykªadu wiadomo, »e ka»dy zbiór otwarty i spójny w Rn jest te» spójny ªukowo.

Zadanie 5. (∗/2) Niech A ⊂ R2 b¦dzie obszarem wypukªym. Wyka», »e je±li funkcja

ci¡gªa f : A → R ma ograniczone pochodne cz¡stkowe w caªej dziedzinie, to speªnia

warunke Lipschitza. Wyka», »e teza nie jest prawdziwa bez zaªo»enia o wypukªo±ci A.

Zadanie 6. (∗) Niech f : R2 → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ (tzn. dla dowolnych v,w ∈ R2

i dowolnego λ ∈ [0, 1] zachodzi nierówno±¢ f(λv + (1 − λ)w) ≤ λf(v) + (1 − λ)f(w)).
Wyka», »e f jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Zadanie 7. (∗/2) Poda¢ przykªad funkcji f : R2 → R o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

• f jest ró»niczkowalana w R2

• f ma dokªadnie jeden punkt krytyczny (lokalne ekstremum)

• f jest nieograniczona z góry i z doªu.

Zadanie 8. (∗∗) Funkcja dwukrotnie ró»niczkowalna f : R3 → R speªnia to»samo±ci

∂f

∂x
(x, y, z)− y∂f

∂z
(x, y, z) = 0 =

∂f

∂y
(x, y, z) + x

∂f

∂z
(x, y, z) = 0 .

Wyka», »e f jest staªa.

Podaj przykªad niestaªej funkcji dwukrotnie ró»niczkowalnej, która speªnia to»samo±ci

(w pierwszej to»samo±ci zmieniamy znak)

∂f

∂x
(x, y, z) + y

∂f

∂z
(x, y, z) = 0 =

∂f

∂y
(x, y, z) + x

∂f

∂z
(x, y, z) = 0 .



Zadanie 9. (∗) Wyka», »e wn¦trze dowolnego wielok¡ta wypukªego jest dyfeomor�czne

z R2.

Zadanie 10. (∗∗) Wyka», »e dowolny obszar wypukªy jest dyfeomor�czny z R2.

Zadanie 11. (∗) Niech K ⊂ R2 b¦dzie zwartym zbiorem wypukªym. Wyka», »e funkcja

F : R2 \ K → R opisuj¡ca odlegªo±¢ punktów zewn¦trznych K od K, tzn. f(v) =
dist(v,K) jest ró»niczkowalna. Wyka», »e zbiór R2 \K jest dyfeomor�czny z R2 \ {0}.

Zadanie 12. (∗) Niech F : Rn → Rn+k b¦dzie odwzorowaniem klasy C1 takim, »e rz¡d

ró»niczki DpF jest równy n w ka»dym punkcie p ∈ Rn. Wyka», »e dla ka»dego p ∈ Rn

istnieje otoczenie U 3 p w Rn takie, »e F (U) jest n-wymiarow¡ rozmaito±ci¡. Czy F (Rn)
musi by¢ rozmaito±ci¡.

Odwzorowanie F : Rn → Rn+k o maksymalnym rz¦dzie ró»niczki nazywamy immersj¡. Obraz immersji

nazywamy podrozmaito±ci¡ immersyjn¡.

Zadanie 13. (∗) Niech M ⊂ Rn+k b¦dzie rozmaito±ci¡ n-wymiarow¡. Wyka», »e dla

ka»dego p ∈ M istnieje otoczenie U 3 p w Rn+k takie, »e zbiór M ∩ U mo»na opisa¢

jako zerow¡ poziomic¦ pewnego odwzorowania F : Rn+k → Rk, którego ró»niczka DpF
jest odwzorowaniem liniowym rz¦du n. Wywnioskuj st¡d, »e obraz rozmaito±ci przy

dyfeomor�¹mie jest rozmaito±ci¡.

A zatem oba znane nam opisy rozmaito±ci: jako lokalny wykres funkcji i jako poziomica niezdegenerowa-

nego odwzorowania s¡ lokalnie równowa»ne.

Zadanie 14. (∗) Rozwa»my liczby x1, x2, . . . , xn ≥ 0 i liczb¦ naturaln¡ k ≤ n. Zde�-

niujmy k-t¡ ±redni¡ MacLaurin'a z liczb x1, . . . , xn wzorem

MLk(x1, . . . , xn) :=

(∑
i1<i2<...<ik

xi1xi2 · . . . · xik(
n
k

) )1/k

.

Wyka», »e zachodzi nast¦puj¡ce uogólnienie nierówno±ci ±rednich

ML1(x1, . . . , xn) ≥ML2(x1, . . . , xn) ≥ . . . ≥MLn−1(x1, . . . , xn) ≥MLn(x1, . . . , xn) .

Michaª Jó¹wikowski, 21 grudnia 2018.


