Zadania gwiazdka (aktualizacja: 21 grudnia 2018)

Zadanie 1. (*/2) Udowodnij, ze dla dowolnego p € (1,+o00) funkcja || - ||, jest norma.
Wskazdwka: skorzystaj z nierownosci Holdera i z faktu, ze dla wyktadnikéw sprzezonych
p,q zachodzi p = q(p — 1).
Zadanie 2. (x) Udowodnij, ze jesli norma || - || spelnia, dla dowolnych x,y € R",
tozsamosé

&+ yl? + 1z — gl = 2)2ll* + 2] .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.

Zadanie 3. (%) Funkcja F' : R? — R jest ciggta ,po wspolrzednych” oraz rosnaca
wzgledem pierwszej zmiennej (tzn. V,, funkcja x — F(x,yo) jest ciagla i rosnaca, oraz
Vo funkcja y — F(zg,y) jest ciagta). Wykaz, ze F jest ciagta.

Zadanie 4. (x/2) (gr. 3) Funkcja F : R? — R ma granice w (z,y) = (0,0). Wykaz, ze
jesli granice limg 0 lim, o F'(x,y) oraz limy_,o lim,_,o F'(z,y) istnieja to

lim lim F(xz,y) = lim lim F(z,y) = lim F(xz,y) .
z—0y—0 ( y) y—0z—0 ( y) (z,y)—(0,0) ( y)
Definicja. Podzbiér A C R™ nazywamy obszarem, gdy jest otwarty i spojny.
7 wyktadu wiadomo, ze kazdy zbiér otwarty i spoéjny w R” jest tez sp6jny tukowo.

Zadanie 5. (x/2) Niech A C R? bedzie obszarem wypuklym. Wykaz, ze jesli funkcja
ciagla f : A — R ma ograniczone pochodne czastkowe w catej dziedzinie, to spelnia
warunke Lipschitza. Wykaz, ze teza nie jest prawdziwa bez zalozenia o wypuktosci A.
Zadanie 6. (x) Niech f : R? — R bedzie funkcja wypuklg (tzn. dla dowolnych v, w € R?
i dowolnego A € [0, 1] zachodzi nierownosé f(Av + (1 — Nw) < Af(v) + (1 — N) f(w)).
Wrykaz, ze f jest funkcja ciagta.

Zadanie 7. (x/2) Poda¢ przyktad funkcji f : R?> — R o nastepujacych wtasnogciach:

e f jest rozniczkowalana w R?
e f ma doktadnie jeden punkt krytyczny (lokalne ekstremum)
o f jest nieograniczona z gory i z dotu.

Zadanie 8. (x*) Funkcja dwukrotnie rézniczkowalna f : R® — R spelnia tozsamogci

of of _o= 9 of _
ax(zvyaz) yaz(xvyaz) _O_ ay(x>y7z)+xaz($ayaz) _O .

Wrykaz, ze f jest stala.
Podaj przyktad niestatej funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej, ktora spelnia tozsamosci
(w pierwszej tozsamosci zmieniamy znak)

of

of of o= 9 of _
5.3:(%%2)"‘962(%%2) _O_ ay(m’yVZ)eraZ(x’y’Z) _0 .



Zadanie 9. (x) Wykaz, ze wnetrze dowolnego wielokata wypuklego jest dyfeomorficzne
z R2.

Zadanie 10. (%) Wykaz, ze dowolny obszar wypukty jest dyfeomorficzny z R2.
Zadanie 11. (%) Niech K C R? bedzie zwartym zbiorem wypuktym. Wykaz, ze funkcja
F : R?\ K — R opisujaca odlegtog¢ punktéow zewnetrznych K od K, tzn. f(v) =
dist(v, K) jest rézniczkowalna. Wykaz, ze zbior R? \ K jest dyfeomorficzny z R? \ {0}.

Zadanie 12. (x) Niech F : R® — R"** bedzie odwzorowaniem klasy C' takim, ze rzad
rozniczki DpF jest réwny n w kazdym punkcie p € R". Wykaz, ze dla kazdego p € R"
istnieje otoczenie U 3 p w R takie, ze F(U) jest n-wymiarowa rozmaitoscia. Czy F(R")
musi by¢ rozmaitoscia.

Odwzorowanie F : R™ — R""* o maksymalnym rzedzie rézniczki nazywamy immersja. Obraz immersji

nazywamy podrozmaitosciq 1mmersyjng.

Zadanie 13. (x) Niech M C R"** bedzie rozmaitoscig n-wymiarows. Wykaz, ze dla
kazdego p € M istnieje otoczenie U > p w R""* takie, ze zbior M N U mozna opisac
jako zerows poziomice pewnego odwzorowania F : R™* — R* ktérego rozniczka D,F
jest odwzorowaniem liniowym rzedu n. Wywnioskuj stad, ze obraz rozmaitosci przy
dyfeomorfizmie jest rozmaitoscia.

A zatem oba znane nam opisy rozmaitosci: jako lokalny wykres funkcji i jako poziomica niezdegenerowa-

nego odwzorowania sq lokalnie réwnowazne.

Zadanie 14. (%) Rozwazmy liczby z1,z2,...,2, > 01 liczbe naturalng k < n. Zdefi-
niujmy k-ta $rednia MacLaurin’a 7z liczb z1,. .., x, wzorem

1/k
— 11 <t <...<ip 11712 ik
MLy(1,. .., x,) ._< ) _

(%)

Wykaz, ze zachodzi nastepujace uogélnienie nieréwnosci §rednich

MLy(x1,...,2n) > MLo(x1,...,2n) > ... > MLy_1(21,...,25) > MLy(x1,...,2,) .

Michat Jozwikowski, 21 grudnia 2018.



