AM I1.1 2018/2019 (gr. 21 3), 25 stycznia 2019 — propozycje
zadan

Catka Lebesgue’a.
Zadanie 1. Podaj przyktad funkcji f : R? — R dla ktorej

/R/Rf(m’y)dxdy#/R/Rf(%y)dydx.

Zadanie 2. Oblicz granice

2mn 1‘4 2" T
nh_{rgo L (1 + 2% + or +...+ n‘) cos (ﬁ) exp(—222)dz .

Omdwienie zadan domowych.
Zadanie 3. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa o réwnaniu (z? + y2)3/2 =9.
Zadanie 4. Oblicz catke

[ el yhd)
{lz—yl<1}

Wskazowka: Rachunki beda tatwiejsze jesli zmienimy zmienne tak aby lepiej pasowaty
do geometrii danych zadania.
oo ,—ar __ ,—bx
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Zadanie 5. Oblicz catke
Wskazowka: Zapisz wyrazenie pod catkowe jako catke oznaczona.

Michat Jézwikowski, 25 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 21 stycznia 2019

Catka Lebesgue’a, zamiana zmiennych w catce.

W zatozeniach wielu twierdzen dotyczqcych calki pojawia sie warunek Ze rozwazana funkcja jest catko-
walna. Ponizej kilka narzedzi, ktdére pozwalajg na sprawdzanie catkowalnosci danej funkcji mierzalnej
f:E =R, gdzie E C R™. Mdéwigc nieformalnie w praypadku funkcji mierzalnych nieujemych mozemy
liczyé catke znanymi nam metodami (np. jako catke Riemanna lub korzystajac z twierdzenia Fubiniego)
nie przejmugjgc sie czy funkcja byta catkowalna czy nie.

e Funkcja [ jest catkowalna w sensie Lebesque’a na E wtedy 1 tylko wtedy gdy jej modul |f| jest
catkowalny na E w sensie Lebseque’a.

o Jesli mozemy ograniczyé f z géry i z dotu przez inng funkcje catkowalng g to f jest catkowalna.
Tzn. jesli |f| < g i g jest catkowalna to f tez jest catkowalna. Wynika to tatwo z twierdzenia
Labesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej.

o Jesli f : R — R jest nieujemna na przedziale [a,b] C R (a lub b mogq byé nieskoriczone) i
catka Riemanna fab f(z)dz jest skoriczona (odpowiednio, nieskoriczona) to f jest catkowalna (odp.,
niecatkowalna) w sensie Lebesgue’a na [a,b]. Dla funkcji dowolnego znaku nie musi to byé prawda
— widzielismy przyktad funkcji ktora miata skoriczong niewtasciwg catke Riemanna, ale nie byta
catkowalna w sensie Lebesgue’a.

o Jesli f: E — R, gdzie E C R™ jest mierzalna i nieujemna oraz fE fdA™ policzona z twierdzenia
Fubiniego jest skoriczona (odp., nieskoniczona) to f jest catkowalna (odp., niecatkowalna) na E.
W przypadku funkcji dowolnego znaku moze sie zdarzyé, ze twierdzenie Fubiniego daje skoticzong
warto$é catki, ale funkcja jest niecatkowalna.

Zadanie 1. Oblicz granice

o 3 n
i sinx + cosx _
lim ( - ) 5o € 2z qg
n—oo Jo 1+ (sinx + cosx)?"

Omdwienie zadan domowych.

Zadanie 2. Oblicz catke

dX\?(z,y) .

x
/{w2+y2<y} Va4 y?

Twierdzenie (o zamianie zmiennych w calce). Niech ® : E — ®(E) bedzie dyfeomorfizmem klasy ct
pomiedzy zbiorami otwartymi E C R™ ¢ ®(E) C R™. Niech [ : ®(E) — R bedzie funkcjq catkowalng na
®(F), wowczas

L @@ = /E F(®(y)) - | det DB(y)[dN" (y)

Powyzsze twierdzenie pozwala wyrazié catke funkcji f zmiennych @ w nowych zmiennych y = ®™ ().
Przy okazji takiej zamiany zmiennych musimy odpowiednio zmienié zbidr po ktdrym catkujemy i dopisaé
czynnik skalujgcy | det D®|, ktéry mowi jak zmienia sie miara przy dyfeomorfizmie. Jest to uogdlnienie
Znanego wzory na zamiane zmiennych w caltce znanego z pierwszego roku.

Zadanie 3. Oblicz miare zbioru

Y
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Dom 1. Oblicz granice
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Dom 2. Oblicz miare zbioru
B={(z,y,2) ER* | 0<z,0<y,z+y<1,0<z<z®+9°}.

Michat Jézwikowski, 21 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 18 stycznia 2019

Catka Lebesgue’a, twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoSci monotonicznej i zmajoryzowanej,
twierdzenie Fubiniego.

Omdwienie zadari domowych.

Zadanie 1. Wykaz, ze dyfeomorfizm & : R® — R przeksztalca zbiory mierzalne na
zbiory mierzalne.

Zadanie 2. Niech f : R” — R bedzie funkcja mierzalng, za§ ® : R” — R" bedzie
dyfeomorfizmem. Uzasadnij, ze ztozenie f(®): R™ — R jest funkcja mierzalna.

Konstrukcja catki Lebesque’a umozliwia przechodzenie do granicy pod znakiem catki o ile umiemy kon-
trolowaé ciqg funkcji podcatkowych:

Twierdzenie (Lebesgue’a o zbieznosci). Niech fn, : R® D E — R bedzie ciggiem funkcji mierzalnych
zbieznych punktowo do f(x) = limn— oo fn(x).

o Jesli cigg fn jest nieujemny i rosngcey, to znaczy 0 < fi < fa < ... (ewentualnie f, jest rosngcy
i f1 jest catkowalna), albo

o Jesli funkcje fn sq wspdlnie ograniczone przez funkcje g catkowalng w sensie Lebesgue’a (tzw.
magjorante), tzn. |fn(x)| < g(z) dla kazdego x € E.

lim fn:/limfn:/f.
n—o0 E E'ILHOO E

W szczegdlnosei w drugim przypadku f jest funkcjg catkowalng. W pierwszym przypadku mdéwimy o

Wowczas

zbieznosci monotonicznej, a drugim o zbieznosci zmajoryzowane;j.
Zadanie 3. Oblicz granice

o0

lim (1+ x2")7%dx .

n—oo 0

Zadanie 4. Oblicz granice
1

n—0o0

Uzasadnij, dlaczego przejscie do granicy pod znakiem catki daje btedny wynik.
Zadanie 5. Oblicz granice

. * 1
lim
n—oo Jq 1+ zn

Twierdzenie (Fubini’ego). Niech f : R™™* — R bedzie funkcjq catkowalng w sensie Lebesque’a (lub
niech bedzie funkcjg mierzalng nieujemng). Wowczas funkcja x — f(z,y) jest A" -mierzalna dla p.w
y € R*, za$ funkcja y — f(x,y) jest \¥-mierzalna dla p.w x € R™. Ponadto

/Wf - /Rk ( - f(mvy)dk”(m)) A (y) = / . ( " f(a:,y)dx’“(y)> A" (x) .

Innymi stowy catkowanie po parze zmiennych (x,y) sprowadza si¢ do iterowanego catkowania (w dowolnej
kolejnosci) po kazdej ze zmiennych z osobna.

Zadanie 6. Oblicz catke z funkcji f(z,y) = (az+by) na zbiorze A = {(x,y) € R? | 2% <
y,y* <}



Dom 1. Oblicz granice

lim (1 i f)n e 2 dy
0

n—00 n

Dom 2. Oblicz catke

/ 2T YN (x,y) .
[1,2]x[0,3]

Michat Jézwikowski, 18 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 14 stycznia 2019

Funkcje mierzalne.
Zadanie 1. Niech f1, fo, f3, fa : R® — R beda funkcjami mierzalnymi. Wykaz, ze
funkcja
) fie) jesli f3(x) > fa(x)
fz) = ‘
fao(x) w przeciwnym przypadku

jest mierzalna.

Zadanie 2. Niech f: R — R bedzie funkcja ciagla poza zbiorem miary zero. Wykaz, ze
f jest mierzalna.

Zadanie 3. Rozwazmy funkcje f,g : R — R réwne prawie wszedzie, tzn. zbior
{x e R" | f(x) # g(x)} jest miary zero. Wykaz, ze jesli f jest mierzalna, to rowniez g
jest mierzalna.

Zadanie 4. Wykaz, 7e funkcja (lokalnie) lipszycowska f : R — R przeksztalca zbiory
miary zero na zbiory miary zero.

Kartkéwka:

Zadanie 5. Podaj przyktad zbior6w mierzalnych A, B C R o nastepujacych wtasno-
sciach

o A jest gesty (w R)
e B jest brzegowy
e Zbiory A i B sa rowne prawie wszedzie, tzn. A(A + B) = 0.
Zadanie 6. Podaj przyktad zbioru mierzalnego C' C R o nastepujacych wtasnodciach:
e \(C) =1
e ( nie jest zawarty w zadnym przedziale skoriczonym
e (' nie zawiera zadnego przedziatu.

Dom 1. Wykaz, ze dyfeomorfizm & : R™ — R" przeksztalca zbiory miary zero na
zbiory miary zero. Wskazdwka: Na kazdym zbiorze zwartym K istnieje stata C' taka, ze
[®(x) — @(y)|| < Clz — yl| dla dowolnych z,y € K.

Dom 2. Niech f : R — R bedzie funkcja rézniczkowalng (niekoniecznie klasy C'). Wy-
kaz, ze pochodna f’(x) jest funkcja mierzalna. Wskazdwka: granica funkcji mierzalnych
jest funkcja mierzalna.

Michat Jézwikowski, 14 stycznia 2019.



AM II.1 2018,/2019 (gr. 2 i 3), 11 stycznia 2019

Wstep do teorii miary, zbiory borelowskie i zbiory miary zero.
Zadanie 1. (gruby zbiér Cantora) Rozwazmy ciag liczb dodatnich a1 > o > ... 0
tej wlasnosci, ze 3 a;-2¢7! < 1. Budujemy analog zbioru Cantora w nastepujacy sposob:

e W pierwszym kroku z odcinka [0, 1] usuwamy przedziat otwarty o dtugosci ay wspol-
srodkowy z odcinkiem,

o W drugim kroku z kazdego z dwoch powstalych odcinkéw usuwamy przedzial
otwarty dlugosci ag wspoélsrodkowy z danym odcinkiem,

o W trzecim kroku z kazdego z czterech powstatych odcinkéw usuwamy wspédtsrod-
kowy przedziat otwarty dhugosci As, itd.

Wykaz, ze skonstruowany w ten sposéb zbiér C' ma nastepujace wlasnosci:
e int C' = (), C jest domkniety i zwarty,
e C jest mierzalny i A(C) =1— Y00, a; - 2071,
e ( jest nieprzeliczalny.

Omdwienie zadar, domowych

Zadanie 2. Wykaz, ze w kazdym podzbiorze A C R dodatniej miary Lebesgue’a istnieja
punkty x,y € A takie, ze x —y ¢ Q.

Zadanie 3. Niech x bedzie elementem zbioru X. Dla dowolnego podzbioru A C X

definiujemy
1 gdyze A
0 gdy x ¢ A.

Wrykaz, ze §, jest miarg zewnetrzng i wyznacz o-cialo zbioréw d,-mierzalnych.

Dom 1 (grupa 2). Wykaz, ze o-cialo zbioréw mierzalnych wzgledem miary zewnetrznej
0, sktada sie ze wszystkich podzbioréw zbioru X.

Dom 2 (grupa 3). Niech X bedzie zbiorem, A C X jego podzbiorem, a u miara
zewnetrzna na X. Definiujemy v(B) := pu(A N B). Pokaz, ze v jest miara zewnetrzna.
Jak wyglada o-ciato zbioréw v-mierzalnych?

Michat Jézwikowski, 11 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 7 stycznia 2019

Wstep do teorii miary, zbiory borelowskie i zbiory miary zero.

Zadanie 1. Wykazac¢, ze jesli zbior Q N (0, 1) pokryjemy skoniczona liczba przedziatow,
to suma dtugodci tych przedzialéw jest nie mniejsza niz 1.

Zadanie 2. Wykaz, 7e nastepujace zbiory w R? sa miary zero:

a) A={(z,y) | 2" +y* =171 €Q}
b) A={(z,y) |z —yeQ}
c¢) A={(z, f(x)) | z € R}, gdzie f : R — R jest dowolng funkcja ciagla.

Zadanie 3. Wykaz, ze jesli przynajmniej jeden ze zbiorow A, B C R jest miary zero to
produkt A x B tez jest miary zero.

Zadanie 4. Czy przedziat otwarty (0, 1) jest zbiorem typu Fi,?

Zadanie 5. Czy zbior liczb wymiernych Q jest typu F,? Czy jest typu Gs? Wskazdwka:
Z topologii powinnidmy zna¢ tw. Baire’a: w przestrzeni zupelnej suma przeliczalnej
rodziny zbioréw domknietych i brzegowych jest zbiorem brzegowym.

Zadanie 6. Wykaz, ze zbior

> n n 1
anjl[" ;1 +m]\@

jest borelowski i oblicz jego miare Lebesgue’a.
Zadanie 7. Niech (f,,) bedzie ciagiem funkcji ciaglych f, : R — R. Wykaz, ze zbiory

a) B={z € R| limy o0 fn(z) = +00};
b) C = {z € R | granica ciagu f,(z) jest liczba wymierna}.

sa borelowskie.

Dom 1. Niech C oznacza zbiér tych liczb z przedziatu [0, 1], ktére maja rozwiniecie
dziesietne, w ktérym nie wystepuje cyfra 3. Wykaz, ze C jest zbiorem miary zero. Jaka
jest miara zbioru tych liczb z przedziatu [0,1], ktore maja skonczona liczbe trojek w
rozwinieciu dziesietnym?

Dom 2. Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji ciagtych f, : R — R. Czy zbior A = {z €
R | ciag fn(x) jest zbiezny} jest borelowski?

Michat Jézwikowski, 7 stycznia 2019.



AM II.1 2018,/2019 (gr. 2 i 3), 21 grudnia 2018

Ekstrema warunkowe, wstep do teorii miary.

Omdwienie zadari domowych.

Zadanie 1. Znajdz maksimum funkcji f(z1, 22, T3, T4, T5) = T1T2X3+ Tox3T4+T3T4T5+
T4T5T] + T5roxy przy warunkach x; > 01 Z?:l x; = 1.

Zadanie 2. W zbiorze E = {(z,y,2) € R3 | 22 + ¢y + 22 — xy + 2z + yz = 1} znajdz
punkt najbardziej odlegly od osi OZ.

Miara @ zbiory mierzalne.

Podzbiér F C 2% nazywamy o-cialem w X gdy zawiera 2bior pusty 0 i jest zamkniety na przeliczalne
operacje teoriomnogosciowe \, N i U. Innymi stowy chcemy mieé rodzine podzbioréw X, na ktérych
mozna wykonywaé standardowe operacje na zbiorach i iterowaé je przeliczalnie wiele razy.

Miara na o-ciele F nazywamy funkcje p: F — [0, +o0] spetniajocq dwa warunki:

5) u(®) =0,
b) dla dowolnych zbioréw parami roztgcznych A; € F zachodzi p(Uie, As) = Doy 1(As).

Drugi z warunkéw nazywamy przeliczalng addytywnoscia. Odpowiada on intuicji, zZe aby zmierzyé dany
2bidr mozZemy zmierzyé jego poszczegdlne czeSci. Zatozenie, ze liczba czeSci moze byé nieskoriczona ale
przeliczalna ma charakter techniczny + pozwala radzié sobie ze zbioramsi, ktorych nie da sie przedstawié
jako suma skoriczonej liczby ,tadnych” czesci.

Z punktu widzenia Analizy Matematycznej podstawowe znaczenie ma dla nas miara Labesgue’a w R",
oznaczana A lub A" i o-cialo zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a L(R™). Ich formalna definicja
korzysta z pojecia miary zewnetrznej i z twierdzenia Caratehodory’ego. Z praktycznego punktu widze-
nia wystarcza nam wiedzieé, ze \" na przedziatach (kostkach) jest naturalng dlugoscig (objetosciq) i
nastepujaca charakteryzacja L(R™) i A\". Mianowicie, kazdy zbior mierzalny w sensie Lebesque’a jest
sumgq

o zbioru borelowskiego (zbiory borelowskie to elementy o-ciata generowanego przez wszystkie zbiory
otwarte — te zbiory musimy uwzglednié jesli chcemy mierzyé przedzialy(kostki), ktdre stanowiq
baze topologii w R™)

e 1 zbioru miary zero. Z definicji A C R™ jest miary zero gdy dla dowolnego € > 0 istnieje prze-
liczalna rodzina przedziatéw (kostek) P; taka, Ze A C |J; P; oraz Y-, \(P;) < . Innymi stowy A
mozemy opakowaé z kostki o dowolnie matej muerze.

Zadanie 3. Wykaz, ze nastepujace podzbiory w R sa miary zero:
a) {4 ]neny

b) Q

¢) zbior Cantora C' = {z =Y ;7 ¢ | a; € {0,2}}.

Michat Jézwikowski, 21 grudnia 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 17 grudnia 2018

Ekstrema warunkowe.

Twierdzenie. Rozwaimy funkcje g : R™* — R i odwzorowanie F = (fi,..., fx) : R"* = R* i niech
M = {v € R™™* | F(v) = 0}. Jesli funkcja g}M ma ekstremum lokalne w punkcie p € M to zachodzi

jedna z dwdch sytuacyi:

1. Gradienty V f1(p), ..., Vfe(p) sq¢ liniowo zaleine (tzn. F nie speinia zatozers TFO w p i w kon-
sekwencji nie wiemy, czy M jest rozmaitosciq w otoczeniu p)

2. Gradient Vg(p) jest kombinacjq liniowq gradientow V f1(p), ...,V fr(p), tzn. istniejg state \; € R
(zwane mnoznikami Lagrange’e) takie, ze

Vg(p) =MV fi(p) +... + A fr(p) -

W obu przypadkach gradienty Vg(p),V f1(p),...,Vfr(p) sq liniowo zalezne.

Omdwienie zadan z zawoddw druzynowych
Zadanie 1. Znajdz najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji f(x,y, z) = = w zbiorze

AZ{(x,y,z) €R3 | x2+2y2+222:8,1‘—|—y:2’} .
Zadanie 2. Niech
K={(z,y,2) €R’ |z +y+2z=42"+y*+2° =6} .

Uzasadnij, ze funkcja F' : K — R dana wzorem f(z,y, z) = 2% +y>+ 2> osiaga na zbiorze
K warto$¢ maksymalna. Znajdz te wartosc.
Dom 1. Wyznaczy¢ kresy funckji f(z,y, z) = xyz na zbiorze

M={(z,y,2) e R® | 2?2 +y* + 28 =14} .
Dom 2. Znajdz kres gorny funkcji f(z,y,2) = xy — z na zbiorze
E={(z,y,2) eR} | 2>+ + 22 <L,z +y+2>0}.

Michal Jozwikowski, 17 grudnia 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 14 grudnia 2018
Zawody druzynowe

W ramach odreagowywania stresow po kolokwium zapraszam na zewody druzynowe. Przed Paristwem
zestaw 7 zadani, uszeregowanych wedtug subiektywnej skali trudnosci. Zadania bedziecie Patistwo rozwig-
zywaé w 5-6 osobowych grupach. KazZda grupa na koniec éwiczen zapisuje rozwigzane przez siebie zadania
na kartkach. Rozwigzania zostang ocenione w skali 0-10 za zadante. Naglepsza druzyna dostanie nagrody

o duzej zawartoSci cukru.

Zadanie 1. Rozwazmy odwzorowanie F : R® — RF klasy C7 i funkcje g : RF — R klasy
C", gdzie r > 0. Wykaz, ze ztozenie g(F) : R™ — R jest funkcja klasy C.

Innymi stowy, sktadanie odwzorowan klasy C" nie wyprowadza nas z tej klasy.

Zadanie 2. Wykaz, ze funkcja f : R? = R dana wzorem

sin@y) gl #0
T,y) = z ’
f(@y) {y dlax=0

jest klasy C°(R% R). Wskazdwka: Pokaz, ze dla dowolnego punktu (z,y) € R2, f(z,y)
jest suma swojego szeregu Taylora wokot (0,0).
Ogélnie kazda funkcja analityczna (bedgca sumaq swojego szeregu Taylora) jest C™° gtadka.

Zadanie 3. Niech M, (R) oznacza przestrzen kwadratowych macierzy rzeczywistych
wymiaru n X n. Przestrzen te mozemy naturalnie utozsamiac¢ z przestrzenia euklidesowa

R™ . Okreslmy funkcje F : M, (R) — R wzorem F(A) = det(A).

a) Wykaz, ze funkcja F jest rozniczkowalna i oblicz jej rézniczke Dy F, gdzie I oznacza
macierz jednostkowa n X n.

b) Oblicz DaF, gdzie A jest dowolng macierza. Wskazowka: Wykorzystaj poprzedni
punkt i wiadomoéci z algebry liniowej.

¢) Wykaz, ze zbior M = {A € M,(R) | det(A) = 1} jest rozmaitoscia zanurzona w R"
wymiaru n? — 1.

Zbidor M z powyzszego zadania nazywamy specjalng grupg liniowq i oznaczamy symbolem SL(n,R). Ma on
strukture Tozmaitosci rézniczkowej i jednoczesnie strukture grupy. Co wiecej operacje grupowe (mmnozenie

i odwracanie macierzy) sq rézniczkowalne. Tego typu obiekty nazywamy grupami Lie’go.

Zadanie 4. Rozwazmy zbior C = {(z,y) € R? | |y| = 2% i ¥ > 0}. Rozstrzygnij, czy C
jest rozmaitoscia rozniczkowa. Czy jest nia C'\ {(0,0)}? Wskazowka: Z wyktadu wiemy
jak wyglada przestrzen styczna do rozmaitosci.

Zadanie 5. Niech U C M,(R) oznacza przestrzen wszystkich nieosobliwych kwadra-
towych macierzy rzeczywistych wymiaru n X n. Przestrzen te mozemy naturalnie utoz-
samiaé z otwartym podzbiorem przestrzeni euklidesowe] R, Okreslmy odwzorowanie

®:U — U wzorem ®(A) = AL,



a) Wykaz, ze odwzorowanie ® jest funkcja gltadka (klasy C*°). Wskazéwka: Przydatne
moga by¢ wiadomosci z algebry liniowe;j.

b) Wykaz, ze w jesli w twierdzeniu o funkeji odwrotnej klase C! zastapimy klasg C* to
funkcja odwrotna tez jest klasy C*. Wskazdwka: mozna skorzysta¢ z poprzedniego
punktu i z wynikéw zadania 1.

Analogicznie, réwniei w TFU mozna zastqpié klase C* praez C*.

Zadanie 6. Niech I : R? — R3 bedzie odwzorowaniem klasy C* takim, ze rzad r6zniczki
Dy F jest rowny 2 w kazdym punkcie p € R2. Wykaz, ze dla kazdego p € R? istnieje
otoczenie U > p w R? takie, ze F'(U) jest 2-wymiarows, rozmaitoscia.

Analogiczny wynik jest prawdziwy dla dowolnego odwzorowania F : R™ — R™* | ktérego rézsniczka jest

maksymalnego rzedu (takie odwzorowanie nazywamy immersjq).

Zadanie 7. Niech M C R"* bedzie rozmaitoscia n-wymiarowa. Wykaz, ze dla kazdego
p € M istnieje otoczenie U 3 p w R"T* takie, ze zbiér M NU mozna opisac jako zerowa
poziomice pewnego odwzorowania F : R"% — R ktoérego rozniczka Dy, F jest odwzoro-
waniem liniowym rzedu n. Wywnioskuj stad, ze obraz rozmaitoéci przy dyfeomorfizmie
jest rozmaitoscia.

A zatem oba znane nam opisy rozmaitosci: jako lokalny wykres funkcji 1 jako poziomica niezdegenerowa-

nego odwzorowania sq lokalnie réwnowazne.

Michat Jézwikowski, 14 grudnia 2018.
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej, rozmaitosci, uzupelnienia przed kolokwium.
Twierdzenie o funkcji uwiktanej moéwi, zZe zbidr opisany réwnaniem F(x,y) =0, gdzie F = (f1,..., fx) :
R™ x RF — R* jest klasy C, jest w otoczeniu punktu (xo,yo) wykresem funkcji ¢ : R™ — R, o ile
F jest niezdegenerowane w kierunku zmiennych zaleznych, tzn. rézniczka DyF(xo,yo) jest nicosobliwa.
Zbior M C R™* ktéry lokalnie (w otoczeniu kaidego punktu) wygleda jak wykres funkcji klasy C*,
ktorej dziedzing jest R" nazywamy rozmaitoscia n-wymiarowq. W tej definicji nie interesuje nas ktére
ze wspétrzednych w R™T* petniq role zmiennych zaleinych, a ktére miezaleznych. Na mocy TFU aby
otoczenie punktu p naleigcego do zbioru M = {v € R™* | F(v) = 0} byto rozmaitosciq wystarczy,
aby znalesé pewien podzial wspotrzednych R™F = R™ x R* 5 (x,y), w ktdrym spetnione jest zatozenie
TFU. Do tego z kolei wystarcza, aby wiersze petnej macierzy rézniczki DF byly lintowo niezalezne.
Otrzymugjemy twierdzenie:

Twierdzenie. Niech F = (f1,..., fr) : R""* — R¥ bedzie funkcjq klasy C*. Jesli w kazdym punkcie p
zbioru M = {v € R"™* | F(v) = 0} (petna) réiniczka DF (p) jest przeksztatceniem liniowym maksymal-
nego rzedu (réwnowaznie: gradienty V f1(p), ...,V fk(p) sq liniowo niezalezne) to M jest n-wymiarowq
rozmasito$ciq zanurzong.

Ponadto przestrzeri styczna Tp M = ker DF(p) (réwnowaznie ﬂle{Vf,- (p)}*).

W szczegblnosci: zbior opisany pojedynczym réwnaniem M = {v € RY | f(v) = 0}, gdzie f : RY — R
jest funkcjg klasy C' jest rozmaitoscig N — 1 wymiarowq gdy V f(v) # 0 w kazdym punkcie v € M.
Zadanie 1. Niech M = {(z,9,2) € R3 | 2% + 9> + 2* + zyz = 4}. Wykaz, ze M jest
rozmaitoscia dwuwymiarows klasy C'. Wyznacz przestrzen styczna do M w punkcie
(3,0, -1).

Zadanie 2. Wykaz, 7e M = {(z,y,2) € R® | 2 +y+ 2z = 4,22 + y? + 22 = 6} jest
rozmaitoscia 2-wymiarowa. Wyznacz przestrzen styczng do M w punkcie ((2,1,1).
Uzupetnienie: pewne wlasnosci szeregow Taylora.

Zadanie 3. Dana jest funkcja f € C?(R?) taka, ze

f(x,y) — tg(w)sin(y)

=1.
(z,5)—(0,0) x? + g2

Oblicz f,,/(0,0).
Zadanie 4. Zbadac istnienie ekstremum lokalnego funkeji f(z,y) = J:Q—a:y—i-% In(1+y?)
w punkcie (0,0).

Omdowienie zadarn domowych.

Michat Jozwikowski, 10 grudnia 2018.
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Twierdzenie o funkcji uwiktanej.

Twierdzenie o funkcji uwiktanej mows kiedy uktad réwnan fi(x,y) = fa(x,y) = ... = fu(z,y) =0 w
przestrzeni R" xRF 35 (z,y) daje sie rozwigzaé wzgledem zmiennych y. Bedziemy mowili, ze & to zmienne
niezalezne, ¢ y to zmienne zalezne. Intuicyjnie, k réwnari w przestrzeni R™ x R* powinno opisywaé zbior
n-wymiarowy. Bedzie tak, o ile f; sq funkcjonalnie niezalezne i niezdegenerowane wzgledem zmiennych
zaleznych y. Doktadne sformutowanie jest nastepujgce:

Twierdzenie (o funkcji uwiktanej). Niech F = (fi,..., fr) : R" x R¥ — R* bedzie funkcjq klasy C*.
Rozwazmy punkt (xo,yo) € R™ x R*, taki, ze F(xo,y0) = 0. Zalésmy, ze réiniczka DyF(x0,yo)
(rézniczka F wzgledem zmiennych zaleznych y w punkcie (xo,yo)) jest nieosobliwa.

Wéwczas istnieje pewne otoczenie U 3 (o, Yo) 1 odwzorowanie ¢ : R™ — R* klasy C*, takie ze y = o(x)
rozwigzuje Téwnanie F(x,y) =0 w U. To znaczy: dla dowolnego (x,y) € U réwnanie F(x,y) = 0 jest
spetnione wtedy i tylko wtedy gdy y = ¢(x).

Zauwazmy, ze odwzorowanie ¢ o ktérym jest mowa w twierdzeniu spetnia tozsamosé F(x,d(x)) = 0 w
otoczeniu punktu (xo). Rézniczkujgc jo wzgledem x mozna uzyskaé wiedze o pierwszej rézniczce Dy ().
W szezegdlnosci jesli reqularnosé F jest wyzsza niz C* mozemy podniesé regularnosé ¢. Kolejne réznicz-
kowania pozwalajg obliczyé kolejne rézniczki ¢.

Zadanie 1. Uzasadni¢, ze réwnanie 2° — 22 + y? = 0 w otoczeniu punktu (2o, o, 20) =
(1,0,1) wyznacza zmienna z jako funkcje pozostatych zmiennych z = ¢(z,y) klasy C°.
Napisa¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji ¢ w otoczeniu punktu (1,0).

Zadanie 2. Uzasadni¢, ze réwnanie zlnw + wlny = 0 wyznacza w otoczeniu punktu
(zo,y0) = (1,1) zmienng w jako funkcje pozostalych zmiennych w = w(x,y) i ze jest
to funkcja klasy C'*°. Napisa¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji w(z,y) w otoczeniu
punktu (1,1).

Omdwienie zadani domowych (gr. 3).

Dom 1. Wykazaé, ze uktad réwnan

r+y+z=0

Wyznacza y i z jako funkcje z w otoczeniu xyg = 0 przy warunkach y(0) =11 2z(0) = —1.
Obliczy¢ pochodne y'(0), 2/(0), y”(0) i 2”(0).

Dom 2. Niech S = {(z,y,2) | €** + 2% + 2y + y? + z = 1}. Wykazaé, ze w otoczeniu
punktu (0,0,0) zbiér S jest wykresem funkcji 2 = f(x,y) klasy C'. Zbada¢, czy f ma
lokalne ekstremum w (0, 0).

Michatl Jozwikowski, 7 grudnia 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 3 grudnia 2018

Twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomorfizmy.
Grupowe wtasnosci dyfeomorofrizmdw:

o Jesli F:U — V jest dyfeomorfizmem to F~':V = U tes.
e Jesli F:U =V iG:V — W sq dyfeomorfizmami to ztozenie G(F) : U — W tez.

Zadanie 1. Skonstruuj dyfeomorfizm
a) plaszczyzny R? na otwartg kule jednostkowa B = {(z,y) | 2% +y? < 1}.
b) otwartego kwadratu K = {(z,y) | |z| < 1,|y| < 1} na R2.

c) otwartego kwadratu K = {(z,y) | |z| < 1, |y| < 1} na otwarte koto B = {(z,y) | 2%+
2
y® < 1}.

d) plaszczyzny bez punktu R?\ {0} na plaszczyzne bez kota R?\ {(z,y) | 22 +¢? < 1}.

e) trojkata o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,1) na kwadrat K = {(z,y) | |z| < 1, |y| < 1}.

Omdwienie zadania domowego.

Zadanie 2. Rozwazmy funkcje rézniczkowalng f : R x Ry — R i dokonajmy zamiany
zmiennych @ : (z,y) — (u = z,v = 2> + y?). Zapisz wyrazenie yg—i — xg—g w zmiennych
(u,v), tzn. wyraz je w terminach pochodnych funkcji g(u,v) := f(® 1 (u,v)). (Wowczas
f(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)).)

Zadanie 3. (gr.3) Niech f: R? D U — R bedzie funkcja klasy C! okreglong na zbiorze
otwartym U. Wybierzmy (z9,y9) € U. Skonstruuj dyfeomorfizm postaci ¢(x,y,z) =
(z,y,w) zdefiniowany w pewnym otoczeniu W C R? punktu (20,0, f(70,%0)) prze-
prowadzajacy powierzchnie {(z,y,2) | z = f(x,y)} na powierzchnie {(z,y,w) | w =
2018} N p(W).

Dom 1. Skonstruuj dyfeomorfizmy:

a) zbioru B = {(z,y) | z > 0,2 + y* < Z} na pélplaszczyzne R x R..
b) zbioru A = {(z,y) | 0 <y <2?i0< 2z <1} na R%

Dom 2. Znajdz wszystkie funkcje f : R? — R takie, ze dla dowolnych a,b € R zachodzi

flatabty) - flab) —ay—br—a®—y*

lim 0,
(,y)—(0,0) |z[3 + |y[3

lub wykaz, ze taka funkcja nie istnieje.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 30 listopada 2018

Wzér Taylora, twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomorfizmy.
Odrobina teorii:
Odwzorowanie F : U — V pomiedzy podzbiorami otwartymi U,V C R" nazywamy dyfeomorfizmem gdy

o F jest homoeomorfizmem (a wiec cigglq bijekcjq, takg ze F~' tes jest ciggta).
o F i F~! sq résniczkowalne.

Twierdzenie o funkcji odwrotnej moéwi, ze jesli odwzorowanie F : U — V klasy C* ma w jakims punk-
cie p € U nieosobliwg réiniczke DpF, to F jest w pewnym otoczeniu Q > p odwracalna i F~' jest
rézniczkowalna w punkcie F(p). Innymi stowy, F jest lokalnym dyfeomorfizmem miedzy Q 1 F(Q).
Jako wniosek mamy nastepujgcy przydatny fakt:

Lemat 1. Niech odwzorowanie F : U — V klasy C bedzie bijekcjq pomiedzy zbiorami otwartymsi
U,V C R". Jesli rézniczka DpF' jest nieosobliwa w kazdym punkcie p € R™ to F' jest dyfeomorfizmem.

Zadanie 1. Czy istnieje funkcja gtadka f : R? — R dla ktorej

Vi(z,y) = [2zy,ya’)?

Zadanie 2. Znajdz wyzsze pochodne czastkowe D(*#) £(0,0) funkcji f(z,y) = exp[2z +
3y| dla wszystkich «, 5 € N.

Omdwienie zadari domowych.

Zadanie 3. Oblicz rézniczke odwzorowania biegunowego f : Ry x (—m,7) — R?

f(r,0) = (rcos@,rsinf)

i sprawdz, ze jest ono dyfeomorfizmem na obraz.

Zadanie 4. Sprawdz, czy przeksztatcenie f(x,y) = (2zy, 2% — 3?) jest dyfeomorfizmem
R?\ {0} na obraz?

Dom 1. Rozwazmy odwzorowanie f(z,y) = (2% +y — v?, 2zy + y). Znajdz wszystkie
punkty, w ktorych f jest lokalnie odwracalna. Wykaz, ze punkt (2,1) jest jednym z nich
i oblicz rézmiczke f~! w punkcie (4, 5).

Michatl Jézwikowski, 30 listopada 2018.
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Przestrzenie styczne, wyzsze pochodne, wzdér Taylora.

Omdwienie zadania domowego.

Zadanie 1. (gr. 3) Niech A = {(z,y,2) | 22+ y + z = 1}. Wyznaczy¢ wszystkie
punkty (x,y,z) € A, w ktorych wektor [1,1,1] jest styczny do A. Czy istnieje prosta
przechodzaca przez (0,0,0) i prostopadta do A w jakim$ jego punkcie?

Zadanie 2. Rozwazmy punkty a = (—1,0) i b= (1,0) i zdefiniujmy funkcje

f(@y) = lla—(z,y)l| + 1b—(z,9)| oraz [f(z,y) = [la—(z,y)| - [Ib— (,9)] -

Wykaz, ze poziomice funkcji f i g sa wzajemnie ortogonalne.

Przypommnienie wiadomosci o wielomianie Taylora.

Zadanie 3. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 funkcji f(z,y) = exp(zy?) —In(1+xy)
w punkcie (0,0).

Kartkéwka

Zadanie 4. Znajdz punkt krytyczny funkeji f(z,y) = £ +y — x? i rozstrzygnij czy f
ma w tym punkcie lokalne ekstremum.

Zadanie 5. Zbadaj okre$lonosé¢ macierzy

2 3 0
A=13 -2 0
0 0 -1

Dom 1. Znajdz wszystkie punkty v paraboli P = {(t, %tQ) | t € R}, dla ktorych prosta
styczna do P wychodzaca z v przecina elipse E = {(z,y) | 322 + 4y? = 9} pod katem
prostym.

Dom 2. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a funkcji

a) eVt —xyz a = (0,0,0),
b) xzyz, a = (1,—1,2).

Michat Jézwikowski, 26 listopada 2018.
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Przestrzenie (stozki) styczne, wtasnosci gradientu.

Zadanie 1. (gr. 3) Rozwazmy liczby 0 < a < b i sympleks A = {(z!,22%,...,2") | a <
r! <2?... < 2" <b}. Znajdz kres gorny funkcji

wla?. 2"

(a+azl)(xt +22)-...- (" +b)

flzt,... 2" =

na, zbiorze A.
Zadanie 2. Wyznaczy¢ wektory styczne do zbioréw

a) {(z,y) | 22 >y 2 > 0} w punkcie (0,0),
b) {(z,y) | v* < 23} w punkcie (0,0).

Odrobina teorii - twierdzenie z wyktadu.

Niech f : R™ — R bedzie funkcjq rézniczkowalna, take ze V f(p) # 0. Wowczas przestrzen styczna do
poziomicy [ przechodzqcej przez p, czyli do zbioru My = {& € R" | f(x) = f(p)} w punkcie p to
przestrzen wektordw prostopadtych do gradientu V f(p):

Tp Mp :={v € R" | (v,V[(p)) =0} .

Z definicji jest to podprzestrzen liniowa w R™. Czasami wygodniej jest mysleé o tej przestrzeni jako o
przestrzeni afinicznej zaczepionej w p, czyli o

p+TpMp={p+uv]| (v,Vf(p)) =0}.

Zadanie 3. Napisa¢ rownanie plaszczyzny stycznej w punkcie P = (5, —2,3) do ptasz-
czyzny (krzywej) opisanej réwnaniem f = 0, jesli f(z,y,2) = 22 — 2y% + 23 + zyz — 14.
Zadanie 4. (gr. 2) Niech A = {(x,9,2) | 22 + y + z = 1}. Wyznaczy¢ wszystkie
punkty (z,y,z) € A, w ktorych wektor [1,1,1] jest styczny do A. Czy istnieje prosta
przechodzaca przez (0,0,0) i prostopadta do A w jakims jego punkcie?

Dom 1. Napisa¢ rownanie prostej stycznej w punkcie P = (2, —3) do poziomicy funkcji
flz,y) =o' + 2y +°.

Michat Jézwikowski, 23 listopada 2018.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach rdéznych, ekstrema lokalne.
Zadanie 1. Zbadaj lokalne ekstrema funkcji f(z,y) = z(y — z)e Y.

Zadanie 2. Wyznacz lokalne ekstrema funkcji f(z,y) = 22 + 3zy? + y* na R2.
Zadanie 3. Pokazaé, ze funkcja f(z,y) = (x — y*)(3x — 3?) po obcieciu do dowolnej
prostej przechodzacej przez (0,0) ma minimum lokalne w (0,0). Czy f ma minimum
lokalne w (0,0)7

Omdéwienie zadania domowego.

Zadanie 4. (gr. 3) Rozwazmy liczby 0 < @ < b i sympleks A = {(z},22,...,2") | a <
vl <2?... < 2" <b}. Znajdz kres gorny funkcji

xle?. g

f(xlv"'vxn): (a+a:1)(a:1+$2)'---’(xn+b)

na zbiorze A.

Michat Jézwikowski, 19 listopada 2018.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach réznych.

Zadanie 1. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = na A={(z,y) | = > 0}.
na zbiorze A = {(z,y) € R? | 0 <

Y
x2+4y2+1
zIn(1+y)

212 +y2

Zadanie 2. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) =
x<y<1}

Omdéwienie zadan domowych.

Dom 1. Funkcja rézniczkowalna f : R? — R spelnia nastepujace warunki:

lim f(z,a)=0= lirin f(b,y) dla dowolnych ustalonych a,b € R.
Y— 100

r—100
Rozstrzygnij, czy f musi by¢ ograniczona?

Michal Jézwikowski, 16 listopada 2018.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach réznych, rbézniczka ztozenia (regula
tancuchowa) .

Omdwienie zadania domowego.

Zadanie 1. Niech f : R®™ — R bedzie funkcja afiniczna (tzn. f(v) = (a,v) + b dla
pewnych a € R" oraz b € R), a K wieloScianem. Wykaz, ze f osiaga swoje kresy na K
w wierzchotkach K.

Zadanie 2. Wyznacz kresy funkcji f(x,y,2) = 6xy — 3xz — 2yz na zbiorze C' =
{(z,y,2) | 0 < z,y,z < 1}.

Zadanie 3. Zdefiniujmy funkcje F : R? — R jako zlozenie f : R? = R3 oraz g : R? = R
danych wzorami

flz,y) = (x —y,2 +y,2y7y), g(z,y,2) =In(a? +y* + 2%) .

Oblicz 4E.

Dom 1. Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = z(y — x)e™¥ na zbiorze T'= {(z,y) | —1 <
3z <2y < 6}.

Dom 2. Niech f : R® — R bedzie funkcja rozniczkowalna taks ze Vf(1,1,...,1)
[1,4,...,n%. Obliczyé¢ pochodng funkcji jednej zmiennej F(t) = (f(¢,t2,£3,...,t"))?
t=1.

=

Michat Jézwikowski, 9 listopada 2018.
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Rézniczkowalnosé, ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach zwartych i nie tylko,
rézniczka ztozenia.

Omdwienie zadar, domowych

Zadanie 1. Znajdz kresy funkcji f(z,y) = (32 + 2y)e " %" na R2,

Zadanie 2. Niech A = {(x,y,2) | 2> + y? — 22 + 4 = 0}. Znalez¢ w zbiorze A punkt
ktorego odlegtosé od punktu (2,4,0) jest najmniejsza.

Wskazowka: : Zapisz odleglosé ustalonego punktu (x,y,z) € A od (2,4,0) jako funkcje
zmiennych z i y.

Zadanie 3. Funkcja rézmiczkowalna f : R? — R spelia: Vf(0,0,0) = [1,2,3] oraz
Vf(1,1,1) = [-1,-2,-3]. Funkcja g : R?> — R dana jest wzorem

g(x,y,z) = fle " +y,e? — 2z, —x) .

Obliczy¢ pochodna kierunkowa D,,g(0,0,0), gdzie v = [2,1, 1].
Zadanie 4. Funkcja rozniczkowalna f : U — R okreslona na zbiorze U = {(x,y) €
R? | 2 > 0,y > 0} jest zadana wzorem f(x,y) = g(%) dla pewnej funkcji rézniczkowalne;j
g : Ry — R. Wykaz, ze dla dowolnego punktu (z,y) € Ry x Ry funkcja f speknia
tozsamosé

of of

2L Oy - -0.
T 8x(x,y)+ Y 8y(w,y) 0

Dom 1. Funkcja rézniczkowalna f : U — R okreglona na zbiorze U = {(x,y) € R? | z >
0,y > 0} spelia tozsamosé

of

z (x,y)+2y~8fy(w,y)=0-

of
ox

Wykaz, ze f(z,y) = g(%) dla pewnej funkcji rézniczkowalnej g : Ry — R.

Wskazowka: Wykaz, ze funkcja f(x, %) jest stala jako funkcja zmiennej x przy ustalo-
nym c.

Michat Jozwikowski, 5 listopada 2018.
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RézniczkowalnoSé, ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach zwartych.
Przypomnijmy podstawowe informacje o réiniczkowalnosci odwzorowars F = (f*, f2,..., f*) : R™ — RF:

o rozniczka odwzorowania F' w punkcie a to odwzorowanie liniowe Do F : R™ — R* prayblizajgca w
tym punkcie odwzorowanie F' do wyrazow rzedu 2, tzn.

i [F@+ h) = F(a) = DaFlh]]

1 =0.
(1) h—0 IRl
o Z powyzszego wynika, zZe odwzorowanie I = (f',..., fF) jest rézniczkowalne wtedy i tylko wtedy
gdy kazda z funkcji f? dla j = 1,...k jest rézniczkowalna.
o jesli rdzniczka Do F' istnieje, to istniejq wszystkie pochodne czgstkowe ng;(a), a ponadto odwzo-
rowanie lintowe Dg F jest zadane przez macierz pochodnych czgstkowych
1 1 1 hl
gr@) =) ... (@) | (Vi'(a), h)
DoF[h',....h" = ... = ,
Ul(a) Ui(a) ... Ui(a)) | (Vf*(a), h)
gdzie Vf(a) = [%(a)7 ey %(a)} oznacza gradient funkcji f: R™ — R w punkcic a.

o Zwigzek z AM I: g'(a) — pochodna funkcji jednej zmiennej g : R — R w punkcie a wyznacza
nastepujgeq rézniczke (odwzorowanie liniowe z R do R) Dag : h— g'(a)h.

o Zwigzek rézniczki funkcji f : R™ — R z pochodng kierunkowq: pochodna kierunkowa f w punkcie
a € R" w kierunku v € R™ to wartosé rézniczki Do f na wektorze v:

Dy f(a) = Daflv] .

o 7 wyktadu wiemy, zZe jesli pochodne czqgstkowe odwzorowania F istniejg w otoczeniu punktu a i sq
ciggte w a to F jest rozniczkowalna w a. Uwaga! Odwrotne twierdzenie nie zachodzi.

otw.
o Odwzorowanie F = (fY,...,f%) U C R™ = R*, ktérego wszystkie pochodne czgstkowe czgst-
kowe ng;, gdzie it = 1,... )k v j = 1,...,n wstniejg © sq¢ cigglte w U nazywamy odwzorowaniem
klasy C* w U.

Z powyzszych rozwazan wynika, zZe standardowa procedura badania rézniczkowalnodci danej funkcjyi f :
R™ — R jest nastepujgca:
of

? Qxm

1. Liczymy gradient Vf = [%, .
liczyé z definicyi.

]. Jesli sie da, to robimy to rachunkowo, jesli nie musimy

2. W punktach, w ktorych ktéras pochodna czgstkowa nie istnieje nie ma rozniczkowalnosci. W
pozostatych punktach odwzorowanie liniowe h — (V f, h) jest kandydatem na rézniczke.

3. Aby sprawdzié czy faktycznie jest to réziniczka mamy dwie drogi postepowania:

(a) z definicji: mozemy policzyé czy granica (?7) istnieje.

(b) mozemy sprawdzié, czy pochodne czgstkowe gfi sq okreslone w otoczeniu danego punktu ¢
ciggte w tym punkcie. Jesli odpowiedz jest twierdzqca, to funkcja jest rézniczkowalna. Ale,
uwaga!l, jesli pochodne czgstkowe nie sq ciggte, badz nie istniejg w otoczeniu danego punktu,

to musimy rézniczkowalnosé badaé dalej (jak w punkcie a).

Dokoriczenie zadania z poprzednich éwiczeri.
Zadanie 1. Zbadaj rézniczkowalnos$¢ funkceji

fla,y,2) =47 (Wﬁ?) dla (z,y,z) # (0,0,0)
'Y, dla (z,y,z) = (0,0,0).



W powyzszym zadaniu rézniczkowalnosé w (0,0) pokazalismy dwoma sposobami: z definicji i dowodzgc
ciggto$ce pochodnych czgstkowytch.
Zadanie 2. Zbada¢ rézniczkowalnoéé w dziedzinie {(z,y) € R? | zy > —1} funkcji
W dlay#0izy>—1
flz,y) =
x dla y = 0.

Zadanie 3. (gr. 3) Funkcja f : R? — R ma ograniczone pochodne czastkowe w calej
dziedzinie, tzn. istnieja stale a i b, takie, ze dla kazdego (x,y) € R?

of of
—(x <a oraz |=—(z <b.
B (& Y) 8y( Y)
Wykaz, ze f jest lipszycowska. Wskazowka: Wykorzysta¢ podobna wlasnoéé funkeji
jednej zmiennej.
»Metoda policyjna® szukania kreséw funkcji ciggtej f : R™ DO K — R na zbiorze zwartym K. Podejrzane
$q:
e punkty krytyczne funkcji (tzn. punkty, a € int(K) w ktérych gradient Vf(a) jest wektorem
zerowym,).

o wszystkie punkty, w ktérych rézniczkowanie nie jest mozliwe, tzn. punkty brzegowe OK i punkty,
w ktérych f nie ma okreslonych pochodnych czgstkowych.

Zadanie 4. Wyznacz kres gorny i dolny funkcji f(z,y) = 22 + 2y + 2y? na kuli K =
{(z,y) | 2 +y* < 1}

Kartkowka.

Zadanie 5. Oblicz pochodne czastkowe

gﬁ dla f(z,y) = =G (g 9)

09

99 dla g(x,y) = In(sin(zy) + y12) (gr. 3)

Zadanie 6. Oblicz pochodng kierunkows funkcji f(z,vy,2) = 23 + 322y + 22 w punkcie
(1,2,3) w kierunku [2,1,1].
Dom 1. Funkcja f : R? — R zadana jest wzorem

Fny) = xy Sin@ dla (z,y) # (0,0),
’ 0 dla (z,y) = (0,0).

Sprawdzi¢, czy pochodne czastkowe g—g i %gjj sa ciaglte w punkcie (0,0). Zbada¢ roznicz-
kowalnos¢ f w punkcie (0,0).
Powyzszy przyktad pokazuje, zZe cigglosé pochodnych czgstkowych w otoczeniu wybranego punktu nie jest
warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci funkcji w tym punkcie.
Dom 2. Znalez¢ wszystkie punkty krytyczne (tzn. punkty, w ktorych gradient jest
wektorem zerowym) funkcji f(z,y) = (3z + 23;)63*4””2*3/2 na R2.



Definicja. Podzbior A C R™ nazywamy obszarem, gdy jest otwarty i spojny.
7 wyktadu wiadomo, ze kazdy zbiér otwarty i spoéjny w R” jest tez spdjny tukowo.

Dom 3 (%/2). Niech A C R? bedzie obszarem wypuktym. Wykaz, ze jedli funkcja
ciagta f : A — R ma ograniczone pochodne czastkowe w catej dziedzinie, to spetnia
warunke Lipschitza. Wykaz, ze teza nie jest prawdziwa bez zalozenia o wypuktosci A.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 26 pazdziernika 2018

Wiasnosci norm w R", wtasnos¢ Darboux funkcji ciggtej, pochodna i rézniczkowalnosSE.
Zadanie 1. Kula jednostkowa pewnej normy || - | w R? opisana jest nastepujaco:

B=[-11] x [-L1U{(z,y) | (x = 1) +¢* <1} U{(z,y) | (z +1)> +y* <1} .

Wyznacz normy wektorow (1,0), (0,5) i (9,3). Wykaz, ze rozwazana norma nie pochodzi
od iloczynu skalarnego.

Zadanie 2. Niech f bedzie funkcja ciaglta o wartodciach rzeczywistych okreslona na
zbiorze

A={weR||va=1}U{v e B?| v~ (2,0)); <1},

taka, ze f(—1,0) = —1, f(3,0) = 17. Wykaza¢, ze istnieje punkt a € A taki, ze f(a) = 1.
Czy istnieje funkcja f o podanych wtasnosciach taka, ze taki punkt a jest tylko jeden?
Omdwienie zadan z kartkéwki.

Zadanie 3. (gr. 2) Oblicz pochodne czastkowe funkcji
exp (i) dla (2.y.2) # (0,0,0
f(z,y,2) = Ty
0 dla (z,y,2) = (0,0,0).
Zadanie 4. Obliczy¢ pochodng kierunkows funkeji f(z,y) = /23 + y* w punkcie (3, 1)

w kierunku wektora [—1,2].
Zadanie 5. Zbadaé rézniczkowalnoéé funkeji w catej dziedzinie

fla,y) = Vad +y3.

Michat Jézwikowski, 26 pazdziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 22 pazdziernika 2018

Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych, wtasnoSci iloczynu skalarnego, pochodna
czastkowa.
Do katalogu ,patologicznych” przyktadéw dodajemy nastepujgce:
o Funkcja, ktéra ma granice im, ) (0,0) f(2,y), ale jedna lub obie z granic lim, o limy o f(z,y),
limy o limg 0 f(z,y) nie istniejg — Zad. 1.

e Funkcja, ktéra ma pochodne czgstkowe w (0,0) (a nawet wszystkie pochodne kierunkowe) a nie
jest w tym punkcie cigglq — Zad. 3.

Omduwienie zadania domowego (gr.3)
Z podsumowania rozwazarn na temat tloczyndw skalarnych:

Twierdzenie. Niech A bedzie macierzq pewnego iloczynu skalarnego w R™ (tzn. A € My, (R) jest sy-
metryczna i dodatnio okreSlona). Wowczas istnieje baza {ei}izl ,,,,, n w R™ ortonormalna wzgledem
standardowego iloczynu skalarnego, w ktérej A przyjmuje postaé diagonalng A ~ diag(A1,A2,...,\n),
gdzie A\; > 0.

Whniosek. W szczegolnosci norma wyznaczona przez ten iloczyn skalarny dla wektora v = >, a’e; (zapis
w wyréznionej bazie{e;}i=1....n) wynosi

[vfla =, /Z Ai(a?)? .

A zatem kula jednostkowa w R™ w tej normie jest elipsoida, o polosiach %ei.

Zauwazmy ponadto, ze z uwagl na ortonormalno$¢ bazy {e;}, norma euklidesowa w tej bazie zapisuje

sie jako
ol =, /> (a®)? .

i

Wynika stad nastepujacy fakt

llvlla = max{v\;} oraz inf Iv]la = min{v\;} ,

sup
vern\{o} [|]l2 verm\{o} [v]2

A ponadto odpowiedni kres jest przyjmowany na odpowiednim wektorze bazowym odpowiadajacym
maksymalnej lub minimalnej wartosci wlasnej.
Omdwienie zadan domowych z 15 paZdziernika

Zadanie 1. (gr. 2) Rozwazmy funkcje

faay) = x+ysin(l/z) dlax#0
0 dlaz =20

Oblicz granice limgolimy o fi(z,y), limyolimg o fi(2,y) oraz limg, 0,0 fi(7, )

dlai=1,2.

Moral z powyzszego zadania: z istnienia granicy w punkcie nie wynika istnienie granic iterowanych.

Zadanie 2. Oblicz pochodne czastkowe funkcji f(x,y) = zcosy i g(x,y) = z¥.

Zadanie 3. (gr. 2) Rozwazmy funkcje

Fla,y) 1 dlay=2%2>0
x,y) =
Y 0 dla pozostalych (z,y).



Sprawdz, ze funkcja F' ma pochodne czastkowe w (0,0), lecz mimo to nie jest ciagla w
(0,0).

Moral z powyzszego zadania: istnienie pochodnych czgstkowych, a nawet pochodnych kierunkowych w
kazdym kierunku nie gwarantuje nawet cigglosci funkcji, nie méwige juz o jej rézniczkowalnosei.

Zadanie 4. (gr. 3) Oblicz pochodne czastkowe funkcji

flay,2) =4 T (Mﬁ) dla (z,y,z) # (0,0,0)
0 dla (z,y,z) = (0,0,0).

Zadanie 5. Funkcja f : R?> — R ma ograniczone pochodne czastkowe w catej dziedzinie,
tzn. istniejg stale a i b, takie, ze dla kazdego (r,y) € R?

0 0

‘E?i(x,y)‘ <a oraz ‘8‘5(36,3;)‘ <b.
Wykaz, ze f jest lipszycowska.

Wskazéwka: Wykorzystaj podobna wtasnosé funcji jednej zmiennej.
Dom 1. Oblicz pochodne czastkowe funkcjie f(z,y,z) = 7).

. . 1 2
Dom 2. (gr.2) lloczyn skalarny w R? zadany jest macierza (2 5). Przez |- || oznaczmy
norme pochodzaca od tego iloczynu skalarnego, a przez || - |2 standardowa norme eukli-
desowa. Oblicz
[v]] : [[v]]
ver2\{o} [|V]l2 veR?\{0} [|v]2

Dom 3. (gr. 3) Rozwazmy funkcje

_ Jo+ysin(l/z) dlaz#0
f($’y)_{o dlaz =0

Oblicz granice limgolimy o fi(z,y), limy o limg—o fi(2,y) oraz lim, 0,0 fi(7,y)
dla:=1,2.
Dom 4 (x/2). (gr.2) Funkcja F: R? — R ma granice w (z,y) = (0,0). Wykaz, ze jesli
granice lim,_,o limy_,o F'(z,y) oraz lim, o lim, g F'(z,y) istnieja to

lim lim F(z,y) = lim lim F(z,y) = lim F(z,y) .

z—0 y—0 ( y) y—0 2—0 ( y) (z,y)—(0,0) ( 3/)
W uzupetnieniu do zadania 1: jesli funkcja ma granice w punkcie i granice iterowane istniejq, to wszystkie

trzy granice muszq byé sobie réwne.

Michatl Jézwikowski, 22 pazdziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 19 pazdziernika 2018

Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych, wtasnosci iloczynu skalarnego.

Definicja. Poziomicg funkcji F : R® — R nazywamy zbiér F~'(c) = {v € R" | F(v) = ¢}, gdzie c € R
jest ustalong stala.

T

Zadanie 1. Funkcje F': R x Ry — R definiujemy wzorem F(z,y) = y”.
wykres poziomicowy F' i zbadaj istnienie granic

Naszkicuj

lim F(z,y) gdziea € R.
(2,y)—(a,0) (
Omdwienie zadan domowych z 8 pazdziernika (gr. 2).
Zadanie 2. Niech A € M, (R) bedzie rzeczywista n-wymiarows macierzg symetryczna
(tzn. A = AT) i niech (z,y) = >, 2%y’ oznacza standardowy iloczyn skalarny. Wykaz

ze:
a) (gr. 2) A ma tylko rzeczywiste wartosci wtasne.

b) A ma n parami ortogonalnych wektoréw wtasnych o rzeczywistych wartosciach wta-
snych.

Z podsumowania zadatn dotyczqcych wtasnosci macierzy symetrycznych wynika:

Twierdzenie. Niech A bedzie macierzq pewnego iloczynu skalarnego w R™ (tzn. A € Myn(R) jest sy-
metryczna i dodatnio okreslona). Wdéwczas istnieje baza w R™, ortonormalna wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego, w ktorej A przyjmuje postaé diagonalng A ~ diag(A1, A2, ..., \n), gdzie A; > 0.

W szczegdlnosci kula jednostkowa w R™ w dowolnej normie wyznaczonej przez pewien iloczyn skalarny
jest elipsoidq, ktorej osie symetrii sq wzajemnie ortogonalne.

Kartkowka.
Zadanie 3. Zbadaj istnienie granicy funkcji

44 .4
(gr. 3) lim T Y

5 5
(gr. 2)  lim Ty T
(@9)—(0,0) |[z] +y

(2,y)—(0,0) 2 + y4

Zadanie 4. Rozstrzygnij, czy nastepujaca funkcja jest norma w R?. Odpowiedz uza-
sadnij.

(gr. 2) f(z,y) = V/3lzP+ |yP+]z|  (gr. 3) fz,y) = Vat + 4y + |yl .

Dom 1. (gr.3) Iloczyn skalarny w R? zadany jest macierza <; g) Przez || - || oznaczmy

norme pochodzaca od tego iloczynu skalarnego, a przez || - ||2 standardowa norme eukli-
desowa. Oblicz
el el
p oraz .
ver2\{o} [|0[|2 ver?\{0} [[v]|2

Michat Jézwikowski, 19 pazdziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 15 pazdziernika 2018

Granica i ciagtos¢ funkcji wielu zmiennych, wtasnosci iloczynu skalarnego (gr. 3).
Zadanie 1. Zbadaj istnienie granic funkcji
2342

a) limy, ) 4(0,0) 7757

. z/|zly?
b) T (e)+(00) oLy

Omdwienie zadania domowego.
Zadanie 2. Zbadaj istnienie granic funkcji

—COS|(T 2
a) (gr- 2) lime,y)-0,0) o pr-

In(z+e¥)—z—y

b) imy)—00) = 7zre

Omdwienie zadar domowych z 8 pazdziernika (gr. 3).

Zadanie 3. (gr. 3) Niech A € M, (R) bedzie rzeczywista n-wymiarows macierzg syme-
tryczna (tzn. A = AT) i niech (z,y) = Y, 2%y’ oznacza standardowy iloczyn skalarny.
Wykaz ze A ma tylko rzeczywiste wartosci wlasne.

Dom 1. Znalezé wszystkie punkty ciagtoscei funkeji:

r—y d 3
Py {7 Svs

1 gdy y = 23,

Dom 2. Znalez¢ wszystkie punkty ciggtosci funkeji

_ Jayexp(ZE) dlaz#0
f(x,y)—{o dlaxz=0.

Michatl Jézwikowski, 15 pazdziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 12 pazdziernika 2018

Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych, podstawienie biegunowe.
Do zapamietania: cigglosé funkcji wielu zmiennych, to znacznie wiecej niz ciggto$é po kazidej zmiennej
z 0sobna. Na éwiczeniach widzieliSmy rézne ,patologicene” przyktady:

o funkcji, ktéra ma granice limg o f(x,y) = limy o0 f(2,y) ale nie ma granicy lim, ) (0,0) f(2,¥)
- Zad. 1(b).

o funkcji, ktéra ma granice limg o lima o f(z,y) = limy o lims 0 f(z,y) ale nie ma granicy lim, 4y, 0,0y f(2,y)
- Zad. 1(b).

o funkcji, ktora jest ciggla po obcieciu do dowolnej prostej, ale nie jest ciggta — Zad. 3.

Zadanie 1. Zbadaj istnienie granic:

. 22442
a) lim(z4)-(0,0) Tzl
. 2202
b) Tim(z 4)(00) zrye-
) (gr- 2) lim ) 0,0 22 In(2? + 2y?).

d) limg )00 * In(z? + 2y?).

$2y2

e) lim(, ) 0,0)(2* + 4?)

o —COoSs|(x 2
£) (gr 3) lime y)0,0) ot

Kazdy punkt (z,y) € R?\ {0} mozemy jednoznacznie opisaé podajgc jego odlegtosé od poczqtku uktadu
wspdtrzednych r, oraz kqt o jaki wektor [z,y] tworzy z osig OX :

T =rcosa

y =rsina,
gdzie r € Ry oraz a € [0,27). Pare (r,a) nazywamy wspOlrzednymi biegunowymi punktu (z,y). Za-
uwazmy, ze (xz,y) — (0,0) wtedy i tylko wtedy gdy r — 0 niezaleznie od kqta .

Zadanie 2. Rozwiaz poprzednie zadanie uzywajac wspoétrzednych biegunowych.
Zadanie 3. Zbadaj ciagtosé funkcji

%y
o) = 4 T2 gdy (z,y) # (0,0)
I ’y) {0 gdy (xay) = (0,0).

Dom 1. Wykaz, ze funkcja z poprzedniego zadania jest ciagta wzdluz kazdej prostej
przechodzacej przez (0,0).

Dom 2 (x). Funkcja F : R? — R jest ciagta ,po wspotrzednych” oraz rosnaca wzgledem
pierwszej zmiennej (tzn. V,, funkcja « — F(z,yo) jest ciagta i rosnaca, oraz V,, funkcja
y — F(z0,y) jest ciagla). Wykaz, ze F jest ciagta.

Michat Jozwikowski, 12 pazdziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 8 pazdziernika 2018

Normy w R™, iloczyn skalarny.
Zadanie 1. Rozstrzygnij, czy nastepujace funkcje sa normami w R?:

a) v/x?+ 9y
b) Va2 + 9y + |z + yl.
REar]

Zadanie 2. Udowodnij, ze jesli norma || - || pochodzi od iloczynu skalarnego to spetnione
sa roéwnoscl

a) [lv+w|® + v — w|? = 2||v|* + 2| w]*.

b) flv+w|? = |lv — w|* = 4(v, w).

Pierwszq z powyzszych tozsamosci nazywamy tozsamoscia réownolegloboku. MozZemy jej uzywaé aby
wykazaé, ze dana norma || - || w R™ nie pochodzi od iloczynu skalarnego. W tym celu nalezy skazaé dwa
wektory v, w € R™ dla ktérych

2 2 2 2
[v 4+ w[]” + [l —w|” # 2[]v[|” + 2[w]” .

Zadanie 3. Rozstrzygnij, dla jakich p € [0, +o0] norma | - ||, pochodzi od iloczynu
skalarnego.

Omdwienie zadari domowych.

Zadanie 4. Niech B C R" bedzie dowolnym zbiorem zwartym (domknietym i ogra-
niczonym), ktorego O jest punktem wewnetrznym i symetrycznym wzgledem 0 (tzn.
x € B& —x € B). Wykaz, ze B jest kula jednostkowa dla pewnej normy.

Dom 1. Niech (-,-) bedzie iloczynem skalarnym w R? zadanym przez macierz <Z i),

@) = e (1) (%)

Udowodnij, ze liczby a, ¢ i ac — b? sa dodatnie.

Dom 2. Niech A € M, (R) bedzie rzeczywista n-wymiarows macierza symetryczna (tzn.
A = AT) i niech (z,y) = >, 2%y’ oznacza standardowy iloczyn skalarny. Wykaz 7e
wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym macierzy A sa ortogonalne
w iloczynie (-, ).

Dom 3 (x). Udowodnij, ze jesli norma ||- || spelnia, dla dowolnych @,y € R™ tozsamos¢

tzn.

e+ yll* + |z — ylI* = 2]|=|* + 2]y ]* .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.
Powyzsze zadanie pokazuje, ze tozsamosé réwnolegloboku jednoznacznie charakteryzuje te normy, ktore

pochodzg od pewnego tloczynu skalarnego.

Michat Jézwikowski, 8 pazdziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 5 pazdziernika 2018

Przestrzen euklidesowa R™, normy w R™ i ich wtasnosci.
Dla x = (z',2%,...,2™) € R" i p € [1,+00], p-norma = nazywamy

n P
]l := (Z(wl)ﬁ) gdy p < +00, oraz ||| = max 2’| .
1

i=1

Zadanie 1. Udowodnij, ze lim,, 1 [|Z|, = [|Z||co-

Zadanie 2. Wykaz, ze || - ||1 1 || - [|so Sa normami.

Zadanie 3. Naszkicuj kule jednostkowe w R? w normie | - [|, dla p =1, 3,2, 4, c0.
Zadanie 4. Wykaz, ze [|z||, < ||z|q gdy p > ¢. (Dla uproszczenia rachunki mozemy
przeprowadzi¢ w R?.)

Zadanie 5. Niech liczby p,q € [1,+oo] beda takie, ze }D+ 5 = 1 (takie liczby nazy-
wamy wyktadnikami sprzezonymi). Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b
zachodzi nastepujaca nierownosé Younga:

a? e
ab < — + — .
p q
Wskazowka: ab = exp[% ‘plna+ % -qlnb.
Zadanie 6. Niech liczby p, ¢ € [1,+0o0] beda takie, ze %—F% =1,zasx = (x',2%,...,2")
iy = (y',92...,y") dowolnymi punktami w R”. Udowodnij nastepujaca nieréwnosé

Héldera: o
Sy < Nzl - llyllg -
i

Wskazowka: skorzystaj z nieréwnosci Younga.

Dom 1. Niech || - || bedzie dowolna norma w R™. Wykaz, ze kula jednostkowa B = {x €
R™ | ||| < 1|} jest zbiorem wypuktym.
Dom 2. Znajdz norme na R?, o ile istnieje, w ktorej kula jednostkowa jest:

a) Prostokatem [—1,1] x [—3,3].
b) Trojkatem rownobocznym o srodku w (0, 0), ktorego jednym z wierzchotkow jest (1,0).

Dom 3 (5). Udowodnij, ze dla dowolnego p € (1,+o00) funkcja || - ||, jest norma.
Wskazowka: skorzystaj z nier6wnodci Holdera i z faktu, ze dla wyktadnikow sprzezonych
p,q zachodzi p = q(p — 1).

Michat Jézwikowski, 5 pazdziernika 2018.



