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1 Wstep

W niniejszym dodatku chcieliby$my zaprezentowaé¢ Czytelnikowi zestaw sytuacji, w kto-
rych uzycie programéw typu CAS (ang. Computer Algebra Systems) przydaje sie pod-
czas rozwigzywania probleméw matematycznych. Sposrod wielu obecnie dostepnych tego
typu narzedzi (zob. |5]) skoncentrujemy sie gléwnie na komercyjnym programie Mathe-
matica, dostepnym w wersji 10.0 dla studentéw wydzialu MIM na maszynie students.
Domyslnie zaktadamy, ze Czytelnik potrafi samodzielnie wykonywaé¢ podstawowe ope-
racje arytmetyczne i algebraiczne w programie Mathematica. Uzycie wiekszo$ci z nich
jest bardzo intuicyjne, a ewentualne niejasnosci powinna rozwiaé lektura pierwszego roz-
dzialu poprzedniej czesci niniejszego dodatku [3|. Dobrym zrédtem informacji jest takze
dokumentacja programu Mathematica dostepna online [2].

Zagadnienia poruszane w tym dodatku zgrupowaliSmy w kontekscie tematycznym w kilku
rozdziatach, ktérych objetosé z powodzeniem powinna zmieécié sie podczas pojedynczych
zajeé laboratoryjnych. Na poczatku kazdego rozdzialu przedstawiamy liste zagadnien,
ktore beda w nim poruszane wraz z odniesieniami do odpowiednich rozdzialéw skryptu
z Analizy Matematycznej II [4]. Prezentujemy tez list¢ najwazniejszych poleceri pro-
gramu Mathematica (wraz z krotkimi opisami), ktore Czytelnik powinien przyswoi¢. Do-
datkowo dla wiekszosci plecenn Mathematica podajemy odpowiadajace im polecania pro-
gramu Sage. Podstawowe informacje o sposobie uzycia danego polecenia mozna otrzymacé
wpisujac w Mathematica znak zapytania przed poleceniem, a w Sage znak zapytania po
poleceniu, np. ?P1lot3D w Mathematica lub plot3d? w Sage.

Sage jest wolnym oprogramowaniem typu CAS. Precyzyjniej rzecz ujmujac, Sage za-
pewnia jednorodny interfejs do wielu programéw typu CAS specjalizujacych sie w roz-
nych dziedzinach obliczenn matematycznych — np. rachunek rézniczkowy i catkowy jest
obstugiwany w Sage przez dzialajacy pod spodem program Mazima. Pod adresem
sage.mimuw.edu.pl dzialta interfejs WWW do Sage, wiec kazdy student moze z niego
skorzystaé¢ bez potrzeby instalowania czegokolwiek na wlasnym komputerze.

Na koniec warto poruszy¢ zagadnienie wiarygodnosci i przydatnosci komputera w ma-
tematyce. Jak dotad komputery nie potrafia catkowicie zastapi¢ czlowieka w procesie
dowodzenia (a przede wszystkim wymyslanial) stwierdzen matematycznychﬂ. Tym nie-

stnieja programy, ktore moga wspomagaé proces dowodzenia (ang. proof assistant) ale sa one
obecnie daleko od wejscia do powszechnego uzycia w srodowisku matematykow.



mniej jego uzycie moze byé bardzo przydatne, juz to jako narzedzia wspomagajacego
intuicje (wszelkiego rodzaju wizualizacje, badanie przyktadow, przyblizone rozwiazywa-
nie zagadnien, itp.), juz jako odciazenia w zmudnych obliczeniach arytmetycznych badz
numerycznych. Mimo tych ewidentnych zalet generalnie zalecamy zasade ograniczonego
zaufania wzgledem wynikéw obliczen dostarczanych przez komputery. Po pierwsze kom-
puter jest w stanie zrobi¢ tylko to co mu kazemy, a wiec moze ewentualnie powiela¢ nasze
wlasne bledy. Po drugie w wielu przypadkach odpowiedzi moga by¢ obarczone btedami
wynikajacymi na przyktad z nieprawidlowej konstrukeji algorytmu, skoriczonej (i niedo-
statecznej) doktadnosci obliczen, czy tez ze zlego uwarunkowania numerycznego danego
problemu. Zalecamy zatem zawsze sprawdzié, czy uzyskany za pomoca komputera wynik
zgadza sie z nasza intuicja dotyczaca danego zagadnienia.

2 Funkcje wielu zmiennych

2.1 Wizualizacja funkcji

Nowe umiejetnosci: rysowanie wykresow funkcji dwoch zmiennych.
Skrypt: Rozdziat 1.2. [MJ: podlinkowad|

Nowe funkcje:

Mathematica Sage Komentarz
Plot3D [funkcja, zakres] | plot3d(funkcja, zakres) | trojwymiarowy wykres funkcji
ContourPlot contour_plot wykres poziomicowy

Jedna z podstawowych zalet programéw typu CAS jest mozliwo$é wizualizacji obiektdw
matematycznych. W tym rozdziale zajmiemy sie przedstawianiem graficznym funkcji
wielu zmiennych rzeczywistych f: R™ — R™. Sitg rzeczy, z uwagi na tréojwymiarowosé
naszego $wiata, musimy ograniczy¢ sie do przypadkéw gdy m + n < 3)| Jako przyktad
rozwazmy funkcje f : R> — R dang wzorem f(z,y) = (23 + y)eiQxQ*y i narysujmy jej
wykres. Stuzy do tego polecenie P1ot3D [funkcja, zakres]:

flx_, y_1 := (x*3 +y) Exp[-2 x~2 - y~2];
Plot3D[f[x, yl, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

Pierwsza linijka to oczywiscie definicja funkcji f.

Mathematica pozwala na wiele sposobéw dostosowywaé wykres funkcji do naszych pre-
ferencji, poprzez zmiane réznych jego parametréw. Ich pelna lista dostepna jest w opisie
polecenia P1ot3D w dokumentacji programu |2|, natomiast na potrzeby tego opracowa-

2Przypadek m = n = 1 rozwazaliémy w Rozdziale 3 w pierwszej czesci niniejszego dodatku [3]-
Odsytamy tam Czytelnika po informacje na temat wykresow funkcji jednej zmienne;j.



nia omoéwimy tylko kilka z nich, najbardziej podstawowychﬂ Chyba najbardziej przy-
datna wlasnoscig wykreséw tréjwymiarowych uzyskiwanych w programie Mathematica
jest mozliwos¢ ich ogladania pod réznymi katami. W tym celu wystarczy ,ztapaé”’ wy-
kres myszka i obréci¢ go do odpowiadajacego nam potozenia. Zakres wartosci funkcji
przedstawionych na wykresie zmieniamy za pomoca parametru PlotRange -> zakres.
Parametr Mesh -> liczba (takze None, albo All) stuzy do okreslenia ilosci linii siatki,
pokrywajacej rysowana powierzchnie. Standardowo linie siatki to po prostu obrazy od-
powiednich linii siatki na ptaszczyznie zy przy przeksztalceniu f, ale i to ustawienie
mozna tatwo zmodyfikowaé za pomoca komendy MeshFunctions -> siatka, gdzie siatka
jest domyslnie funkcja trzech zmiennych x, y i z. Przyktadowo, jesli chcemy zaznaczy¢
na wykresie funkcji f jej poziomice (czyli linie odpowiadajace staltej wartosci z = f(z,y))
powinnismy uzy¢ funkeji (z,y, z) — z. Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby

MeshFunctions -> Function[{x, y, z}, z]
albo
MeshFunctions -> {#3 &}

Pierwszy ze sposobdéw chyba nie wymaga specjalnego komentarza. W drugim natomiast
komenda #3 odwoluje si¢ do trzeciej z domyslnych zmiennych (x,y, z), za$ & oznacza
operacje ewaluacji.

Ostatni z parametréw zmieniajacych wyglad wykresu, ktéry chcemy tutaj omdéwié to
ColorFunction -> funkcja kolorujgca, ktory zmienia sposob kolorowania wykresu. Jego
uzycie jest podobne do uzycia parametru MeshFunctions, z tym ze warto$ci funkcji
kolorujacej powinny zwraca¢ schemat barw (dobrze wiec uzy¢ jednej z funkcji Hue,
RGBColor, GrayLevel, czy CMYKColor — po szczegdly odsylamy do dokumentacji [2]),
na przyklad ColorFunction -> {Hue[#1 #2] &}. Czasem warto tez ustawié¢ parametr
ColorFunctionScaling -> False co spowoduje, ze argumenty przekazywane do funkcji
kolorujacej nie zostana znormalizowane. Mathematica dysponuje tez spora baza goto-
wych stylow graficznych. Za pomoca komendy ColorDatal["Gradients"] mozna wywo-
ta¢ ich pelna liste. Przykladowo Rysunek [I|uzyskamy wpisujac w Mathematica polecenie

Plot3D[f[x, yl, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}, PlotRange -> {-0.4, 1},
Mesh -> 15, MeshFunctions -> {#3 &}, ColorFunction -> "AvocadoColors"]

Przy okazji omawiania polecenia P1lot3D warto zwrocié uwage na pewna wazna kwestie
techniczna. Przyktadowo, narysujmy wykres funkcji sin(x?y) nad dziedzing [2, 7] x [0, 4] >
(z,y):

Plot3D[Sin[x~2 yl, {x, 2, 7}, {y, 0, 43}]

Juz pierwsze spojrzenie na obrazek ktory otrzymaliémy (zob. Rysunek [2)) wystarcza by
stwierdzié¢, ze co$ jest nie w porzadku: wykres jest bardzo nieregularny, podczas gdy
funkcja, ktoérej uzylismy jest elementarna. Mniej intuicyjny argument moze byé taki: na



Rysunek 2: Funkcje, ktére szybko oscyluja moga by¢ niepoprawnie wykreslane ze wzgledu na ograniczona
doktadnosé obliczen.

krzywych 2%y = 7/2 + 2k, gdzie k jest calkowite, nasza funkcja powinna mie¢ stala
wartos¢ 1, podczas gdy ewidentnie nie obserwujemy takiego zachowania na wykresie.

Problem, z ktérym mamy tutaj do czynienia wynika ze sposobu w jaki program Ma-
thematica konstruuje wykresy: komputer oblicza wartosci funkcji na skonczonej siatce
punktow, a nastepnie aproksymuje wartosci posrednie i na tej podstawie buduje wykres.
W przypadku funkeji szybkozmiennej (takiej jak badany przez nas sinus), zdarza sie,
ze czesto$¢ probkowania jest zbyt mala, aby dobrze wychwyci¢ zachowanie sie funkcji.
W takiej sytuacji mozemy zwiekszy¢ doktadno$é zmieniajac parametry PlotPoints i
MaxRecursion. Pierwszy z nich okredla gestos¢ probkowania, natomiast drugi okresla
maksymalna liczbe podpodziatéw uzywanych do wyznaczania warto$ci w punktach po-

3Poczawszy od wersji 10.0, w Mathematica dostepna jest komenda PlotTheme, ktora w prosty sposob
pozwala wybraé styl wykresu pasujacy do podstawowych zastosowari.



$rednich. W rozwazanym przyktadzie zmiana powyzszych parametréw pozwala uzyskaé
obraz duzo bardziej odpowiadajacy naszej intuicji:

Plot3D[Sin[x~2 y]l, {x, 2, 7}, {y, 0, 4}, PlotPoints -> 40, MaxRecursion ->

Nalezy przy tym podkresli¢, ze zwiekszanie dokladnosci rysowania odbywa sie czesto
kosztem znacznego zwickszenia czasu wykonywania danego polecenia.

Na koniec oméwimy jeszcze jeden sposdb wizualizacji funkeji wielu zmiennych za pomoca
wykresu poziomicowego. Stuzy do tego polecenie ContourPlot [funkcja, zakres] znane
juz nam z pierwszej czesci tego dodatku . Rysunek otrzymamy wykonujac polecenie

ContourPlot [f[x, yl, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
Contours -> 20, ContourLabels -> True]

Rysunek 3: Wykres poziomicowy funkcji f(z,y) = (z® + y) exp(—2z* — 3?).

Wykres poziomicowy przypomina mape hipsometryczna: kazdej parze wspotrzednych
(z,y) przypisujemy kolor odpowiadajacy wartosci funkcji f(x,y) (wysokosci). Styl wy-
kresu poziomicowego mozemy zmienia¢ podobnie jak styl wykresu P1ot3D. Warto wspo-
mnie¢ o parametrze Contours -> liczba, ktéry okredla ile poziomic bedzie widocznych
na wykresie. Domy$lnie poziomice roztozone sa réwnomiernie w zakresie wartosci przyj-
mowanym przez funkcje. Jezeli chcemy narysowaé poziomice odpowiadajace konkretnym
wartosciom funkcji mozemy to zrobi¢ uzywajac polecenia Contours -> lista, na przyktad
Contours -> {-2,1,0,Pi,8}. Wartosci odpowiadajace danej poziomicy beda widoczne
na wykresie po ustawieniu parametru ContourLabels na True.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

3]



Zadanie 2.1. Narysuj wykres trojwymiarowy i wykres poziomicowy funkcji f(x,y) =

zy
x24+2y2"

Zadanie 2.2. Narysuj wykres trojwymiarowy funkcji f(z,y) = sin(acy)e_wQ i zaznacz na
nim linie siatki bedace obrazami krzywych xy? = const przy przeksztatceniu f.

2.2 Granica i ciggltosé funkcji

Nowe umiejetnosci: badanie granic funkcji wielu zmiennych.
Skrypt: Rozdzial 1.2. [MJ: podlinkowac]

Nowe funkcje:
Mathematica Sage Komentarz

Limit [funkcja, granical limit [funkcja, granical granica funkcji

W programie Mathematica nie ma mozliwosci obliczania granic funkcji dwoch i wiecej
zmiennych. Nie powinno to dziwié¢, gdyz nawet w przypadku funkcji elementarnych
bywa, ze zbadanie ciaglosci nie jest trywialng sprawa. Tym niemniej w Mathematica
do$¢ dobrze potrafimy sobie radzi¢ z granicami funkcji jednej zmiennej. Uzywamy do
tego polecenia Limit, ktére zostato szczegbdlowo omoéwione w pierwszej czedci tego do-
datku [3]. Sprobujmy pokazaé¢ jego zastosowania w teorii funkeji wielu zmiennych na
ponizszym przyktadzie.

Zadanie 2.3. Zbadaj ciaglos¢ funkcji

o )__{1 dla (x,y) = (0,0)
I\ Y) = y* dla (z,y) e R x Ry U{0}\ {(0,0)}

w punkcie (0,0). Zbadaj ciaglosé tej funkcji wzdtuz kazdej prostej przechodzacej przez
punkt (0,0).

Rozwigzanie:

Zacznijmy od zbadania funkcji g wzdluz prostych przechodzacych przez punkt (0,0).
Kazda taka prosta (z wyjatkiem prostej pionowej x = 0) mozna opisac¢ rownaniem y = ax,
gdzie a jest parametrem rzeczywistym. Sprobujmy obliczyé granice wzdtuz takiej prostej

glx_, y_1 :=y7x;
Limit[g[x, a x], x -> 0]

Odpowiedzig, jest 1, co nietrudno uzasadnié¢ tez prostym rachunkiem: dla ¢ > 0 mamy

g(z,az) = (azx)® = a® - e*™%. Wobec lim, 04 zlnz = 0, ostatnie wyrazenie zbiega do



a’ - € = 1. Przy obliczaniu granic przy pomocy programu Mathematica nalezy zacho-

waé pewng ostroznosé, gdyz domyslnie Mathematica liczy granice prawostronng, a wiec
wyrazenie Limit [g[x, a x], x -> 0] jest rozpatrywane dla x > 0. Aby sprawdzi¢, ze
powyzsza granica wynosi 1 takze dla x < 0 powinnismy dokonaé jeszcze jednego oblicze-
nia (Sciste uzasadnienie tego wyniku, jak rowniez rozwazenie przypadku prostej pionowej
pozostawiamy Czytelnikowi)

Limit[g[x, a x], x -> 0, Direction -> -1]

Jak widaé¢ granica funkcji g wzdtuz kazdej rozwazanej prostej jest 1. Ten wynik bynaj-
mniej nie oznacza automatycznie ciagtosci g w (0,0). Wskazowki do rozstrzygniecia tej
kwestii moze dostarczyé wykres poziomicowy — patrz Rysunek

ContourPlot[y~x, {x, -3, 3}, {y, 0, 1.5}, ContourLabels -> True,
ColorFunction -> "BlueGreenYellow", Contours -> 20, ContourStyle -> Thick]

Rysunek 4: Wykres poziomicowy funkcji f(z,y) = y°.

Rysunek [4] sugeruje, ze dowolnie blisko punktu (0, 0) znajdziemy dowolnie duze wartosci
funkcji g, a wigc bedzie ona nieciggta w tym punkcie. Te intuicje nietrudno uzasadnié¢ w
sposob Scisty. Istotnie, poziomica g odpowiadajaca wartoéci ¢ € R ma réwnanie y* = ¢,
co daje nam krzywa (z(y),y) = (11;1—;, y). Jest jasne, ze przy y — 0+ punkty tej krzywej
zbiegaja do punktu (0,0). Z kolei wartos¢ funkeji g na kazdej takiej krzywej jest stala i
wynosi ¢. Wykazaliémy zatem, ze g nie jest ciagta w (0,0), mimo iz jest ciaglta wzdluz
kazdej prostej przechodzacej przez ten punkt.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:



Zadanie 2.4. Korzystajac z oprogramowania CAS zbadaj ciaglosé funkeji
3

T — #2344 (x7y)7é(070)
flew {0 (e,9) = (0,0

w punkcie (0,0) i wzdtuz kazdej prostej przechodzacej przez (0, 0).

Zadanie 2.5. Rozwazmy funkcje f(x) = 7”151_;(05(96) Wykaz, ze granica tej funkcji w
punkcie x = 0 nie istnieje, mimo ze polecenie Limit [Sqrt[1 - Cos[x]]/Sin[x], x -> 0]

zwraca liczbe % Gdzie tkwi btad?

3 Macierze

Nowe umiejetnosci: Definiowanie i operacje na macierzach. Doprowadzanie macierzy
do postaci Jordana. Badanie dodatniej okreslonosci macierzy.

Skrypt: Twierdzenie 2.66.[MJ: link]

Nowe funkcje:

Mathematica Sage Opis
{{a1,b1},{a2,pb2}} matrix([[al,b1],[a2,b2]]) | tworzy macierz

Det [M] M.det () wyznacznik macierzy

Tr [M] M.trace() $lad macierzy

Inverse [M] M.I macierz odwrotna
Eigenvalues[M] M.eigenvalues() warto$ci wlasne macie-

Eigenvectors[M]
JordanDecomposition [M]

Minors[M, k]
MatrixRank [M]

=

.eigenvectors_left ()
M. j ordan_form(QQbar)ﬂ

=

.minors (k)
M.rank()

rZy
wektory wlasne macierzy
macierz w postaci klat-
kowej Jordana
macierz minoréw rzedu k
rzad macierzy

Jak wiadomo z wyktadu (Rozdzial 2.1 [MJ: podlinkowac|) rézniczke zupetlna odwzoro-
wania f : R" — R™ (bedaca z definicji przeksztalceniem liniowym) mozna wyreprezen-
towaé za pomoca jej macierzy Jacobiego (por. Rozdzial . W obliczeniach zwiazanych
z funkcjami wielu zmiennych nieodzowne sg zatem operacje na macierzach.

W Mathematica macierz dwuwymiarows, definiujemy jako wektor wierszy. Ponizej defi-
nicja przyktadowych dwodch macierzy i wektora.

4Parametr QQbar moéwi nad jakim ciatem/pierscieniem Sage ma szukaé postaci Jordana. Symbol
QQbar oznacza algebraiczne domkniecie ciata liczb wymiernych. Ze wzgledu na niestabilno$§é numeryczna
zastosowanych algorytmow pakiet Sage raczej odmowi obliczenia postaci Jordana macierzy w ciele liczb
zespolonych CC lub rzeczywistych RR zamiast podawaé¢ niedoktadny wynik.



M={{1,1,1},{1,2,3},{3,5,8}}
N = {{1,0,1},{0,1,1},{0,2,5}}
v = {1,0,0}

By wyswietli¢é macierz w bardziej naturalnej postaci mozemy postuzyé sie poleceniem
MatrixForm[M]. By odczytaé¢ wartosé z pozycji (i,j) piszemy M[[i,j]1], by wyluska¢
i-ty wiersz M[[i]], a by otrzymaé¢ j-ta kolumne M[[All,jl]. Z tatwoscia obliczamy
wyznacznik, §lad, iloczyn dwéch macierzy, iloczyn macierzy i wektora oraz macierz od-
wrotng za pomoca polecen

Det[M] ; Tr[M] ; M.N ; M.v ; Inversel[M]

Uwaga: W Mathematica istnieje tez operacja oznaczana gwiazdka, t.j. MxN, ktora wyko-
nuje mnozenie odpowiadajacych sobie elementow macierzy, t.j. (M * N); ; = M; j * N; ;.
Jak przy zwyklym mnozeniu gwiazdke mozna pominaé¢ i napisa¢ po prostu M N. W Sage
notacja M*N oznacza standardowe mnozenie macierzy.

Rownie tatwo dowiadujemy sie, ze wartosci wlasne macierzy N, to 1, 3+1/6 oraz 3 — /6,
znajdujemy jej wektory wlasne oraz odnajdujemy jej postaé¢ Jordana wraz z macierza
zmiany bazy

Eigenvalues[N]
Eigenvectors[N]
JordanDecomposition [N]
Map [MatrixForm, %]

W ostatnim wierszu postuzyliSmy sie funkcja Map, ktéra aplikuje operacje MatrixForm
do kazdego elementu wektora % zwrdconego przez ostatnie wykonane polecenie.

Dalej, za pomoca wbudowanej operacji Minors, zdefiniujemy funkcje, ktéra oblicza ma-
cierz dotaczona

adj[m_] := Map[Reverse, Minors[Transpose[m], Length[m] - 1], {0, 1}] =
Table[(-1)~(i + j), {i, Length[ml}, {j, Length[m]}]

Norme Frobeniusa macierzy mozna obliczy¢ na kilka sposobéw

Sqgrt[m . ConjugateTranspose[m]]
Norm[Flatten[m]]
Norm[m, "Frobenius"]

Zadanie 3.1. Zbadaj czy macierz
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jest dodatnio okreglona.



Rozwigzanie:

Skorzystamy z kryterium Sylwestera (Twierdzenie 2.66[MJ: link]). W tym celu obliczymy
wyznaczniki podmacierzy A ztozonych z pierwszych j kolumn i pierwszych j wierszy dla
Jj €{1,2,3,4}. Postuzymy sie funkcja Take [lista, j], ktora wybiera z listy j pierwszych
elementow.

A = {{1’2’3’4},{275’6’7}}{3’6’8,9}’{4,7,9,10}}
Table[Det [Take [Transpose[Take[A,j1],3j]1]1,{j,1,4}]

W wyniku otrzymalismy wektor (1,1, —1, —2), wiec, na mocy kryterium Sylwestera, ma-
cierz A nie jest dodatnio okreslona.

Powyzsze zadanie mozemy tez rozwiazaé obliczajac wartosci wlasne macierzy A. Wyko-
nujac polecenie

N[Eigenvalues[A]]

dowiadujemy sie, ze jedna z wartosci wtasnych ma w przyblizeniu warto$é¢ —0.8. To po-
dejscie pozwala nam znalezé przyktadowy wektor v, dla ktorego v7 Av < 0. Wykonujemy

N[Eigenvectors[A]]

Wektor v odpowiadajacy ujemnej wartosci wtasnej powinien spetia¢ v Av < 0. W isto-
cie, wpisujemy

v = {-1.222, -0.5366, -0.24, 1}
v.(A.v)

i dowiadujemy sie, ze dla tego wektora v Av ~ —2.28.

Uwaga: W Mathematica wektor to uporzadkowany zbioér liczb, wiec nie ma sensu ope-
racja Transpose[v], gdyz wektory nie wiedza czy sa ustawione poziomo, czy pionowo.
W powyzszym przykladzie wyrazenie v. (A.v) korzysta z operatora kropki . w dwdch
roznych znaczeniach: raz jako mnozenie macierzy przez wektor, a drugi raz jako ilo-
czyn skalarny. Formalnie rzecz biorac, piszac v’ Av domy$lnie utozsamiamy wektor v z
odpowiadajacg mu macierzg o jednej kolumnie i czterech wierszach, a wynik, ktory for-
malnie jest macierza o wymiarach 1 x 1, utozsamiamy z liczba rzeczywista. Mathematica
nie wie o takich utozsamieniach, wiec chcac zdefiniowaé¢ macierz odpowiadajacg wekto-
rowi (a,b,c)” musimy napisa¢ {{a,b,c}}, a zeby zdefiniowa¢ macierz (a,b,c) piszemy

{{a},{b},{c}}.

Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 3.2. Napisz funkcje obliczajaca norme operatorowa macierzy.

Zadanie 3.3. Zdefiniuj w Mathematica macierze A = (a b c) oraz B = (d e f)T i
wykonaj operacje A.B, B.A oraz A*B.
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Zadanie 3.4. Zbadaj czy ponizsze macierze s§ dodatnio okreslone

174 51 32 32 1 -1 -1 1
51 30 -4 15 1 2 -3 4
A=1 3 4 36 _o oraz. B=| 1 3 5 §
32 15 -26 54 1 4 6 8

Zadanie 3.5. Znajdz postaci kanoniczne form kwadratowych odpowiadajacych powyz-
szym macierzom, tzn. znajdz przedstawienie kazdej z macierzy A i B w postaci ETDE,
gdzie D jest macierza diagonalna.

4 Pochodna funkcji wielu zmiennych i jej zastosowania

4.1 Robzniczkowanie funkcji wielu zmiennych

Nowe umiejetnosci: Obliczanie pochodnych czastkowych, macierzy Jacobiego, hesjanu
i pochodnej kierunkowej funkcji wielu zmiennych.

Skrypt: Rozdzialy 2.1-2.3.[MJ: podlinkowac|

Nowe funkcje:

Mathematica Sage Komentarz

D, Derivative diff, derivative pochodna czastkowa

VectorPlot plot_vector_field wykres pola wektoro-
wego

W programie Mathematica pochodng czastkowa obliczamy za pomoca polecenia D [ funkcja,
zmiennal, gdzie zmienna oznacza zmienna (lub sekwencje zmiennych) po ktorej roznicz-
kujemy. Na przyktad

glx_, y_1 = x"2 + y°3 + x y~2;
Dlglx,y],x]

zwroci nam wynik 2z + y? (czyli pochodng czastkows % funkcji g(z,y) = 2% + 3> +
22y?), za$ po wpisaniu polecenia D[g[x,y],y] otrzymamy 3y? + 2zy. Pochodne wyz-
szych rzedéw obliczamy dodajac po przecinku kolejne zmienne, na przykilad komenda
D[glx,y],x,y] zwrdci nam wartosé %gy = 2y. Zamiast D[glx,y],x,x] mozemy tez
uzy¢ konstrukeji D[g[x,y],{x,2}]. Czasem wygodnie jest tez uzy¢ alternatywnej nota-

cji
Derivativel[a,b] [g] [x,y]

gdzie a oznacza ilo$¢ rozniczkowan po pierwszej, zas b po drugiej zmiennej. W poprzednie;j
notacji ten sam efekt databy komenda D[g[x, y], {x, a}, {y, b}].
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Jak wiadomo z wykladu (Uwaga 2.13 [MJ: podlinkowac]) rézniczke zupelna odwzoro-
wania f = (f1,...,fm) : @ — R™ okreslonego na otwartym podzbiorze Q@ C R"
(ktora z definicji jest przeksztatceniem liniowym, a nie macierza!) mozna przedstawié
w standardowych bazach R™ i R™ za pomoca macierzy jej pochodnych czastkowych
(gﬁ)izl,m’n;j:h“’m (macierzy Jacobiego). Mathematica pozwala w prosty sposob obli-
cza¢ macierz Jacobiego za pomoca znanej juz nam komendy D. W tym celu wystarczy
zamiast zmiennej, po ktorej réozniczkujemy podstawié¢ liste takich zmiennych. Przykla-
dowo, niech przeksztatcenie f : R? — R? bedzie dane wzorem f(x,y) = (z+y, ry, sin(z)).
By obliczy¢ macierz Jacobiego odwzorowania f wystarczy wpisaé

D[{x+y, x y, Sin[x]}, {{x,y}}];
MatrixForm[%]

W szczegblnym przypadku funkcji o wartosciach rzeczywistych mozemy w ten sposéb
obliczy¢ jej gradient. Na przyktad dla funkcji g(x,y) = 2% + y® + 22y? rozwazanej
wczesniej, jej gradient to

Dlglx, yl, {{x, y}}]

MatrixForm[%]

co daje grad g(z,y) = (2z + y?, 2zy+ 3y?).
Bardzo podobne polecenie pozwala obliczyé hesjan funkcji g, czyli macierz jej drugich
pochodnych czastkowych. W tym celu wystarczy uzyé komendy

Dlglx, yl, {{x, y}, 2}]

MatrixForm[%]

Zadanie 4.1. Jako przyklad policzmy gradient funkcji f : R? — R danej wzorem
flz,y) = (2% + y)e‘2$2_y2 rozwazanej wezesniej w Rozdziale [2| i sprobujmy zaznaczyé
pole gradientowe funkcji f (pole wektoréw bedacych gradientami funkeji f w réznych
punktach ptaszczyzny R?) na jej wykresie poziomicowym. Przypomnijmy, ze z wyktadu
(Twierdzenie 2.34 [MJ: podlinkowac|) spodziewamy sie, ze pole gradientowe bedzie pro-
stopadte do poziomic f.

Rozwigzanie:

Umiemy juz obliczaé¢ gradient funkcji i rysowaé jej wykres poziomicowy. Aby naryso-
waé wykres pola wektorowego uzywamy komendy VectorPlot [pole, zakres]. Sekwencja
komendP?]

flx_, y_] := (x°3 + y) Exp[-2 x~2 - y~2];
poziomice = ContourPlot[f[x, yl, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
ContourStyle -> {Thickl}];

®Do zdefiniowania gradientu (jako funkcji zmiennych x i y) uzyliémy tutaj polecenia Derivative
zamiast D. Roznica jest taka, ze wyrazenie D[f [x,y],x] Mathematica traktuje jako warto$¢ pochod-
nej w punkcie (z,y), za$ Derivative[1,0] [£f] [x,y] to pochodna rozumiana jako funkcja zmiennych
(z,y) (Czytelnik zechce policzy¢ wyrazenie Derivative[1,0] [£]). W zwiazku z tym definicja grad[x_,
y_]:=D[f[x,y],{{x,y}}] nie zostanie potraktowana jak pole wektorowe, ale jak liczba.
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grad[x_, y_] := {Derivativel[l, 0] [f][x, y], Derivative[O, 1][f][x, yl};
pole = VectorPlot[grad[x, yl, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},

VectorStyle -> {Black, Thick}];

Show [poziomice, polel

generuje Rysunek |5} zgodny z teza Twierdzenia 2.34. [MJ: podlinkowac]

27\

Rysunek 5: Pole gradientowe funkcji f(z,y) = (2 4 y) exp(—222 — ¢?).

Uzyjmy teraz naszych umiejetnosci do obliczenia pochodnej kierunkowej.

Zadanie 4.2. Oblicz pochodna kierunkows funkcji g(x,y) = 2% + zy? + y® w kierunku
wektora (1,2).

Rozwigzanie:

Z Definicji 2.5 [M.J: podlinkowac| Dy, f(a) — pochodna kierunkowa funkcji f : R — R w
kierunku wektora v € R” w punkcie @ € R" — to zwykla pochodna funkcji f rozwazanej
wzdluz prostej t — a +t - v w punkcie t = 0. Wobec tego sekwencja komend

glx_, y_] :=x"2 + x y°2 + y~3;
gllx_, y_, t_]1 :=glx + t, y + 2 t];
Derivative[0, 0, 1][gl][x, y, O]

zwroci nam w wyniku zadang pochodna kierunkowa, czyli 2z + 4xy + 7y
Alternatywnym sposobem rozwiazania powyzszego zadania jest uzycie rézniczki zupetne;j.
Jak wynika z Wniosku 2.11 [MJ: podlinkowa¢| pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku
v w punkcie a to warto$¢ rozniczki zupelnej Df(a) na wektorze v, tzn. D, f(a) =
Df(a)-v. Wobec tego wystarczy wykonaé¢ polecenia

Dlglx, yl, {{x, y}}1;
%.{1,2};
Factor[¥%]
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Zadanie 4.3. Rozwazmy funkcje fi(z,y,2) = (22 + 9> + 2%)¥, zalesng od parametru
k € R i okreslona na zbiorze R3\ {(0,0,0)}. Rozstrzygnij dla jakich wartosci parametru
k laplasjan funkcji Fj znika w calej dziedzinie.

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, ze na wyktadzie (Definicja 7.37 [MJ: podlinkowac|) zdefiniowaliémy La-
plasjan jako dywergencje gradientu. We wspotrzednych euklidesowych w R? wielkogé ta
wyraza sie jako suma pochodnych czastkowych drugiego rzedu po wszystkich zmiennych

o f 0*f 0*f

k k k
Afk(mayv ) O 2( )+ 62(x7y> )+ 82(x7y7z)‘

Uzywajac programu Mathematica mozemy sobie tatwo oszczedzi¢ wielu zmudnych ra-
chunkéw przy obliczaniu powyzszego wyrazenia

fklx_, y_, z_] := (x72 + y~2 + z~2)7k;

Derivative[2, 0, 0] [fk] [x, y, z] + Derivative[O0, 2, 0] [fk][x, y, z] +
Derivative[0, 0, 2][fk][x, y, z];

Simplify [%]

Wynikiem jest 2k (14 2k) (22 4% 4 22)*~1). Jak widac to wyrazenie znika tozsamosciowo
w dziedzinie funkcji Fy, wtedy i tylko wtedy, gdy Qk(l + 2k) = 0, daje to nam doktadnie
dwa rozwigzania: fo =1 oraz f_ (z Y, 2) = \/W
Uwaga. Roéwnanie Af = 0 gdzw f U — R jest funkcjg gtadka okreslona na zbiorze
otwartym U C R”" nazywamy rdwnaniem Laplace’a. W fizyce opisuje ono, miedzy in-
nymi, potencjal elektrostatyczny w obszarze U, w ktorym nie ma tadunku elektrycznego.
Otrzymane przez nas rozwigzanie F_1 odpowiada potencjatowi tadunku punktowego
umieszczonego w punkcie (0,0, 0). Rozwiazania rownania Laplace’a to tak zwane funkcje
harmoniczne. Maja one bardzo wiele ciekawych wtasnosci, miedzy innymi tak zwana
wtasnosé wartosci Sredniej: Srednia warto$ci funkcji harmonicznej f w dowolnej kuli
B(x,r) C U jest rowna wartosci f w srodku tej kuli, czyli f(x).

Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 4.4 (Helikoida). Korzystajac z oprogramowania typu CAS sprawdz, ze funkcja
f(z,y) = aarctg(¥) okreslona na zbiorze (z,y) € Ry x R spetnia, dla dowolnej wartosci
parametru a € R, réwnanie

o\ PF of of 0% oY\ &f
(”(%))fﬂy ~ %0y aay+<1+<ay>>6x2_0'

Narysuj wykres funkcji f.

Uwaga. Powyzsze rownanie opisuje (lokalnie) tak zwane powierzchnie minimalne, to jest
powierzchnie jakie tworzy baika mydlana rozpieta na drucianej ramce w tréjwymiarowej
przestrzeni. Wykres rozwazanej funkcji f nazywamy helikoidg. Jest to historycznie
trzecia znana powierzchnia minimalna.
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Zadanie 4.5. Oblicz pochodng kierunkows funkeji f(x,y) = +/ 22 + y3 w kierunku wek-
tora (—1,2) w punkcie (3,1).

Zadanie 4.6. Sprawdz, ze funkcja f : R? — R okreslona wzorem

f(z,y) = € [cos(y)(z® — y*) — 2sin(y)zy]

jest harmoniczna, tzn. spelnia réwnanie Af = PLLPT kazdym punkcie swojej

) ; Ox2 oy?
dziedziny.

Zadanie 4.7. Dla funkcji f z poprzedniego zadania oblicz numeryczne przyblizenie wy-
razenia 7! f]B(p 3 f(z)dz dla p = (1,1). Porownaj wynik z wartoscia f(p).

4.2 Dyfeomorfizmy

Nowe umiejetnosci: badanie dyfeomorfizmoéw zbioréw otwartych w R”.
Skrypt: Rozdziaty 3.2 i 3.4.[MJ: podlinkowac]

Nowe funkcje:

Mathematica Sage Komentarz
Composition Brak ztozenie funkcji
Solve[f [x]==0,x] solve(f(x),x) rozwigzywanie rownan

Przypomnijmy (Definicja 3.19 [MJ: podlinkowac|), ze dyfeomorfizm f : Q@ — U mie-
dzy zbiorami otwartymi Q,U C R™ to rézniczkowalny homeomorfizm tych zbioréw, dla
ktorego przeksztalcenie odwrotne f=1 tez jest rozniczkowalne. 7 praktycznego punku
widzenia sprawdzenie czy dane przeksztalcenie jest dyfeomorfizmem jest dos¢ proste: na
mocy Twierdzenia 3.9 [MJ: link] (o funkcji odwrotnej) dana funkcja f : Q@ C R™ — R”
jest dyfeomorfizmem na swéj obraz gdy jest réznowartosciowa i jej rozniczka zupetna
Df jest odwracalna w kazdym punkcie dziedziny. To z kolei mozna w prosty sposob
sprawdzi¢ liczac wyznacznik odpowiedniej macierzy Jacobiego (jakobian).

Przykladowo, rozwazmy przeksztalcenie G(z,y) = (z+£(2? —1) sin(ry), y). Sprawdzimy
ze jest to dyfeomorfizm kwadratu jednostkowego (0,1)? w siebie

Glx_, y_] := {x + (x72 - 1)/5 Sin[Pi y], y}
DIG[x, yl, {{x, y}}1;
Det [%]

Z powyzszych rachunkéw wynika, ze Jakobian przeksztatcenia G wynosi 1 + %x sin(7y).
W rozwazanej dziedzinie x i sinus sa co do wartosci bezwzglednej mniejsze niz 1, a zatem
obliczony wyznacznik jest zawsze rézny od zera. Sprawdzenie, ze odwzorowanie G jest

6Zauwazmy, ze G jest identycznoscia na brzegu kwadratu (0,1)2.
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roznowarto$ciowe nie powinno nastreczaé¢ specjalnych trudnosci. Pomijajac proste ra-
chunki tatwo si¢ przekonaé, ze rownanie G(z,y) = G(2/,y’) prowadzi do rownosci y = ¢/
oraz (z — 2/)[1 + £(z + /) sin(my)] = 0. Z tej ostatniej wynika, ze albo = 2’ albo
r+x = Sn(ry)” W tym ostatnim przypadku |z + 2’| > 5, co prowadzi do sprzecznosci,
bowiem w rozwazane]j dziedzinie |z + 2’| < 2.

Dosé wygodnym narzedziem do wizualizacji dyfeomorfizméw okreslonych na podzbiorach
plaszczyzny R? jest znane juz nam polecenie ContourPlot. Przy jego pomocy mozemy
zobaczy¢ w jaki sposob rozwazany dyfeomorfizm deformuje standardowe linie siatki kar-
tezjanskiej w R2. Przyktadowo odwzorowanie

1 ) 1 .
F(z,y) = (37 + g(gc2 — 1)sin(my), y + E(y2 - 1) sm(wx))
bedace modyfikacjg rozwazanego poprzedniego przeksztatcenia G zobaczymy wpisujac

Flx_, y_1 = {x + (x*2 - 1)/5 Sin[Pi y], y + (y°2 - 1)/10 Sin[Pi x]};
ContourPlot[F[x, yl, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, ContourStyle -> {Thick}]

W wyniku otrzymamy Rysunke [6]
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Rysunek 6: Dyfeomorfizm kwadratu jednostkowego w siebie.

Zadanie 4.8. Skonstruuj dyfeomorfizm kwadratu K = {(z,y) | —1 < z,y < 1} na
plaszczyzne R2.

Rozwigzanie:

Bez trudu umiemy skonstruowaé¢ dyfeomorfizm odcinka (—1,1) na R. Na przyktad
f(z) = tg(z3), albo f(x) = m sg takimi dyfeomorfizmami. Naturalnym po-
mystem jest teraz zbudowaé dyfeomorfizm F : K — R? w postaci F(z,y) = (f(x), f(y)).
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Sprawdzenie, ze tak okreslone przeksztalcenie jest szukanym dyfeomorfizmem jest bar-
dzo proste. Wykazanie, ze F' jest bijekcja K na R? pozostawiamy Czytelnikowi. Aby
zakonczy¢ dowdd wystarczy teraz policzyé wyznacznik odpowiedniej macierzy Jacobiego

flx_] :=x/(1 - x°2);
Flx_,y_1:={f[x],f[yl};
D[F[x, yl, {{x, y}}1;
Simplify[Det [%]]

i zaobserwowad, ze jest on niezerowy w kwadracie K.

Zadanie 4.9. Skonstruuj dyfeomorfizm kwadratu {(z,y) | — 1 < 2,y < 1} na koto
C={(z,y) | 2* +y* <1}.

Rozwigzanie:

Znacznie prosciej jest zbudowaé dyfeomorfizm plaszczyzny i kota. Na przyktad G(z,y) =
1 . . ; . . . _

(z,9) ey jest takim dyfeomorfizmem (sprawdzenie tego faktu pozostawiamy Czy

telnikowi). Uzywajac konstrukeji odwzorowania F' z poprzedniego zadania, i podstawowej
wtasnosci ze ztozenie dyfeomorfizmow jest dyfeomorfizmem, mozemy teraz skonstruowaé
dyfeomorfizm G o F' : K — C bedacy zlozeniem F' i G. Odpowiedni wzér znajdziemy
tatwo przy uzyciu programu Mathematica:

GM{x_, y_}] = {x, y} 1 (1 + Sart[x~2 + y~2]);
Composition[G, F][x, y]

Przeksztalcenie biegunowe. Rozwazmy teraz pewien specjalny dyfeomorfizm zbioru
Ry x (—m, 7) na obszar R?\{(x,0) | z < 0} nazywany przeksztatceniem biegunowym (albo
polarnym). Typowo wspolrzedne w dziedzinie oznaczamy symbolami r i ¢, wspotrzedne
w obrazie x, y za$ przeksztalcenie biegunowe zadane jest przez réwnosci

x = rcos(p)

y = rsin(¢) .

Wielkosé¢ r ma interpretacje odlegtosci punktu (x, y) od poczatku uktadu wspotrzednych,
za$ ¢ to kat pomiedzy osia OX a poélprosta o poczatku w (0, 0) przechodzaca przez (z,y),
tak jak to przedstawiono na Rysunku [7]

Nietrudno wykazaé, ze odwzorowanie odwrotne od przeksztalcenia biegunowego zadaja
rownosci

r=ax?+y?

arctg ¥ dlaxz >0
¢=<sgn(y) -5 dlaz =0
sgn(y) - m+arctg £ dlax <0
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Rysunek 7: Przeksztalcenie biegunowe.

Sprawdzenie, ze przeksztalcenie biegunowe istotnie jest dyfeomorfizmem pozostawiamy
jako ¢éwiczenie.

Przydatnos$é wspotrzednych biegunowych wynika z faktu, ze przy ich pomocy tatwo kon-
trolowaé odleglosé rozwazanego punktu od poczatku uktadu wspotrzednych. Przykta-

dowo funkcja f(z,y) = zQi%yQ zapisana we wspolrzednych biegunowych to F(r,¢) =
% co tatwo uzasadni¢ prostym rachunkiem:

flx_, y.1 :=xy/(x"2 + 2 y°2);

x = r Cos[Phi] ;

y = r Sin[Phil;

Simplify[f[x,y]]

W tym miejscu warto doda¢ uwage terminologiczna: moéwimy o funkcji f we wspdt-
rzednych biegunowych, ale tak naprawde mamy na mysli funkcje ztozong FF = ® o f :
Ry x (—m,7) — R, gdzie ® : Ry x (—m,7) — R?\ {(z,0) | z < 0} jest przeksztalce-
niem biegunowym. Takie ztozenie to formalne nadanie sensu operacji zamiany zmiennych
znanej na przyktad z pierwszego kursu analizy i powszechnie wykorzystywanej przy cal-
kowaniu. W jezyku Definicji 7.29 [MJ: podlinkowa¢| funkcja ztozona F(r, ¢) = f(®(r, ¢))
to przeciggniecie funkcji (0-formy rozniczkowej) f za pomoca odwzorowania ®. Wygod-
nie jest tez mysle¢ o tej operacji jak o ,przeniesieniu” funkcji f okreslonej na przestrzeni
R? do przestrzeni wspotrzednych biegunowych R, x (—m, 7).

Zadanie 4.10. Zbadaj granice funkcji f(z,y) = % w punkcie (0,0).

Rozwigzanie: .

Jak juz wiemy funkcja f wyrazona we wspolrzednych biegunowych to F(r, ¢) = %
widzimy, ze wyrazenie to nie zalezy od r i wobec tego nie ma niezaleznej od kata ¢
granicy przy r — 04 (co odpowiada oczywiscie (z,y) — 0). Widzimy zatem, ze granica
rozwazanej funkcji w punkcie (0, 0) nie istnieje. Niemniej tatwo sie przekonaé, ze istnieje
granica w (0,0) wzdluz kazdej prostej przechodzacej przez ten punkt. Istotnie wybor
takiej prostej to nic innego jak ustalenie kata ¢, a wiec takze, jak wynika ze wzoru na
F(r,¢), wartosci funkcji F'.
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Zadanie 4.11. Zbadaj granice funkcji h(z,y) = (22 + y2)12y2 w punkcie (0,0).

Rozwiazanie:

Postepujac podobnie jak w poprzednim przypadku otrzymamy wyrazenie H(r,¢) =
(7“2)r4 sin®(¢) cos™ (¢) opisujace funkcje h we wspotrzednych biegunowych. Intuicyjnie, wo-
bec ograniczonosci sinusa i kosinusa, rozpatrywane wyrazenie powinno zachowywaé sie
jak (TQ)T%, gdzie ¢ jest pewna staly. Granica tego ostatniego wyrazenia przy r — 04 to
oczywiscie 1. Aby uscidli¢ nasza intuicje zauwazmy, ze 0 < sin?(¢) cos?(¢) < 1, skad dla
r < 1 (pamietajmy ze rozpatrujemy granice przy r — 04) daje nam nieréwnosé

(7‘2)0 > (T2)r4sin2(¢) cos?(¢) > (,,,,2)T4 )

Zbieznosé do 1 przy r — 04 wynika teraz tatwo z twierdzenia o trzech funkcjach.

Indukowany iloczyn skalarny. Dyfeomorfizmy, czy ogdlnej przeksztalcenia réznicz-
kowalne, pozwalaja ,przenosi¢” obiekty matematyczne pomiedzy rozmaitosciami (badz
pomiedzy réoznymi punktami jednej rozmaitosci). Najprostsza tego typu sytuacja byto
omawiane przez nas wczesniej przedstawienie funkcji we wspolrzednych biegunowych.
Pokazemy teraz bardziej ztozone przyktady takich operacji, rowniez postugujac sie prze-
ksztalceniem biegunowym ® : Ry x (—m, ) — R2.

Przypomnijmy, ze przestrzen euklidesowa R? wyposazona jest w kanoniczny iloczyn ska-
larny (-,-), w ktorym kanoniczna baza wektorow {e;,e,} jest ortonormalna. Dla ce-
l6w naszych rozwazan, zeby podkresli¢ ze pracujemy w kartezjanskich wspolrzednych
(r,y) € R? bedziemy oznaczaé¢ ten iloczyn skalarny przez (-, -)(%y)ﬂ Przeksztalcenie
® pozwala w naturalny sposob zdefiniowa¢ nowy iloczyn skalarny (-, ), 4) (tak zwany
indukowany iloczyn skalarny) okreslony na przestrzeni stycznej do zbioru Ry x (—m, )
w punkcie (r, ¢) wzorem

<Uv 117> (r,) — <D(I)(17)7 D(I)(U_j»(m,y) ) gdzie (‘T’ y) = (I)(Tv ¢)

Innymi stowy aby obliczy¢ iloczyn skalarny (-, ->(r7¢) wektorow ¢ 1 (nalezacych do prze-
strzeni stycznej do zbioru Ry x (—m,m) w punkcie (r,¢)) przeksztalcamy te wektory
pochodng D® (do przestrzeni stycznej do zbioru R? w punkcie (x,y) = ®(r,¢)) i li-
czymy kanoniczny iloczyn skalarny (-, -)(y,) obrazow. Policzmy teraz jak wyglada tak
zdefiniowany iloczyn skalarny w bazie {e,,e4}.

x = r Cos[Phi]; y = r Sin[Phil;
DPhi = D[{x, y}, {{r, Phi}}];

V = DPhi.{a, b}; W = DPhi.{c, d};
VI[11] w111 + v[[2]] w[[21];
Simplify [%]

"Tak naprawde, iloczyn (-,-) okreslony jest na przestrzeni stycznej do zbioru R? (por. Definicja
2.31 [MJ: podlinkowa¢]) w dowolnym punkcie (z,y) € R®. Wprowadzona notacja (-, -)(s,,) podkresla te
(niewidoczna na pierwszy rzut oka) zaleznosé iloczynu skalarnego od punktu w R?, w ktorym zaczepiona
jest przestrzen styczna.
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W powyzszych rozwazaniach policzyliSmy obrazy wektorow o' = ae, +beg i W = ce, +deg
przy pochodnej D®, a nastepnie ich standardowy iloczyn skalarny w R%. Wynikiem
jest ab + r?ed, co oznacza, ze w bazie {e,, ey} iloczyn (., ) (r,0) zadany jest macierza sy-

metryczna <(1) 72) Jak wida¢ baza {e,,eqs} nie jest bazg ortonormalng (chociaz jest

ortogonalna). Warto tez zauwazy¢, ze formuta na iloczyn (-, -) (. 4) zmienia si¢ od punktu
do punktu (zalezy od r), co nie mialo miejsca w przypadku standardowego iloczynu na
R2. Zbiér (rozmaitosé rézniczkows) wyposazona w iloczyn skalarny okreslony w kazdym
punkcie nazywa sie rozmaitoscig riemannowskg. Obiekty tego typu pelnia wazna role w
wielu dziatach matematyki i fizyki. Na przyktad w einsteinowskiej ogdlnej teorii wzgled-
nosct przyjmuje sie, ze czasoprzestrzen jest czterowymiarowa rozmaitoscia wyposazong w
tego typu iloczyn skalarnyﬁ (tzw. tensor metryczny). Iloczyn ten opisuje oddzialywania
grawitacyjne.

Sprébujmy lepiej zrozumieé¢ geometryczng naturg iloczynu (-, ). 4)- Na Rysunku |8 po-

Rysunek 8: Iloczyn skalarny przeniesiony ze wspoélrzednych biegunowych do kartezjainskich.

kazano jak pochodna D® przeksztalca wektory e, i ey zaczepione w réznych punktach
(r,¢) przestrzeni Ry x (—m,m). Widzimy, ze podczas gdy dlugosé obrazu wektora e,
jest stala, to dlugos¢ obrazu wektora ey jest proporcjonalna do wspoétrzednej r. Mozna
to tatwo zrozumieé: odcinek {r} x (—m, ) o dlugosci 27 przeksztalcany jest przez ® na
okrag O(0,7) o obwodzie 27rr. Widzimy zatem, ze przeksztalcenie biegunowe ® wydtuza
r-krotnie kierunek zmiennej ¢. Z definicji w indukowanym iloczynie skalarnym diugosé
wektora eg musi by¢ taka sama jak dtugosé jego obrazu D®(ey), a zatem musi wynosic
r.

Obliczanie gradientu we wspoélrzednych biegunowych. Jak wiadomo gradient
funkcji f : R? — R w punkcie o wspotrzednych (z, y) to wektor grad f(x,y) = %(m, y)ex+
g—i(x, y)ey. Naszym zadaniem bedzie zobaczy¢ jak ten wektor wyraza si¢ we wspotrzed-
nych biegunowych. Rozumiemy przez to problem znalezienia takiego wektora V(r, ¢) =

8Doktadniej méwigc, czasoprzestrzen nie jest rozmaitoscig riemannowska, gdyz jej tensor metryczny
nie jest dodatnio okreslony — w kazdym punkcie wektory styczne z podprzestrzeni rozpietej przez czas
maja ujemna dlugo$é. Niemniej, tréjwymiarowe przekroje czasoprzestrzeni odpowiadajace ustalonej
chwili czasu sg rozmaitosciami riemannowskimi.
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a(r, ¢)e, + b(r, p)ey stycznego do przestrzeni Ry x (—m,7) w punkcie o wspohrzednych
(r,¢), aby jego obraz przy pochodnej D® byl réwny grad f(z,y) w punkcie (z,y) =
®(r,¢). Co wiegcej cheemy wyrazié¢ szukane wspotezynniki a(r, ¢) i b(r, ¢) w terminach
pochodnych funkeji F' = fo® (czyli funkeji f zapisanej we wspotrzednych biegunowych),
tzn.

(1) (grady ) [)(@(r,0)) = D (grady, ) /(27 6)))

Pokazemy jak rozwiazaé¢ to zadanie na dwa sposoby, raz zaprzegajac do pracy brutalng
site obliczeniowa, a raz korzystajac z konstrukcji indukowanego iloczynu skalarnego roz-
wazanego wczesniej.

Rozwigzanie:

Na poczatek sprobujmy znalezé takie wektory v = aeg + be, i W = ce, + deg, aby
D® (V) = e, oraz DO (W) = e,. Wowczas bedziemy mogli zapisa¢ szukany wektor V (7, ¢)

— —

jako %v + g—iw. W tym celu wystarczy rozwiaza¢ rownania:

x = r Cos[Phil; y = r Sin[Phi];

DPhi = D[{x, y}, {{r, Phi}}];
Solve[DPhi.{a, b} == {1, 0}, {a, b}];
Simplify[%];

V=aEr +DbEphi /. %
Solve[DPhi.{c, d} == {0, 1}, {c, d}];
Simplify[%];

W=cEr+dEphi /. %

Warto zauwazy¢, ze uzyliSmy powyzej komendy wyrazenie/ . podstawienie, ktéra pozwala
ewaluowaé wartos¢ wyrazenia na zadanych warto$ciach parametréw. Pozostaje nam teraz

zamieni¢ pochodne czastkowe funkcji f po x i y na pochodne czastkowe F'=® o f po r

i ¢. W tym celu wykorzystamy formute na pochodna ztozenia: %—f = %% + %% oraz

?‘Ti = %% + %%7 co w notacji macierzowej mozna zapisaé¢ jako

(5 )= (% &)pe.
Pozostaje tylko wykonaé¢ niezbedne obliczenia
Df = D[f[r, phil, {{r, phi}}].Inverse[DPhi]
Skad juz tatwo policzymy gradient we wspotrzednych (r, ¢):
Df[[1]] V + Df[[2]1] W;

Simplify [%]
co dajeﬁ
oF 1 0F
(2) V(r,¢) = grad(g) F' = 5 ~er + 295
9Czesto wzor zapisywany jest jako grad f(r,¢) = %ér + %g—gédj, gdzie é, = e, i €4 = %64) to

wektory ortonormalne (wersory) w indukowanym iloczynie skalarnym.
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Jak widzimy, gradient we wspotrzednych nie-euklidesowych (7, ¢) nie wyraza si¢ wzorem

oOF oF
WBT + %€¢.

Rozwiazanie (spos6b 2):

Nasze zadanie mozemy tez rozwiazaé¢ znacznie szybsza, metoda, wykorzystujac policzony
przez nas wezesniej indukowany iloczyn skalarny. Przypomnijmy (por. Definicja 2.22
[MJ: podlinkowac|), ze gradient mozemy scharakteryzowaé¢ rownaniem

<grad f(xv y)7 H) (z,y) — Df(:c,y) (]_7:) )

gdzie h jest dowolnym wektorem z przestrzeni stycznej do zbioru R? w punkcie (x,y).
Wstawiajac teraz do powyzszej rownosci grad f(z,y) = D®(V (r,¢)) i h = DO (W), gdzie
(z,y) = ®(r, ¢) i korzystajac z definicji indukowanego iloczynu skalarnego (-, -) . 4) otrzy-
mamy:

(V(r,8), ) .p) = (DP(V(r,0)), DO(D))a(r,6) = D fa(r,6)(DP () (W) = D(fo®)(r4) (W) .

Podsumowujac otrzymaliémy nastepujaca charakteryzacje gradientu we wspotrzednych
biegunowych w terminach indukowanego iloczynu skalarnego i pochodnej funkcji F' =
dof H

(V(r,0), @)(r,9) = DFirg) (@) -
Kladac V = ae, + bey oraz W = ce, + deg i pamietajac formule na indukowany iloczyn
skalarny obliczona wczesniej tatwo otrzymamy, ze V(r, ¢) = %—fer + T%g—f;e(p, zgodnie z
poprzednimi wyliczeniami.

Przeksztalcenie sferyczne. Konstrukcjg podobna do konstrukeji wspotrzednych bie-
gunowych sa tak zwane wspdtrzedne sferyczne. Opisujg one punkt w trojwymiarowe;j
przestrzeni R? za pomoca jego odleglosci od poczatku uktadu wspotrzednych i dwoch
charakterystycznych katow. Mowiac $cislej przeksztatcenie sferyczne to dyfeomorfizm
zbioru Ry x (—m,7) X (=%,%) 2 (r,¢,0) na R*\ {(,0,2) | 2 < 0} > (z,y,2) zadany
przez réwnania

x = rcos(¢) cos(0)
y = rsin(¢) cos(0)
z =rsin(f) .

Interpretacje geometryczna powyzszych wzoréw przedstawia Rysunek [0}
Podobnie jak poprzednio, wspotrzednych sferycznych wygodnie jest uzywaé do badania
funkcji okreglonych na podzbiorach w R3.

W pewnych przypadkach przy zamianie zmiennych nalezy zachowaé ostroznosé. Wy-
nika to z faktu, ze nie wszystkie wtasnosci funkcji prawdziwe w jednych wspéhrzednych

OPonizsza formula pozwala zdefiniowaé gradient na dowolnej rozmaitosci rézniczkowej wyposazonej
w iloczyn skalarny (rozmaitosci riemannowskiej).
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Rysunek 9: Wspoélrzedne sferyczne.

beda prawdziwe w innych. Nie bedzie problemu na przyklad w przypadku szukania
punktu krytycznego (wynika to z faktu, ze pochodna ztozenia to ztozenie pochodnych,
a obraz zera przy przeksztalceniu liniowym to zawsze zero!), ale generalnie dla bardziej
skomplikowanych wlasnosci przy przejsciu do innego uktadu wspoétrzednych potrzebna
jest znajomo$é odpowiednich regut tmnsformacyjnychﬂ Przyktadowo, w poprzednim
. - . . .. o 1 . .
podrozdziale pokazalidémy, ze laplasjan funkcji f_ 1 (x,y,2) = T znika tozsa
mosciowo w obszarze R3\ {(0,0,0)}. Ta funkcja wyrazona we wspotrzednych sferycznych
to oczywiscie F_1(r, ¢,0) = % Zauwazmy jednak, ze wyrazenie
2
O*F_
or?

O*F
dp?

O*F_
T T

N |=
N
N|=

+

wecale nie znika. Nie oznacza to, ze w naszych poprzednich obliczeniach popetnilisémy jakis

blad, a jedynie, ze wyrazenie % + 227’; + 227 opisuje laplasjan tylko we wspotrzednych

kartezjanskich. Prawdziwa (geometryczna i niezalezna od wyboru uktadu wspohrzednych,
ale wykorzystujace iloczyn skalarny) definicja laplasjanu to A f = div(grad f). Wrocimy
jeszeze do tego wzoru w rozdziale [

Problemy do samodzielnego rozwiazania:
Zadanie 4.12. Sprawdz, ze przeksztalcenie
f(z,y,2) = (2 + e*(cos(z) —sin(x)), y + €* cos(z) — z(z + €*(cos(x) — €* sin(z)), —z)

jest dyfeomorfizmem R? na R3.

"Dyziedzing matematyki, ktora zajmuje sie wlasnosciami funkcji gtadkich i podobnych obiektow, ktore
sa niezalezne od wyboru ukladu wspolrzednych jest geometria rézniczkowa.

23



Zadanie 4.13. Zbuduj dyfeomorfizm wnetrza trojkata AABC, gdzie A = (0,0), B =
(0,1) i C = (1,0) na ptaszczyzneg R2.

In(z34+-622+12z+y%—2y—6)
(—2)+3(y—1)?
prostej przechodzacej przez punkt (2,1). Czy f ma granice w punkcie (2,1)? Wskazowka:

przydatna moze by¢ prosta modyfikacja przeksztatcenia biegunowego.

Zadanie 4.14. Zbadaj granice funkcji f(x,y) = wzdluz kazdej

Zadanie 4.15. Zbadaj granice funkcji f(z,y,z) = _myptnty punkcie (0,0,0).

eyt
Zadanie 4.16. Oblicz jakobian przeksztalcenia sferycznego.
Zadanie 4.17. Podaj transformacje odwrotna do przeksztalcenia sferycznego.

Zadanie 4.18. Oblicz indukowany iloczyn skalarny we wspoélrzednych sferycznych.

Zadanie 4.19. Udowodnij, postugujac sie oprogramowaniem typu CAS, ze we wspot-
rzednych sferycznych gradient funkcji f wyraza sie wzorem %—fer—l—i (ﬁ%’% + %69) ,

r2
gdzie F' to zlozenie f i przeksztalcenia sferycznego.

5 Rozwiniecie w szereg Taylora

Nowe umiejetnosci: Generowanie wielomianéw Taylora funkcji wielu zmiennych.
Skrypt: Rozdzial 2.5.4 [SK: podlinkowac]

Nowe funkcje:
Mathematica Sage Opis
Series[f[x,y],{x,0,5},{y,0,5}] | £.taylor((x,0),(y,0),5) | wielomian Taylora stop-
nia > 5 w punkcie (0, 0)

Niech © C R” bedzie zbiorem otwartym oraz f = (f1,..., fm) : & — R™ bedzie klasy C!.
Jak wiemy z wyktadu, pochodna funkcji f rzedu k w punkcie x € € jest z definicji
symetryczna forma k liniowg na R™ o wartosciach w R™, tj.
D f(x) € L(R™,...,R",R™).
N——

k razy

Niestety ani Mathematica ani Sage nie dostarczaja operacji pozwalajacych wygodnie
generowaé pochodne wyzszych rzedow w postaci form wieloliniowych. Jedyne co moga
zrobi¢ dla nas te narzedzia to obliczanie pochodnych czastkowych.

Zdefiniujmy przyktadows funkcje dwoch zmiennych

flx_,y_] := Sin[x~2] * Exply~3]
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By obliczy¢ wielomian Taylora funkcji f stopnia 8 w punkcie (z,y) = (0,0) postuzymy
sie poleceniem Series

Series[f[x,y],{x,0,8},{y,0,8}]

Powyzsza operacja oblicza rozwiniecie w szereg najpierw wzgledem parametru z, a po-
tem wzgledem y — dlatego wynik zawiera¢ bedzie réwniez wyrazy rzedu wyzszego niz 8.
Mozemy postuzy¢ sie teraz funkcjami Normal i Expand by wys$wietli¢ w pelni rozwiniety
wielomian bez reszty

P = Expand[Normal[Series[f[x,y],{x,0,8},{y,0,8}1]1]

Zbadajmy teraz empirycznie czy wzor Taylora (zob. Twierdzenie 2.58) jest poprawny.
Twierdzenie 2.58 [SK: podlinkowa¢| moéwi, ze wspotezynnik wielomianu Taylora funkcji
f przy x%y® powinien wynosi¢ 6,3,]_)(6 3)£(0,0). Sprawdzmy

Coefficient [P, x~6%y~3]
(DIf[x,y],{x,6},{y,3}] /. {x->0, y->0}) / (6!%3!)

Istotnie, obydwa polecenia zwracaja te sama wartosé: —%.

Teraz mozemy obejrze¢ (patrz Rysunek wykres funkcji f i wielomianu P w okolicy

punktu (0,0), by przekona¢ sie jak dobrze wielomian Taylora przybliza funkcje.

Plot3D[{f[x,y], P}, {x,-2,2}, {y,-2,2}, Mesh->False, Boxed->False,
BoxRatios->{1,1,1}, PlotStyle->{Blue, Directive[Opacity[0.5],Red]}]

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 5.1. Napisz w Mathematica funkcje Taylor [f,x0,k], ktéra bedzie obliczaé
k-ty wielomian Taylora funkcji wielu zmiennych £ w punkcie xO0.

Zadanie 5.2. Niech Sh(p, ¢) bedzie zbiorem tych permutacji zbioru {1, 2, ..., p+q}, ktore
sa rosnace zarowno na {1,...,p} jakina {p+1,...,p+q}. Jesli ¢ jest symetryczna forma
p-liniowa, a v jest symetryczna forma g-liniowa na R™ o wartosciach w R™, definiujemy
symetryczna forme (p + ¢)-liniowa ¢ © ¢ na R™ o wartosciach w R™ wzorem

(GO (01, - Uprg) = Y B Vo (p))V (Vo (p+1)s- -+ Vo(prq)) -

o€Sh(p,q)

1. Wykaz ze jesli f,g: R® — R sg funkcjami klasy C* oraz a € R™, to
k

D*(fg)(a) =) D*f(a) ® D’g(a).

J=0

2. Wykaz, ze jesli f : Rl — R™ i g : R® — R s funkcjami klasy C* oraz a € R!
ipe{l,2,... k} to

D(go f)a)= Y D®lg(f(a)) o (D'f(a) ©- © D f(a)™)/al,
a€S(p)
gdzie D7 f(a)® = D7 f(a) ® -+ ® D’ f(a) oraz S(p) = {a € NF: " lzal p}.
a; razy
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Rysunek 10: Fragment wykresu funkcji f(z,y) = sin(z?) exp(y®) (niebieski) oraz przyblizajacy te funkcje
wielomian Taylora stopnia 8 (czerwony).

6 Rozmaitosci zanurzone

6.1 Wizualizacja

Nowe umiejetnosci: Wykreslanie poziomic funkcji oraz powierzchni zadanych parame-
trycznie. Wyznaczanie przestrzeni stycznych w punkcie.

Skrypt: Rozdzialy 3.5 [SK: podlinkowacd|

Nowe funkcje:
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Mathematica

Sage

Opis

ContourPlot3D[f [x,y,z]==1,

{x,0,1},{y,0,1},{z,0,1}]
ParametricPlot3D[

{f[u,v],glu,v],h[u,v]},

implicit_plot3d[f==1,
(0,1),(0,1),(0,1)]

parametric_plot3d[(f,g,h),
(0,1),(0,1)]

rysuje poziomice f~1(1)

rysuje powierzchnie za-
dang parametrycznie

{u,0,1},{v,0,1}]

Manipulate Brak tworzy interaktywna

kontrolke

Na wykladzie rozmaitoéé n-wymiarowa klasy C' zanurzona w R™™ zostala zdefinio-
wana (Definicja 3.23 [SK: podlinkowac|) jako podzbior R™* ktory w malym otoczeniu
kazdego swojego punktu jest wykresem pewnej funkcji R® — R™ klasy C'. Czytelnik
dowiedzial sie réwniez (Twierdzenie 3.24 [SK: podlinkowac]), ze jesli F : R*t™ — R™
jest klasy C*', a ¢ € R™ jest ustalonym punktem, to zbiér postaci M = F~1(q) = {z €
R™™™ : F(z) = q} jest rozmaitoscia pod warunkiem, ze rézniczka DF(z) jest maksymal-
nego rzedu dla kazdego z € M. W tym wypadku méwimy, ze M jest poziomicg funkcji F'.
Rozmaitos$ci mozna tez zadawaé parametrycznie.

Stwierdzenie. Niech Q C R"™ bedzie zbiorem otwartym oraz F : Q — R bedzie
funkcjq klasy C* oraz M = F(S) bedzie obrazem F. Zatézmy ponadto, ze

e DF(x) jest monomorfizmem liniowym dla kazdego x € €,
e dla kazdego zbioru otwartego U C §, obraz F(U) C M jest zbiorem otwartym w M.
Wowczas M jest rozmaitoscig n-wymiarowq zanurzong w R,

Dowod pozostawiamy Czytelnikowi. Mamy zatem trzy mozliwosci reprezentowania roz-
maitosci: jako wykresy, jako poziomice oraz parametrycznie.

Pierwsza rzeczg jaka moga dla nas zrobi¢ programy CAS jest wizualizacja jednowymiaro-
wych i dwuwymiarowych rozmaitosci zanurzonych w R? lub w R3. Zacznijmy od prostych
przyktadéw. Sfera o promieniu 1 jest poziomica funkcji f(z,y, z) = 22 + y? + 22 na po-
ziomie 1.

CountourPlot3D[x"2 + y~2 + z~2 == 1, {x, -1,1}, {y, -1,1}, {=z, -1,1}]

Torus o promieniach 3 i 1 jest poziomica funkcji f(z,y,2) = (Va2 + 32 — 3)? + 22 na
poziomie 1 — patrz Rysunek

CountourPlot3D[(Sqrt[x~2 + y~2] - 3)°2 + z°2 == 1,
{x, -4,4}, {y, -4,4}, {z, -2,2}, BoxRatios -> {2,2,1}]

Powyzszy torus mozna tez zadaé parametrycznie

ParametricPlot3D[{Cos[u] (3 + Cos[v]), Sin[ul (3 + Cos[v]), Sin[v]},
{u, 0,2 Pi}, {v, 0, 2 Pi}, Mesh->True, Axes->False,
Boxed->False]
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Rysunek 11: Z lewej torus wykreslony parametrycznie. Z prawej jako poziomica funkcji.

Opcje Mesh->True, Axes->False, Boxed->False kontroluja dodatkowo wys$wietlanie siatki,
osi wspolrzednych i ramki. Argument BoxRatios -> {2,2,1} ustala proporcje obrazka.
Przygladajac sie liniom siatki na Rysunku zauwazymy w jaki sposéb Mathematica
wygenerowala te obrazki.

Mathematica oferuje nam tez mozliwo$¢ manipulowania parametrami wyswietlanego obiektu
w sposob interaktywny

Manipulate[ParametricPlot3D[
{Cos[ul(R + r Cos[v]), Sin[ul(R + r Cos[v]), r Sin[vl},
{u’ 0’2 Pi}’ {V’ O’ 2 Pi}] b {r’ O’ 3}’ {R’ 1’ 5}]

Manipulate[ContourPlot3D[(x"4 - x°2 + y~2)"2 + z~2 == t,
{x, -1.5,1.5%}, {y, -1.5, 1.5}, {z, -1.5, 1.5}],
{t, 1/40, 1}]

jak tez stworzenia animacji

Animate [ParametricPlot3D[{Cos[u] (R + r Cos[v]), Sin[ul(R + r Cos[v]), r Sin[v]},
{u, 0,2 Pi}, {v, 0, 2 Pi}], {r, 0, 3}, {R, 1, 5}]

Na wyktadzie Czytelnik dowiedzial si¢ jak znalezé przestrzen styczna do wykresu oraz
poziomicy. Zalézmy, ze rozmaito$¢ M dana jest parametrycznie za pomoca funkcji f :
Q — R™™ dla pewnego zbioru 2 C R", tzn. M = f(Q). Woéwczas Czytelnik sam moze
udowodnié¢, ze przestrzen styczna do M w punkcie f(z) jest obrazem rozniczki Df w
punkcie x, tzn.

TpyM = Df(x)(R") = {v € R""" : v = D f(x)w dla pewnego w € R"}.
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Sprébujmy pokazaé to na obrazku w przypadku gdy M jest wstega Mdbiusa. Definiujemy
najpierw funkcje parametryzujacg M

R=3
Fls_,t_] := {(R + s*Cos[t/2])*Cos[t], (R + s*Cos[t/2])*Sin[t], s*Sin[t/2]}

Wybieramy jakis punkt, w ktorym chcemy znalezé przestrzeni styczna. Niech to bedzie
(s1,t1) = (1/4,5). Obliczamy w tym punkcie rozniczke F' i wykreslamy jej obraz, prze-
suniety do punktu F(s1,t1), za pomoca funkcji ParametricPlot3D

sl = 1/4

tl =5

M = D[F[s,t],{{s,t}}] /. {s -> s1, t -> t1}

T = F[s1,t1]

pll = ParametricPlot3D(F[s,t], {s,-1/2,1/2}, {t,0,2*%Pi}, Boxed -> False,

Axes -> False, Mesh -> 5, PlotStyle -> Green)
ParametricPlot3D(T + M.{u,v}, {u,-1,1}, {v,-1,1}, Boxed -> False,

Axes -> False, Mesh -> False,

PlotStyle -> Directive[Yellow, Opacity[0.5]])

o)
=
N

Il

W punkcie F(s1,t1) rysujemy dodatkowo czerwona kropke, by bylo wida¢ gdzie jest
punkt stycznosci. No koniec taczymy wszystkie obrazki w jeden i wySwietlamy na ekranie
— patrz Rysunek

pl3 = Graphics3D[{Red, Ball[T,0.1]}, Boxed -> False]
Show [p13,pl2,pl1]

Rysunek 12: Wstega Mdbiusa z zaznaczong przestrzenia styczna w wybranym punkcie.

Problemy do samodzielnego rozwiazania:
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Zadanie 6.1. Wygeneruj obrazek precla (z* — 2% + y?)? + 22 = % i zaznacz przestrzen

styczna w punkcie o wspoltrzednych (1, %, ‘1/—85)
Zadanie 6.2. Wygeneruj animacje pokazujaca jak zmienia sie afiniczna przestrzen styczna

do torusa wzdluz wybranego “réwnoleznika”.

Zadanie 6.3. Udowodnij, ze helikoide (zob. zadanie mozna przedstawié¢ parame-
trycznie wzorem (r = rcos(%qﬁ),y = rsin(%@,z = ¢), gdzie r € Ry ¢ € (-3, 5).
Pozwalajac parametrowi ¢ przebiega¢ dowolne wartosci rzeczywiste otrzymujemy po-
wierzchnie spiralna, ktora lokalnie wyglada jak powierzchnia z zadania [f.4] Narysuj te

powierzchnie korzystajac z oprogramowania typu CAS.

Zadanie 6.4. Korzystajac z polecenia ParametricPlot3D narysuj obmotke torusa (Przy-
ktad 1.62 z wyktadu [SK: podlinkowac]).

x —x

e —e€

2
kosinus hiperboliczny to cosh(z) = ££=. Dla 6 € [0,7/2], u € (—m, ) oraz v € R
definiujemy funkcje

Zadanie 6.5. Przypomnijmy, Ze sinus hiperboliczny to funkcja sinh(z) = zas

x(u,v,0) = cos @ sinhv sinu + sin f coshv cosu
(3) y(u,v,0) = —cosf sinhv cosu + sin @ coshv sinu

2(u,v,0) = ucosf +vsinf .
Wrykresl fragmenty powierzchni sparametryzowanych przeksztatceniami

(u,v) = (z(u,v,0), y(u,v,0), z(u,v,0))
oraz  (u,v) — (x(u,v,7/2), y(u,v,7/2), 2(u,v,7/2))

dla zakresu parametrow (u,v) € (—m,m) X [—2,2].

Uwaga. Powierzchnie te maja swoje nazwy. Pierwsza to, znana juz Czytelnikowi, heli-
koida, a druga to katenoida. Sg to przyktady wspomnianych juz wczesniej powierzchni
minimalnych. Czytelni moze przeprowadzi¢ w domu eksperyment: by uzyskaé¢ banke
mydlana w ksztalcie przypominajacym katenoide wystarczy zanurzyé w roztworze my-
dla dwa zlaczone druciane okregi, a potem powoli je od siebie odsungé.

Zadanie 6.6. Przy pomocy polecenia Manipulate przesledZ jak zmienia si¢ powierzchnia
z poprzedniego zadania gdy 6 przebiega wartosci od 0 do 7/2.

Uwaga. Katenoida i helikoida sg ze sobg stowarzyszone za pomoca powyzszej deformacji.
Dla kazdego ustalonego 6 funkcje (3)) parametryzuja pewna powierzchnie minimalna. Po-
nadto wszystkie te powierzchnie sa ze sobg izometryczne z punktu widzenia ich geometrii
wewnetrznej — wiecej o tym Czytelnik dowie sie na wyktadzie z geometrii rézniczkowe;j.

Zadanie 6.7. Wykresl katenoide zadang parametrycznie przez zalezno$ci (przy 0 =
7/2) dla zakresu parametrow (u,v) € (—m,m) x [=5,5]. By zachowane byly propor-
cje na obrazku, zastosowa¢ parametr BoxRatios -> {Cosh[5],Cosh[5],5}. Powtorzyé
zadanie dla v € [-7,7].
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Uwaga. Zwiekszajac zakres parametru v mozemy obserwowaé katenoide z coraz dalszej
perspektywy. Czytelnik przekona sie, ze z dalekiej odleglosci, katenoida wyglada jak
dwie sklejone ze soba ptaszczyzny z nakluciem w srodku.

Zadanie 6.8. Wykresl fragment powierzchni danej réwnaniem e®cos(y) = cos(z) zawie-
rajacy sie w kostce [—5,5] x [—5,5] x [—3,3] (prosze pamieta¢ o ustawieniu parametru
BoxRatios tak by zachowaé¢ proporcje na obrazku).

Uwaga. Powyzsza powierzchnia to tzw. powierzchnia Scherka — kolejny przyktad po-
wierzchni minimalne;j.

Zadanie 6.9. Wybierzmy cztery afinicznie niezalezne punkty pi,ps, p3,ps € R3. Roz-
wazmy funkcje f : R? — R dang przez

f(p) = det (a(p) ) a(pl) ) a(pg) ) a(pg), Oé(p4))
gdzie a(z,y,2) = (2® +9° + 2%, 2,y,2,1) € R,

Wykresl poziomice f~1(0), a nastepnie udowodnij, Ze jest to sfera przechodzaca przez
punkty p1, p2, p3 i pa.

6.2 Objetos¢ i miara powierzchniowa

Nowe umiejetnosci: Obliczanie objetosci i pola powierzchni rozmaitosci sparametry-
zowanych.

Skrypt: Rozdzial 6.1 [SK: podlinkowac]

Zadanie 6.10. Dla ustalonych wartosci r, R € (0,00) takich, ze R > r, wyznacz pole
powierzchni torusa bedacego obrazem przeksztalcenia @ : [0,27) x [0,27) — R? danego
wzorem

®(u,v) = (cos(u)(R + rcos(v)), sin(u)(R + rcos(v)), rsin(v)) .

Rozwiazanie:
Niech A = (0,27) x (0,27). Z wykladu (rozdzial 6.1 wzor (6.4) [SK: podlinkowac])

wiemy, ze pole M = ®(A) wyraza sie wzorem

oa(M) = /A \/det (DB(2)T D (x)) dAafa)

Wystarczy zatem wykonaé

philu_,v_] := { Cos[ul(R + r Cos[v] , Sin[u]l(R + r Cos[v]) , r Sin[v] }

m = D[philu,v], {{u,v}}]

Integrate[Sqrt [Det [Transpose[m] .m]], {u, 0, 2 Pi}, {v, 0, 2 Pi},
Assumptions -> { R > 0, r > 0, R > r}]
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W ten sposob dowiadujemy sie, ze pole torusa o promieniach r i R wynosi 472rR.

Zadanie 6.11. Wyznacz pole powierzchni wstegi Mobiusa zadanej parametrycznie funk-
cja W(—1/2,1/2) x (0,27) — R3 dana wzorem

W(s,t) = ((3+ scos(t/2))cos(t), (3+ scos(t/2))sin(t), ssin(t/2)).

Rozwigzanie:
Sprobujmy postepowaé jak w poprzednim przyktadzie. Obliczamy

psils_,t_]1 := { (3 + s Cos[t/2]) Cos[t] ,
(3 + s Cos[t/2]) Sin[t] ,
s Sin[t/2] }

m = D[phils,t], {{s,t}}]

jj = Simplify[Sqrt[Det[Transpose[m].m]]]

W ten sposéb dowiadujemy sie, ze aby obliczyé pole powierzchni wstegi Mdébiusa na-

lezy scalkowaé wyrazenie 31/36 + 3s2 + 24s cos(t/2) + 2s2 cos(t) po prostokacie (s,t) €
(—%, %) x (0,27). Sprobujmy

Integrateljj, {s, -1/2, 1/2}, {t, 0, 2 Pi}]

To polecenie jednak szybko sie nie zwroci wyniku — prawdopodobnie nigdy. W istocie,
Czytelnik sam moze sprobowaé obliczy¢ odpowiednia catke, by przekonaé sie, ze nie jest
to tatwe dla cztowieka, wiec tym bardziej dla komputera. Sprobujmy zatem obliczy¢ pole
powierzchni wstegi chociaz w przyblizeniu

NIntegrateljj, {s, -1/2, 1/2}, {t, 0, 2 Pi}, WorkingPrecision -> 10]

Otrzymujemy liczbe 18, 87152155, ktora z poczatku niewiele nam mowi.

Zastanéwmy sie jednak co my takiego robimy. Przeciez wstega Mobiusa to prostokatny
pasek skrecony o m radianéw ze sklejonymi koricami i mozna wykonaé jej model z ka-
walka papieru bez rozciggania go. W takim razie pole naszej wstegi powinno by¢ roéwne
polu paska! Kontemplujac chwile wzory definiujace funkcje ¥ dochodzimy do wniosku,
ze pasek, o ktory chodzi ma wymiary 27r x [, gdzie r = 3, a l = 1. Zatem pole wstegi
powinno wynosi¢ 67. Polecenie N[6 Pi, 10] zwraca liczbe 18,84955592, co jest dosé
bliskie wynikowi obliczonemu wczesniej ale to nie jest ta sama liczba. Zwiekszajac para-
metr WorkingPrecision powyzej dostaniemy lepsze przyblizenia catki ale nie beda one
zbiega¢ do liczby 67. Dzieje sie tak dlatego, ze nasza parametryzacja wstegi Mdbiusa nie
jest idealna i troche rozciaga pasek [0, 27r| x [0, 1].

Jest jeszcze jedna ciekawa obserwacja zwigzana z powyzszym zadaniem. Poréwnajmy
nasza wstege z walcem (bez denek) o promieniu r = 3, wysokosci [ = 1 i takim, ze oS
pionowa jest jego osig symetrii. Rozwazmy wszystkie potptaszczyzny zwierajagce wektor
pionowy (0,0,1). Przecigcie naszej wstegi z kazda taka polptaszczyzna jest odcinkiem
o dlugosci 1. Przeciecie walca z taka polptaszcezyzng takze jest odcinkiem o dlugosci 1
— patrz Rysunek Przez analogie z zasada Cavalieri’ego (por. Wniosek 5.35 [SK:
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Rysunek 13: Wstega Mobiusa i odpowiadajacy jej walec maja rownej dlugosci przeciecia z kazda plasz-
czyzna zawierajaca pionowa os. Ich powierzchnie sa jednak rézne.

podlinkowac|) moze si¢ wydawaé, ze pola walca i wstegi powinny by¢ sobie réowne. Tak
jednak nie jest!

Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 6.12. Oblicz pole powierzchni fragmentu katenoidy dla zakresu parametrow
(u,v) € (—m,m) X [—2,2] oraz walca o tym samym brzegu (tj. ktorego brzegiem sa dwa
réwnolegle okregi o promieniach cosh(2) i oddalone od siebie o 4 jednostki). Ktore pole
jest mniejsze? Skad wzieta sie nazwa powierzchnie minimalne?

Zadanie 6.13. Oblicz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchnia torusa M z zadania[6.10]

7 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

7.1 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Nowe umiejetnosci: znajdowanie ekstreméw funkceji rozniczkowalnych.

Skrypt: Rozdziaty 2.3 2.5.5 [SK: link]

Jak wiadomo z wykltadu (Twierdzenie 1.25 [MJ: podlinkowac|) kazda funkcja ciagta okre-
$lona na niepustym zbiorze zwartym osiaga w tym zbiorze swoj kres gorny (maksimum)
i kres dolny (minimum). Przy szukaniu kresoéw dla funkcji rézniczkowalnej stosuje sie za-
zwyczaj ,metode policyjna’, tzn. typuje sie wszystkich ,podejrzanych”; z ktérych wybiera
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si¢ nastepnie faktycznych ,przestepcow” (czyli minimum i maksimum). List¢ podejrza-
nych kompletujemy korzystajac ze Stwierdzenia 2.7 [MJ: link|: musza znalezé sie na niej
wszystkie punkty krytyczne rozwazanej funkcji. Dodatkowo powinniSsmy osobno rozpa-
trze¢ punkty, w ktorych Stwierdzenie 2.7 [MJ: link| nie ma zastosowania, czyli takie w
ktérych badana funkcja nie jest rozniczkowalna w swojej dziedzinie. W szczegdlnosci
podejrzane sa wszystkie punkty brzegowe dziedziny badanej funkcji.

Gdy rozwazamy funkcje okreslong na niezwartej dziedzinie czesto wygodnie jest ograni-
czy¢ sie do pewnego jej zwartego podzbioru, gdzie mozemy zastosowaé¢ omdéwions wyzej
,mnetode policyjng” a nastepnie zbada¢ funkcje na dopelnieniu tego podzbioru. Przesle-
dzimy teraz obie sytuacje na przyktadach.

Zadanie 7.1. ZnalejdZz maksimum i minimum funkcji f(z,y,2) = xy — 2zz + 6yz w
szeScianie A = {—1 < z,y,z < 1}.

Rozwigzanie:

Zauwazmy ze, z uwagi na zwartos¢ szescianu i ciaglosé f, rozwiazanie istnieje. Zgodnie
z naszymi wczesniejszymi rozwazaniami powinnismy stworzy¢ odpowiednig liste ,,podej-
rzanych”. Zacznijmy od wypisania punktéw krytycznych funkeji f:

flx_, y_, z] :==xy-2xz+6yz;
Solve[D[f[x, y, z], {{x, y, z}}] == 0, {x, y, z}]
flx, vy, z1 /. %

Jak widzimy jedynym punktem krytycznym rozwazanej funkcji jest punkt (0,0, 0) lezacy
wewnatrz rozwazanej dziedziny A, ktory odpowiada wartosci £(0,0,0) = 0.

W kolejnym kroku musimy dotozy¢ do listy wszystkie te punkty w A, w ktorych funkcja
f nie jest rozniczkowalna. Sa to oczywiscie punkty brzegowe zbioru A, a wiec punkty z
A spelniajace jeden z szeSciu warunkow z = +1, y = £1 lub z = £1 (zbior ten sklada
si¢ z szesciu kwadratow — Scian szescianu).

Oczywiscie dotozenie do naszej listy wszystkich punktow brzegu A mija sie z celem.
Wystarczy bowiem dodaé tylko te punkty, w ktoérych funkcja f‘ g4 Oslaga swoje kresy.
W tym celu rozwiazemy zagadnienie znalezienie kresow funkcji rézniczkowalnej f ‘ 4, D2
kazdym z szesciu kwadratow A;, i = 1,2, ..., 6 sktadajacych sie na brzeg 04 = A1 U... U
Ag.

Zajmijmy sie pierwszym z brzegu kwadratem A; = {x = —1,—1 < y,z < 1}. Szukamy
teraz kresow funkcji f‘Al (y,2) = f(=1,y,2) = y — 2z + 6yz na zbiorze A;. Dla tego
zagadnienia tatwo znajdziemy punkty krytyczne:

Solve[D[f[-1, y, zl, {{y, z}}] == 0, {y, z}]
fl-1, y, 21 /. %

Mozemy zatem dopisaé¢ do listy podejrzanych punkt (—1, —%, %) odpowiadajacy wartosci
%. Teraz z kolei musimy uwzgledni¢ punkty brzegu zbioru A;, w ktérych funkcja f ‘ A
nie jest rozniczkowalna. Skladaja sie nan cztery odcinki 041 = A1 U Ao U A3 U Ay
charakteryzowane przez réwnosci x = —1 oraz y = +1 lub z = £1. Okazuje sie, ze w

przypadku A1 = {z=y=-1,-1<2<1}
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Solve[D[f[-1, -1, z], z] == 0, {z}]

nie znajdziemy zadnych punktow krytycznych. Latwo to zrozumieé¢: f } An (z) = f(—1,—-1,2)
jest (nie stala) funkcja liniowa i jako taka nie ma punktéw krytycznych. To samo spo-
strzezenie jest prawdziwe dla kazdego z odcinkéw Aq;, ¢ = 1,2, 3,4, co pozwala zaoszcze-
dzi¢ nieco rachunkéw. Na liscie podejrzanych powinniémy natomiast dodatkowo umiescié
punkty brzegowe odcinka Ay, czyli (—1, -1, —1) oraz (—1,—1, 1). Postepujac analogicz-
nie dla kazdego z odcinkéw Aj; dopiszemy do listy podejrzanych punkty (—1,1,—1) i
(—1,1,1).

Naszkicowana wyzej procedure powinni$my teraz powtoérzy¢ dla kazdej z pozostatych pie-
ciu §cian A;, i = 2,...,6, jej krawedzi 1 wierzchotkéw tych krawedzi. Wymaga to nieco
pracy, niemniej wieksza czes¢ rachunkow zatatwi za nas program Mathematica. Co wie-
cej krawedzie i wierzchotki sg wspolne dla pewnych $cian, wiec nie musimy powtarzaé
obliczen juz raz wykonanych. Ostatecznie po niedtugim czasie powinnismy otrzymac na-
stepujaca liste ,podejrzanych” (0,0,0), (— ,—%, %), (1, %, —%), (=1,-1,-1), (=1,—-1,1),
(-1,1,-1), (-1,1,1), (1,-1,-1), (1,-1,1), (1,1,-1), (1,1,1). Odpowiadaja one, od-
powiednio, nastepujacym wartosciom funkcji f: 0, %,%, 5,-3,-9,7,7,-9, -3, 5. Pozwala
to stwierdzié, ze supy f = 7 oraz inf4 f = —9.

Na koniec zauwazmy, ze zachowanie sie funkcji f na kazdej z krawedzi szeScianu sugeruje
alternatywna, bardzo prosta metode rozwigzania nie wymagajaca prowadzenia zadnych
rachunkéw: funkcja f obcieta do kazdego odcinka z = a, y = b, —1 < 2z < 1, gdzie
a,b € [0, 1] sa ustalone, jest liniowa, a zatem na kazdym z takich odcinkéw kresy zbioru
wartosci przyjmowane sg dla z = £1. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla
x iy, skad wynika, ze wystarczy rozwazy¢ tylko te punkty, w ktorych x,y,z € {—1,1},
a wiec wierzcholtki szescianu.

Sprobujmy teraz zajaé sie zagadnieniem maksymalizacji i minimalizacji funkcji réznicz-
kowalnej znanej nam juz z rozdziatu okreslonej na zbiorze niezwartym R2.

—2z2

Zadanie 7.2. Rozwazmy funkcje f(z,y) = (2° + y)e —v” okreslong na plaszczyZnie

R2. Znalez¢ kres gorny i dolny zbioru wartosci tej funkcji.

Rozwiazanie:
Rozwazana funkcja jest oczywiscie rozniczkowalna w catej swojej dziedzinie. Zacznijmy
zatem od wyznaczenia jej punktéw krytycznych

flx_, y_] := (x°3 + y) Exp[-2 x~2 - y~2];
Solve[D[f[x, yl, {{x, y}}] == 0, {x, y}]

W wyniku dostaliémy dos¢ bogata liste rozwiazan, z ktoérych tylko dwa, mianowicie
(z,y) = (0, j:%), sa rzeczywiste. Niemniej program Mathematica zwrocit takze ostrze-

zenie, ze by¢ moze nie wszystkie rozwiazania zostaty znalezioneE Dlatego na wszelki

12 Jest to typowe zachowanie sie programu Mathematica przy rozwiazywaniu bardziej ztozonych row-
nan.
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wypadek sprobujmy sprawdzié, czy otrzymana lista rzeczywiscie jest pelna. Obliczenie
gradientu Simplify[D[f[x, y], {{x, y}}]] zwraca nam wektor

grad f(x,y) = (—e_ZIQ_ny(—fix + 423 + 4y), 6_25‘2_92(1 — 223y — 24?)).

Poniewaz eksponenta jest zawsze dodatnia, zagadnienie znalezienia miejsc zerowych gra-
dientu sprowadza sie do rozwigzania uktadu réwnan

x(—3z + 42> + 4y) =0
1 — 223y — 2y% =0 .

Ktadac z = 0 natychmiast otrzymamy znalezione wczedniej rozwiazania rzeczywiste
(z,y) = (0, :I:%) Gdy = # 0 mozemy wyznaczy¢ y w funkcji x z drugiego rownania i

wstawi¢ wynik do pierwszego z réwnan:

Solvel[(1 - 2 x"3y - 2 y°2) == 0, yl;
(-3x+4x3+47y) /. %
Simplify [%]

Otrzymaliémy w ten sposob dwa réwnania —3x + 223 + 2¢/2 + 26 = 0. Chcemy po-
kazaé, ze nie maja one rozwiazan rzeczywistych. Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie
tylko jednym z réwnaii —3z + 223 — 2v/2 + 26 = 0. Rozwazania dla drugiego z nich
sa analogiczne. Latwo sie przekonaé, ze Mathematica zwraca tylko rozwiazania ze-
spolone. Bardziej bezpos$redni argument moze byé¢ nastepujacy. Z obserwacji wykresu
Plot[-3 x + 2 x73 - 2 Sqrt[2 + x~6], {x, -3, 3}] wynika, ze badana funkcja przyj-
muje tylko wartosci ujemne. Mozna by to §cisle uzasadni¢ wyliczajac jej maksimum i
sprawdzajac ze jest ono mniejsze od zera, co jednak wymaga do$é ztozonych obliczeri.
Znacznie prosciej jest udowodnié¢ nieréwnosé —3x + 223 < 2v/2 + 6. Dla 2 > 0 wynika
ona bezposrednio z oczywistej nieréwnosci v/2 + 26 > 23 zas dla < 0 mozemy uzy¢
oszacowania (udowodnij je!) —3x + 223 < % < 2v2 < 2v/2 + 268, Podsumowujac, je-

_ L

\/5) Odpowiadaja

dyne punkty krytyczne funkcji f to (z,y) = (0, %) oraz (z,y) = (0,
one odpowiednio warto$ciom ﬁ i _\/%*e'

Sprobujemy teraz pokazaé, ze otrzymane punkty to, odpowiednio, maksimum i mini-
mum wartosci funkcji f na calej dziedzinie. W tym celu powinnismy zbadaé¢ asympto-
tyczne zachowanie sie tej funkcji. Poniewaz f jest iloczynem wielomianu i eksponenty,
spodziewamy sie ze asymptotycznie dominowaé¢ bedzie czynnik eksponencjalny, a zatem
limy (. y) =00 f(z,y) = 0 (to zachowanie dobrze wida¢ na wykresach funkcji f rozwaza-
nych w rozdziale . To przypuszczenie mozna prosto uzasadni¢ uzywajac wspotrzed-
nych biegunowych. Jak tawo sprawdzié¢

f(rcos¢,rsing) = 6_%T2(3+COS(2¢))7’(T2 cos(¢)® + sin(¢)) ,
a stad juz latwo oszacowaé¢ (udowodnij to!)

|f(rcos,rsing)| < 671”2(7‘3 +7).
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Prawa strona powyzszej nieréwnosci oczywiscie dazy do 0 przy r — oco. Aby zakoriczyé
dowdd, ze funkcja f przyjmuje swoje kresy w punktach krytycznych potézmy teraz R tak
duze aby e~ (r +7) < 0.01 dla kazdego r > R. Istnienie takiego R wynika wprost z
definicji granicy funkeji w nieskoniczonosci. Kula domknieta B(0, R) jest zbiorem zwar-
tym, zatem funkcja f musi przyjaé¢ na niej swoje kresy. Poniewaz na brzegu rozwazanego
zbioru |f(z,y)| < 0.01 < \/% kresami tymi musza by¢ oczywiscie wartosci krytyczne
i\/%?. Z kolei ze sposobu w jaki wybraliémy promienn R wynika, ze poza kotem B(0, R)
funkcja f przyjmuje tylko wartosci mniejsze co do wartosci bezwzglednej niz 0.01. To
koniczy nasze rozumowanie.

Na koniec naszych rozwazan rozwigzmy jeszcze jeden podobny problem.

Zadanie 7.3. Znajdz wszystkie punkty krytyczne funkcji f(x,y) = 22 + 2xy? — 221>
na plaszezyznie R?. Sklasyfikuj te punkty (minimum lokalne, maksimum lokane, punkt
siodtowy).

Rozwiazanie:
Zacznijmy od wyznaczenia wszystkich punktéw krytycznych:

flx_, y.1 :=x"2+2xy°2-27y°3x;
Solve[D[f[x, yl, {{x, y}}] == 0, {x, y}]

Otrzymalismy trzy rozwiazania: (0,0) (pierwiastek potrojny), (0,1) oraz (—%, %) Ma-
cierze Hessego w tych punktach obliczymy tatwo za pomoca polecenia

D[f[x, yl, {{x, y}, 2}] /. Solve[D[f[x, yl, {{x, y}}] == 0, {x, y}]

Pozostaje juz tylko sprawdzi¢ okreslono$é tych macierzy korzystajac z kryterium Sylve-
stera (Twierdzenie 2.66[MJ:link|), na przyktad z uzyciem polecenia Eigenvalues — por.
rozdziat . Jak tatwo sie przekonaé obie wartosci wlasne w punkcie (—2%, %) sa dodatnie
— jest to zatem lokalne minimum, za$ w punkcie (0, 1) sa roznych znakéow — jest to punkt
siodtowy. Pewnej uwagi wymaga jedynie punkt (0,0) odpowiadajacy wartosciom wta-
snym 2 i 0. Potencjalnie jest to zatem lokalne minimum funkcji f, o ile potrafilibysmy
dowies¢, ze w pewnym otoczeniu punktu (0,0) wartosci funkcji f sa nie mniejsze niz
£(0,0) = 0. Chwila zastanowienia (albo kilka prostych prob) pozwala jednak stwierdzi¢,
ze tak nie jest. Na przyktad f(y3,y) = 2y° — y% przyjmuje roézne znaki dowolnie blisko
punktu y = 0. Punkt (0,0) jest zatem punktem siodtowym.

W podobnych watpliwych przypadkach wygodnie jest wspomoc sie odpowiednim rysun-
kiem. Polecenie

ContourPlot[f[x, y], {x, -0.1, 0.1}, {y, -0.2, 0.2}, ContourStyle -> Thick
Contours -> 25, PlotPoints -> 40, ContourLabels -> Truel

moze podpowiedzie¢ nam jaka jest natura badanego punktu (0,0). Na Rysunku |14 wi-
dzimy, ze blisko niego znajdziemy zaréwno wartosci dodatnie jak i ujemne. Co wiecej
rysunek sugeruje nam jak znalezé punkty o wartosciach ujemnych: powinnismy podcho-
dzi¢ do punktu (0,0) mozliwie blisko prostej x = 0 od strony x < 0.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:
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Rysunek 14: Poziomice w okolicy punktu siodtowego.

Zadanie 7.4. Wykaz, ze dla funkcji f(z,y) z zadania punkt (0, \/Li) jest jej $cistym

maksimum, a punkt (0, —\/Lﬁ) $cistym minimum lokalnym.

Zadanie 7.5. Znajdz kresy zbioru wartosci funkcji f(z,y) = m w polprzestrzeni
z > 0.

Zadanie 7.6. Znajdz kresy zbioru wartosci funkcji f(z,y) = x(y — x)e” ¥ na tojkacie
T={-3<3zx<y<2}

Zadanie 7.7. Znajdz wszystkie punkty krytyczne funkcji f(z,y) = y? + 322y — 23y
na plaszczyznie R2. Sklasyfikuj te punkty (minimum lokalne, maksimum lokalne, punkt
siodtowy).

7.2 Ekstrema warunkowe

MJ dziekuje dr Gabrielowi Pietrzkowskiemu za pomoc w wyborze zadan do tego rozdziatu.

Nowe umiejetnosci: Znajdowanie ekstreméw funkceji rozniczkowalnych przy zadanych
ograniczeniach réwnosciowych.

Skrypt: Rozdzial 3.6.[MJ: podlinkowacd|

Przypomnijmy podstawowe wiadomosci dotyczace ekstremow warunkowych (por. Twier-
dzenie 3.28 [MJ:link]). Niech M C R™" bhedzie n-wymiarowa rozmaitoscia zanurzona.
Jesli funkcja rozniczkowalna f : R™™™ — R osigga swoj kres gorny lub dolny na M w
punkcie p € M, to gradient grad f(p) jest prostopadly do przestrzeni stycznej TpM.
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W przypadku, gdy M w otoczeniu Upunktu p jest zadane przez m ograniczen réwno-
$ciowych g;(x) = 0, i = 1,...,m, takich ze funkcje g; : R"™™ — R sa rozniczkowalne
i ich gradienty grad g; rozpinaja m-wymiarowa przestrzen liniowa w kazdym punkcie U
warunek prostopadtosci mozemy zapisaé jako:

grad f(p) = ) Aigrad gi(p),
=1

gdzie \; sa pewnymi wspotczynnikami rzeczywistymi. Innymi stowy w punkcie ekstremal-
nym gradient f jest kombinacja liniowa gradientéw funkcji g; definiujacych rozmaitosé
M. Wynik ten znany jest w literaturze jako Twierdzente o mnoznikach Lagrange’a.

Sprobujmy teraz zobaczy¢ jak w praktyce wyglada wykorzystanie omdéwionego wyzej
twierdzenia. Warto pamietaé, ze przy rozwiazywaniu zadan o ekstremach warunkowych
(jak zreszta przy korzystaniu z kazdego twierdzenia matematycznego) nalezy zawsze pa-
mieta¢ o sprawdzeniu zatozeri. Ponizszy prosty przyktad ilustruje jedna z mozliwych
putapek tego typu.

Zadanie 7.8. ZnajdZ minimum globalne funkcji f(z,y) = 22 + (y + 1)? na zbiorze
A={(z,y) eR? | 2? —y* = 0}.

Rozwiazanie:
Sprobujmy zastosowaé do rozwazanego problemu metode mnoznikéow Lagrange’a. Za-
cznijmy od policzenia gradientéw funkcji f i g(z,y) = 22 — y*:

flx_, y_1 :=x2 + (y + 1)°2;
glx_, y_] := x72 - y°3;
D[f[x, yl, {{x, y}}]

Dlglx, yl, {{x, y}}]

Jak wida¢ grad f(z,y) = (22,2(y + 1)) za$ gradg(z,y) = (27, —3y?). Latwo teraz
zauwazy¢, ze warunek grad f = Agradg prowadzi do réwnania 2z = A2z, skad x = 0
lub A = 1. W pierwszym przypadku warunek g(z,y) = 0 implikuje y = 0, a wowczas
grad f = (0,2) oraz grad g = (0,0). Jak widzimy, nie znajdziemy wowczas takiego A aby
grad f = Agrad g. W drugim z przypadkéw réwnanie

Solve[D[f[x, y]l, {{x, y}}] == Dlglx, yl, {{x, y}}1, vyl

nie ma rozwiazan rzeczywistych. Metoda mnoznikéw Lagrange’a nie wskazalta nam zatem
zadnych podejrzanych. Czy wynika stad, ze rozwazany problem nie ma rozwiazania?

7 drugiej strony nasze zadanie mozemy rozwiaza¢ metodami elementarnymi: wyliczajac
x? z réwnania g(z,y) = 0 i wstawiajac je do f staniemy przed problemem znalezienia
minimum funkcji y — 32+ (y+1)? na zbiorze y takich, ze dla pewnego z € R punkt (x, %)
nalezy do A. Nietrudno sie przekonaé, ze ten zbioér to po prostu B = {y € R | y > 0}.
Jest jasne, ze rozwazana funkcja osiaga w B minimum réwne 1 w punkcie y = 0 (a
zatem wobec g(x,y) = 0 mamy x = 0). Dlaczego zatem metoda Lagrange’a nie wskazala

punktu (0,0) jako potencjalnego rozwiazania?
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Problem polega na tym, ze w punkcie (0,0) zalozenia twierdzenia o mnoznikach La-
grange’a nie sg spelnione: grad ¢g(0,0) = (0,0) nie rozpina l-wymiarowej przestrzeni
liniowej. W istocie zbiér A nie jest rozmaitoscia zanurzona — posiada ,,0sobliwo$¢” w
punkcie (0,0), o czym ltatwo sie przekonaé rysujac go w programie Mathematica

ContourPlot[glx, y] == 0, {x, -2, 2}, {y, -1, 2}]

Po usunigciu punktu (0,0) otrzymamy natomiast uczciwa rozmaitosé A\ {(0,0)} w R?
(skladajaca si¢ z dwoch roztacznych gatezi). Na tym zbiorze Twierdzenie o mnoznikach
Lagrange’a mozna stosowaé¢ w calej rozciagtosci i na mocy naszych wczesniejszych rozwa-
zan wiemy juz, ze nie ma tam zadnych punktoéw ekstremalnych. Punkt (0,0) powinnismy
natomiast rozpatrzy¢ osobno jako potencjalny punkt podejrzany o istnienie minimum.

Zadanie 7.9. Znajdz ekstrema funkcji f(z,y,z) = 2z + 2y — 32 na zbiorze D = {22 +
y?+ 22 =9, 2y +yz + zz =8},

Rozwigzanie:

Zacznijmy od spostrzezenia, ze zbior D jest zwarty jako domkniety podzbiér sfery, a
zatem zadanie ma rozwigzanie. Oczywiscie uzyjemy metody mnoznikéw Lagrange’a.
Zacznijmy od zdefiniowania odpowiednich funkcji i sprawdzenia w ktorych miejscach
zalozenia o liniowej niezaleznosci gradientéw nie sa spelnione.

flx_, y_, z.] :=2x+2y -3 z;
gllx_, y_, z_] :=x"2 + y°2 + 272 - 9;
g2lx_, y_, z.] :(=xy+yz+zx-8;
Dlgllx,y,z],{{x,y,z}}]
D[g2[x,y,z],{{x,y,z}}]

Jak widzimy gradienty funkcji g (x,y,2) = 22 +9%+22—91 go(2,9,2) = vy +yz+22—8
to, odpowiednio, wektory (2z,2y,2z) oraz (y + z,x + z,x + y). Niestety przy badaniu
ich liniowej niezaleznosci musimy pomeczy¢ sie sami: Mathematica zwraca wynik 2 dla
polecenia MatrixRank [{{2x,2y,2z},{y+z,x+z,x+y}}], co jest prawda dla dostatecznie
ogolnych z, y i z, ale bynajmniej nie dla wszystkich z nich. Latwo sie przekonaé (zo-
stawiamy to jako ¢wiczenie dla Czytelnika), ze rzad rozwazanej macierzy jest mniejszy
niz 2 doktadnie w dwoéch sytuacjach: gdy x =y = z lub gdy = + y + 2z = 0. Bez trudu
sprawdzimy (tu moze nam juz pomoc Mathematica), ze przypadki te sa rozlaczne ze
zbiorem D. Wobec tego metode mnoznikéw Lagrange’a mozemy stosowaé bez zadnych
zastrzezen. Niestety proba rozwigzania uktadu réwnan

Solve[D[f[x, y, z], {{x, y, 2z}}] ==
lambda D[gllx, y, z], {{x, y, z}}] + mu D[g2[x, y, z] , {{x, y, z}}]
&& gilx, y, z] == 0 && g2[x, y, z] == 0 , {x, y, z, mu, lambdal}]

nie przynosi rezultatu: program nie jest w stanie zakonczyé obliczenn — widocznie roz-
wazany uklad rownan jest dla niego zbyt skomplikowany. Wobec tego sprobujmy roz-
wigza¢ problem na raty: najpierw z réwnania grad f = Agradg; + pgradgs wyli-
czymy x, y i z w funkcji A i p, a nastepnie wstawimy otrzymane wielkosci do roéwnari
gl(x7 y,2) =0= 92(x7 Y, Z)
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xyz = Solve[D[f[x, y, z], {{x, y, z}}] == Lambda D[gilx, y, z], {{x, y, z}}]
+ Mu D[g2[x, y, z], {{x, y, z}}] , {x, y, z}];

Simplifylgllx, y, z] /. xyz]

Simplify[g2[x, y, z] /. xyz]

W rezultacie dostalismy dosé skomplikowane wyrazenia wymierne, ktére powinny tozsa-
moéciowo znikaé. Problem znéw wyglada na skomplikowany, ale program Mathematica
tatwo sobie z nim poradzi. Rowniez Czytelnik uzbrojony jedynie w papier i otéwek bytby
w stanie to zrobi¢: warto zauwazy¢ ze, zar6wno w wrazeniu xyz jak i ewaluacji na nim
funkcji g1 1 go, pojawiaja sie w spos6b naturalny jednomiany 2\ — u oraz A+ p. Rozsad-
nym jest zatem podejrzewad, ze podstawienie A = 2\ — iy oraz B = A + p moze znacznie
uprosci¢ obliczenia. Tak jest w istocie

A=2 Lambda- Mu; B=Lambda+ Mu;
Simplify [xyz]
Simplifylgllx,y,zl/. xyzl
Simplify[g2[x,y,z]/. xyz]

Udato sie nam znacznie uprosci¢ wyniki. Pozostaje rozwiazaé¢ odpowiednie réwnania i
sprawdzi¢ ktore z rozwigzani odpowiadaja minimom, a ktére maksimom funkcji f na
zbiorze D:

Solve[-9 + 50/(3 A~2) + 1/(12 B~2) ==

&& -8 - 25/(3 A~2) + 1/(12 B~2) == 0, {A, B}]
xyz/. %

flx,y,z1/. %

Jak widzimy funkcja f osiaga w punkcie (—2, —2, —1) minimum réwne —5 i w punkcie
(2,2,1) maksimum réwne 5.

Metode mnoznikéw Lagrange’a dos¢ tatwo zaadoptowaé do szukania ekstreméw funkcji
z warunkami nieréwnodciowymi.

Zadanie 7.10. Znajdz punkt w zbiorze E = {(x,y,2) € R? | 322 + 3y? + 2zy + 322 <
1} najbardziej odlegly od punktu (0,0,0). Znajdz punkt w zbiorze E = {(z,y,2) €
R3 | 322 + 3y? + 22y + 322 < 1} najbardziej odlegly od punktu (0,0, 0).

Rozwigzanie:
Powyzsze zadanie mozemy potraktowaé jak standardowe zadanie na wyznaczanie eks-
tremum funkcji rézniczkowalnej f(z,y,z) = 22 + y?> + 22 w danym zbiorzeH Warto

BUwazny Czytelnik moze spytaé¢ dlaczego nie badamy prawdziwej odleglosci, czyli funkcji +/F :
(z,y,2) = /22 +y2 + 22, tylko jej kwadrat. Po pierwsze problemy dla \/f i f sa réwnowazne: je-
$li odleglos¢ osiaga minimum albo maksimum w danym punkcie to takze jej kwadrat ma w tym punkcie,
odpowiednio, minimum albo maksimum. Zaletg uzywania funkcji f zamiast prawdziwej odleglosci jest to
ze w przeciwienstwie do tej ostatniej jest ona wszedzie rézniczkowalna i jej pochodna ma bardzo prosta
postaé. Sztuczka z zamiang problemu minimalizacji danej funkcji na réwnowazny problem z funkcja,
ktora ,lepiej sie zachowuje” pojawia sie dosé czesto rowniez w zaawansowanych badaniach matematycz-
nych.
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zauwazyé, ze poniewaz zbiér E jest zwarty, a odleglo$é punktu od poczatku uktadu
wspolrzednych jest funkcja ciggla rozwigzanie na pewno istnieje. Stosujac opisang w po-
przednim rozdziale ,metode policyjna” najpierw szukamy punktéw krytycznych funkcji
f w punktach w ktorych obciecie f|  Jest rozniczkowalne, czyli w punktach wewnetrz-
nych zbioru E (tatwo zauwazy¢, ze E jest pelna elipsoida z brzegiem OF = {(z,y,z2) €
R3 | 322 4 3y% + 2zy + 322 = 1} - narysuj te powierzchnie korzystajac z polecenia
ContourPlot3D!). Prosty rachunek, ktory tutaj pominiemy pokazuje, ze f ma tylko
jeden punkt krytyczny (0,0,0), ktory oczywiscie nalezy do E i odpowiada minimum
warto$ci f w zbiorze E. Pozostaje nam teraz zbadaé¢ funkcje f w miejscach gdzie f ‘ 5
nie jest rozniczkowalne, czyli na brzegu OF. Jest to standardowe zadanie z optymalizacji
warunkowej. Rozwiazemy je korzystajac z metody mnoznikéw Lagrange’a.

Zacznijmy od zdefiniowania funkcji f i funkcji g takiej, ze OF = {(x,y,2) € R? | g(z,y, 2) =
0} i sprawdzenia czy spelione sa zalozenia twierdzenia o mnoznikach Lagrange’a

flx_, y_, z_]1 = x°2 + y°2 + z°2;
glx_, y_, z_] 3x2+3y2+2xy+32z"2-1;
Solve[D[glx, y, zl, {{x, y, z}}] == {0, 0, 0}, {x, y, z}]

Jak widzimy wektor grad g jest zerowy tylko w punkcie (0,0, 0), ktory nie nalezy do OF,
mozemy zatem bez zastrzezen stosowaé¢ metode mnoznikéw Lagrange’a:

Solve[D[f[x, y, zl, {{x, y, z}}] == lambda DIglx, y, zl, {{x, y, z}}]
&& glx, y, z] == 0, {x, y, z, lambda}]
flx, y, z1 /. %

Powyzsza sekwencja komend znajduje wszystkie punkty podejrzane o bycie ekstremum
i wylicza odpowiadajace im wartosci funkcji f. Rzut oka na wyniki pozwala stwierdzi¢,
f ma na 9E (a wiec i na E) dokladnie dwa maksima w punktach (3, —3,0) i (—31,1,0)
odpowiadajace wartosci f rownej %

Problemy do samodzielnego rozwiazania:
Zadanie 7.11. ZnajdZz punkt lezacy na walcu W = {(z;y;2) € R® | 22 + 22 = 16}
najblizszy punktowi (1,2,1) € R3.

Zadanie 7.12. Znajdz punkt elipsoidy E = {(z,y,2) € R? | 202+ 2% + 222 —zy + 22+
yz < 1} najbardziej odleglty od osi z.

Zadanie 7.13. Znajdz ekstrema funkcji f(z,y, 2) = xyz na zbiorze D = {22 + 9>+ 2% =
9, zy + yz + zax = 8}.

8 Formy rézniczkowe

Nowe umiejetnosci: Definiowanie i podstawowe operacje na formach rézniczkowych w
przestrzeni Euklidesowej. Przeciaganie formy, catka z formy na rozmaitosci.
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Skrypt: Rozdziat 7. [SK: podlinkowac|

Nowe funkcje:

Mathematica Sage Opis

d rézniczka zewnetrzna

Component sktadowa formy

Wedge iloczyn zewnetrzny

Pullback przeciggniecie formy

Chain definicja podrozmaitosci
sparametryzowanej

Integral catka z formy wzdluz
podrozmaitoéci

Mathematica nie oferuje wbudowanych operacji na formach rézniczkowych ale jest wiele
pakietow rozszerzajacych program Mathematica o te funkcjonalno$é dostepnych na réz-
nych licencjach (jako wolne oprogramowanie lub jako komercyjne produkty). Przyjrzymy
sie tutaj pakietowi DifferentialForms |1|, ktory ma te zalete, Zze nie wymaga skom-
plikowanych operacji inicjalizacyjnych. Na poczatek nalezy pobraé¢ ze strony [1] plik
DifferentialForms.m i umiesci¢ go w katalogu roboczym. Po uruchomieniu Mathema-
tica nalezy wpisaé

Needs["DifferentialForms‘"]

Teraz mozemy zdefiniowaé¢ przyktadowa 1-forme n = %(xdy — ydx) piszac
eta = (1/2) x dly]l - (1/2) y d[x]

oraz obliczy¢ roézniczke zewnetrzng wykonujac polecenie

d[etal

Funkcja f : R? — R moze by¢ interpretowana jako O-forma, wiec jej rozniczka zewnetrzng
bedzie 1-forma g—idx + %dy. Sprobujmy wykonaé

dlf[x,y]l]
d[Sin[x*y]]

Mozemy tez obliczy¢ iloczyn zewnetrzny dwoch form, np.

Wedge [eta, d[Sin[x*y]]l]

Wedge [eta, d[Logl[x/y]]]

Zajmiemy sie teraz obliczaniem operacji przeciggniecia formy rézniczkowej za pomoca
przeksztalcenia roézniczkowalnego.

Zadanie 8.1. Niech ® : Ry x (—7, 7) — R? bedzie przeksztalceniem biegunowym (patrz
rozdziat . Oblicz przeciagniecie standardowej formy objetosci dz A dy okreslonej na
R? za pomoca przeksztalcenia ®.
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Rozwigzanie:

Ten przyktad zostal juz policzony na wykladzie z uzyciem wzoru (7.22) [MJ: link]. W
praktyce ten sposob obliczania przeciggniecia formy nie jest jednak zbyt wygodny, szcze-
goblnie gdy rozpatrujemy przeciaganie form wzgledem dosé skomplikowanych przeksztat-
cenn. Najprosciej jest liczy¢ operacje przeciagania korzystajac z jej dwoch fundamen-
talnych wlasnosci: przemiennosci z operacja iloczynu zewnetrznego (Stwierdzenie 7.30
(ii) [MJ: link]), t.j. f*(a A B) = (f*a) A (f*B) oraz przemiennosci z operacja rozniczki
zewnetrznej (Twierdzenie 7.34 (iv)[MJ: link]), t.j. d(f*a) = f*(da). W powyzszych
wzorach f:V C R™ — U C R" jest dowolnym przeksztatceniem rézniczkowalnym po-
miedzy zbiorami otwartymi V i U, za$§ « i 8 sa dowolnymi formami rézniczkowymi na
U. W rozwazanym przez nas przypadku daje to

O*(dz A dy) = (P*dx) A (P*dy) = d(P*x) A d(P*y).

Pamietajac teraz, ze przeciaganie funkcji to po prostu sktadanie mamy (®*z)(r,¢) =
x(®(r,¢)) = rcos(¢p) i podobnie ®*y(r, ) = rsin(¢). Stad juz tatwo mozemy policzyé
zadang forme:

x = r Cos[phil;

y = r Sin[phil;
Wedgeld[x], dlyll;
Simplify [%]

Otrzymalismy —rd¢ A dr = rdr A d¢, zgodnie z wynikami z wyktadu.
Sprobujmy policzy¢ jeszcze jeden przyktad tego typu.

Zadanie 8.2. Oblicz przeciagniecie formy o = zdx A dy 4+ 222dy A dz za pomoca prze-

ksztalcenia f(z,vy,2) = (z?sin(y), e3%, ryz).

Rozwigzanie:
Postepujac analogicznie jak poprzednio tatwo otrzymamy wzoér:

fra=(f2)d(fz) Ad(f'y) + (F2)(f2)*d(fy) A (f2),

advie (f°2)(z,5,2) = a*sin(y), (F9)(0,,2) = €% oraz (f*2)s(z,5,2) = wyz. Nie-
zbedne obliczenia tatwo wykonamy w programie Mathematicaﬂ

alpha = z Wedgeld[x], d[yl] + x z~2 Wedgeld[y]l, d[z]];
x = X~2 Sin[Y];

y = E~ (@2 ;
z=XY Z;
Simplify[alphal

MW ponizej uzywamy nowych zmiennych X, Y i Z, gdyz uzycie wyjsciowych zmiennych z, y i z moze
spowodowaé problemy obliczeniowe: definicje rekursywne typu « = 2 sin(y) itp.

44



W wyniku otrzymalismy
fra = (=3)e*z%yz [(—2 + 2°y?2?) sin(y)dz A dz + (- cos(y) + 2°yz* sin(y))dy A dz] .

Pakiet DifferentialForms pozwala takze catkowaé¢ k formy wzdluz k wymiarowych pod-
rozmaitosci R™ sparametryzowanych pojedynczym przeksztalceniem RF — R™. Ob-
liczmy zatem objetosé kuli o promieniu R w R? — w tym celu wystarczy scatkowaé forme
dx Ady A dz po kuli

Integrall d[x,y,z], Chain[-1, {x -> r Cos[theta] Sin[phil,
y -> r Sin[theta] Sin[phi],
z -> r Cos[phil},
{r, 0, R}, {theta, 0, 2Pi}, {phi, 0, Pi}] ]

Polecenie d[x,y,z] tworzy forme dx A dy A dz, zas funkcja Chain stuzy do zbudowania
podzbioru R? sparametryzowanego pewnym przeksztatceniem. W naszym przypadku
bierzemy funkcje F(r, 0, ¢) = (r cos() sin(¢), r sin(f) sin(¢), r cos(¢)), ktora przeksztatca
prostopadtoscian [0, R] x [0, 27| x [0, 7] na kule o promieniu R (jest to wersja przeksztal-
cenia sferycznego — por. Rozdziat . Dodatkowy parametr —1 przekazany do Chain
moéwi, ze dana podrozmaitosé jest zorientowana przeciwnie do domyslnej orientacji — po-
lecenie Chain sortuje nazwy zmiennych alfabetycznie (czyli u nas (¢, r,0)) i uznaje takie
uszeregowanie za baze zorientowana dodatnio.

Niestety pakiet DifferentialForms zawiera btedy. Mozna sie o tym przekonaé¢ probujac
scatkowaé forme n = %azdy — %ydx wzdtuz okregu o promieniu R.

Integralleta, { x -> R Cos[thetal, y -> R Sin[thetal}, {theta, 0, 2 Pi}]

Niestety podany wynik jest btedny i dlatego zalecamy nie uzywaé polecenia Integral.
Lepiej postuzy¢ sie poleceniami Pullback oraz Component. Jesli f(0) = (R cos(#), Rsin(6)),
to by obliczy¢ przeciagniecie formy f*n piszemy

Pullback[eta, {x -> R Cos[thetal, y -> R Sin[thetal}
Nastepnie wytuskujemy wspotczynnik stojacy przy dé.
Component[..., d[theta]]

Na koniec catkujemy korzystajac z wbudowanej funkcji Integrate.

Integrate [Component [
Pullback[eta, { x -> R Cos[thetal, y -> R Sin[thetall}],
d[thetal]], {theta,0,2 Pi}]

Teraz dostajemy poprawna odpowiedz 7 R2, czyli pole kota o promieniu R (por. Przyktad
7.11 [SK: podlinkowac]).
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Geometryczna definicja dywergencji i laplasjanu. Wr6émy teraz do przyktadu
z konica rozdziatu problemu obliczania laplasjanu po zmianie wspotrzednych. Roz-
wazany wowczas przyktad sugeruje, ze definicja laplasjanu funkcji f jako sumy dru-
g%{ + % + ... jest wlasciwa tylko we wspol-
rzednych kartezjanskich i w og6lnosci nie 1ol:)owiaizuje po zmianie zmiennych. Pokazemy
teraz jak wyprowadzi¢ wzor na laplasjan obowiazujacy we wspolrzednych nieeuklideso-
wych. Dla ustalenia uwagi ograniczymy nasze rozwazania do przeksztalcenia bieguno-
wego ® : Ry x (—m,7) 3 (r,¢) — (z,y) € R? zadanego przez réwnosci © = rcos ¢
iy = rsing (patrz rozdzial , niemniej schemat postepowania pozostaje taki sam
w przypadku kazdej innej zamiany zmiennych. Dla rozréznienia miedzy formutami na
laplasjan we wspoétrzednych (z,y) oraz (r, ¢) bedziemy uzywaé¢ oznaczeni, odpowiednio,
D(gy) oraz D 4.

gich pochodnych czastkowych Af =

Zacznijmy od sprecyzowania problemu: chcemy znalez¢ taki operator A, 4) aby dla
kazdej funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej f : R? — R zachodzila rownosé

A(r,(b)F(Tv ¢> = (A(x,y)fxmvy) y

gdzie (z,y) = ®(r,¢) zas F(r,¢) = f(P(r,¢)) to funkcja f wyrazona we wspotrzednych
biegunowych. W jezyku przeciagania form rozniczkowych (a wiec takze i funkcji) oznacza
to:

Jak juz wspominaliSmy w rozdziale geometrycznie laplasjan mozemy zdefiniowaé jako
dywergencje gradientu A f = div(grad f). Niezalezna od wyboru wspolrzednych definicja
dywergencji zalezy od wyboru formy objetosci (nieznikajacej formy rozniczkowej maksy-
malnego rzedu). Jesli w € Q*(U) jest taka forma na zbiorze otwartym U C R", zas X
jest polem wektorowym na U, wowczas (por. dowod Twierdzenia 7.53 [MJ: link])

(5) div(X) - w = d(Xw) .

Wyrazenie X w oznacza tutaj ewaluacje n-formy rézniczkowej w (ktora jest funkcja n-
liniowa w kazdym punkcie U) na polu X, tzn. (X _w)(Y1,...,Yh—1) =w(X,Y1,...,Yo_1).
Otrzymujemy w ten sposob (n — 1)-forme rozniczkowa (funkcje (n — 1)-liniowa w kazdym
punkcie U), z ktorej po zastosowaniu rozniczki zewnetrznej d z powrotem otrzymujemy
n-forme. Geometryczna interpretacja dywergencji jest nastepujaca: jest to funkcja, ktora
mowi nam jak zmienia sie jednostkowa objetosé pod wptywem ruchu w kierunku pola X.
Inaczej: jak bardzo ruch w kierunku X rozciaga albo $ciska jednostkows objetosé.

7 réwnania i z podstawowych wtasnosci operacji przeciagania formy rézniczkowej ta-
two wyprowadzi¢ regulty transformacyjne dla operatora dywergencji przy zamianie zmien-
nych (ostatnia z ponizszych rownosci tatwo wynika z definicji operacji i operacji prze-
ciagania form):

*(div X) - ®*w = &*(div(X) - w) = ®*(d(X 1w)) = d(®* (X w)) = d(DD 1 (X)1d*w).
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Podsumowujac: przeciagniecie funkeji div(X) za pomoca odwzorowania ® to dywergen-
cja pola D®~!(X) liczona wzgledem przeciagnictej formy objetosci ®*w, tzn.

(6) d* div,,(X) = divg«, (D® (X)) .
Korzystajac z powyzszego wzoru tatwo sprawdzi¢, ze laplasjan A, 4y zdefiniowany jako
(7) A(T7¢)F = divww(grad(r,qﬁ) F) y

gdzie grad, 4) F' oznacza gradient we wspohrzednych biegunowych (patrz rownanie ),
spelnia zaleznosé . Istotnie,

A ony® f D divge(grad, g 0°) @ @ (dww(m)(gradw)cp f))) L

0" (dive(grad(y ) /) = @ (D f) -

Teraz pozostaje nam juz tylko wykonaé niezbedne rachunki korzystajac ze wzoru i
programu Mathematica. Zacznijmy od zdefiniowania przeksztalcenia biegunowego, gra-
dientu (odpowiedni wzor (|1)) we wspotrzednych biegunowych znamy juz z rozdziatu
i cofniecia standardowej formy objetosci

x = r Cos[Phi]; y = r Sin[Phi]l;
gradient = D[F[r, Phil, r] X[r] + D[F[r, Phi], Phil/r~2 X[Phi];
volume = Wedgel[d[x], d[y]]

Zauwazmy przy okazji, ze uzylismy funkcji X [r] i X[Phi]. W jezyku pakietu Differential-
Forms X[z] oznacza standardowy wektor e, skierowany wzdtuz wspolrzednej z. Teraz
pozostaje juz tylko policzy¢ ewaluacje gradientu na formie objetosci (uzywamy do tego
celu polecenia InteriorProduct) i obliczy¢ rozniczke tak otrzymanej 1-formy

InteriorProduct [gradient, volume];
FullSimplify [d[%]]

Poréwnujac to ostanie wyrazenie z forma objetosci volume (w tym celu mozna skorzystaé
z polecenia Component) i korzystajac z definicji dywergencji tatwo wnioskujemy, ze

O?°F 10F 1 0%F

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 8.3. Oblicz przeciagniecie standardowej formy objetosci dz A dy A dz w R? za
pomoca przeksztalcenia sferycznego (patrz rozdziat .

Zadanie 8.4. Oblicz przeciggniecie formy rézniczkowej f = zzdz A dy + zydy A dz za
pomocy przeksztalcenia f(z,y,z) = (€™, xz,yz).
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Zadanie 8.5. Rozwazmy forme rézniczkowa w = dy — zda w przestrzeni R3. Udowodnij,
ze forma —w Adw jest réwna standardowej formie objetosci de AdyAdz w R3. Rozwazmy
przeksztalcenia f, g : R? — R3 dane wzorami f(z,y,2) = (z,y —xz, —x) oraz g(z,y,2) =
(z,y + e* sin(x), z + €% (cos(z) + 2z sin(xz))). Oblicz przeciagniecie formy w za pomoca
przeksztatcen f i g. Co zaobserwowata(e)s?

Uwaga. Forma w jest przyktadem tak zwanej formy kontaktowej, zas przeksztatcenia f i
g to przyktady przeksztalcen zachowujacych te forme (kontaktomorfizmow albo transfor-
macji kontaktowych). Formy kontaktowe pojawiaja sie w wielu kontekstach w matema-
tyce (teoria réwnan rézniczkowych czastkowych, teoria sterowania) i fizyce (mechanika
klasyczna, termodynamika).

Zadanie 8.6. Korzystajac ze wzoru (8) na laplasjan we wspolrzednych biegunowych
sprawdz ze funkcja u(r, ) = b4ia2 (r? — fif—;) sin(2¢) spetnia réwnanie Laplace’a A, 4)u =

0. Zapisz te funkcje we wspotrzednych kartezjanskich i sprawdz, ze w tych wspoélrzednych
rownanie Laplace’a takze zachodzi.

Zadanie 8.7. Korzystajac z pomocy programu Mathematica udowodnij wzor SpOSo-
bem rachunkowym, tzn. uzywajac wzoréw na pochodng ztozenia wyraz drugie pochodne
funkeji f(z,y) po z iy przez drugie pochodne ztozenia f(®(r, ¢)) po r i ¢ oraz pochodne
riyporio.

Zadanie 8.8. Wykaz, ze laplasjan funkcji f we wspolrzednych sferycznych wyraza sie
wzorem

g PEL205 104 18 ) of
Or?2  rdr r2cos?(0) 0¢? 20602 r2cos() 00
Sprawdz, ze tak liczony laplasjan znika dla funkcji F(r,¢,6) = % (por. koniec roz-

dziatu .

Zadanie 8.9. Popraw plik DifferentialForms.m tak, by polecenie

Integrall[(1/2) x dly]l - (1/2) y dlx] ,
{ x -> R Cos[thetal, y -> R Sin[thetal}, {theta, 0, 2 Pi}]

zwracalo poprawna odpowiedz mR2.
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