O ZADANIU III1.21

Zadanie II1.21. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé
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Ponizej skupie si¢ na strategiach pozwalajacych wykorzysta¢ w dowodzie powyzszej nie-
rownoéci indukcje matematyczng. Jedna z uczestniczek zajeé¢ zwrocita mi jednak uwage, ze
mozliwy jest dowdd wprost, i to niezwykle elegancki — ten opisuje na koncu.

Préba dowodu indukcyjnego. Dla n = 1 nieréwnos¢ ma postaé % < %, co tatwo bezpo-

srednio sprawdzi¢. Jesli przyjmiemy nier6wnosc %% - 2’;;1 < \/% za zatozenie indukcyjne,
to nalezy wykazac
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Wykorzystujac zatozenie indukeyjne do oszacowania iloczynu wszystkich wyrazow poza ostat-

nim, sprowadzamy problem do nieréwnosci \/% . gﬂ; < \/2111? Przeksztalémy te nieréwnosé

roOwnowaznie:
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Otrzymalidémy jednak nieprawde, co oznacza, ze préba dowodu indukcyjnego nie powiodta
sie.

Wyjasnienie porazki i dalsze préoby indukcyjne. Otrzymanie sprzecznosci powyzej nie
oznacza, ze teza indukcyjna jest nieprawdziwa. Wrecz przeciwnie, tatwo sprawdzi¢ bezpo-
srednio, ze nier6wnos¢ jest spelniona np. dla n = 2 i n = 3. Nasza porazka oznacza jedynie,
ze wybrana droga do dowodu nie jest wtasciwa. Jedng z mozliwych strategii w takiej sytu-
acji jest wykazanie innej, mocniejszej nieréwnosci, z ktorej wynikataby ta wyjsciowa. Whbrew
pozorom mocniejsza nieréwnos$¢ moze sie okazaé bardziej podatna na metode indukcyjng.
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Najprostszym sposobem na znalezienie takiej nieréwnosci jest modyfikacja prawej strony
nierownosci. Proponuje czytelnikowi, zeby samodzielnie rozwazyt kazda z ponizszych propo-
Zycji:
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Pierwsza z propozycji mozna od razu odrzucié¢, bo liczba ﬁ jest wieksza od \/%771 — na-
wet jesli dowiedziemy takiej nierownosci, to nie mozemy stad wywnioskowaé¢ tezy zadania.
Druga propozycja nie poddaje sie indukcji, mozna jg tez zreszta odrzuci¢ juz na starcie,
sprawdzajac nieréwnosé¢ dla matych wartoséci n (dla n = 2 mielibysmy % . % < \/%, co nie jest
prawda). Trzecia opcja okazuje sie trafiona — dowdd indukcyjny w tym przypadku nie sprawia
probleméw. Warto samodzielnie uzupetié¢ szczegéty; tutaj podam tylko dowdd nieréwnosci
pozwalajacej tatwo wykonaé¢ krok indukcyjny:
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Dowéd nieindukcyjny. Ustalmy liczbe naturalng n i rozwazmy nastepujace dwie liczby:
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Zacznijmy od poréwnania powyzszych iloczynow wyraz po wyrazie. Dla kazdego k = 1,2, ...
mamy
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Po skorzystaniu z takich nieréwnosci dla & = 1,3,...,2n — 1 otrzymujemy A < B. Te

nierownos$¢ mozemy pomnozy¢ stronami przez B, co daje
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Po wzieciu pierwiastka z obu stron otrzymujemy nieréwnos$é¢ A < \/ﬁ’ ktora jest nawet
nieco mocniejsza niz ta z tresci zadania.
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