O ZADANIU 1.22

Zadanie 1.22. Oblicz:

26 + 15v3 + /26 — 15v/3.

Przedstawie dwa rézne sposoby (A i B) rozwiazania tego zadania. Sposéb A sprawia wra-
zenie ogolniejszego — wydaje sie, ze moze dziata¢ w innych podobnych przypadkach, podczas
gdy B nie daje takiej gwarancji. Przekonamy si¢ jednak, ze oba sposoby maja ten sam za-
kres zastosowania. Mysle, ze ze wzgledu na uzycie réznorodnych technik (wzory skréconego
mnozenia, wzory Viete’a) jest to catkiem pouczajace rozumowanie.

Sposéb A. Wprowadzmy pewne oznaczenia:

a = \/26+ 15v/3,
b= /26 — 15v/3,
2= a+b= 126+ 15v3 + /26 — 153,

Zacznijmy od wyznaczenia réznych wartosci, ktore pozwalaja sie wyrazi¢ w prostszy sposob:

a® =26 + 15V/3,
b® =26 — 15V/3,
a®+ b =52,

a-b=/(26+15V3) - (26 — 15v/3)
= V262 —152-3=+/1=1.

Korzystajac ze wzoréw skréconego mmnozenia, wyznaczymy teraz warto$é a® + b poprzez
wartosci x = a + b oraz ab:

a®+b° = (a+b)(a® — ab+b*) = (a + b)((a + b)* — 3ab).
Podstawiajac znane wartosci, otrzymujemy nastepujace rownanie na x:
52 = x(x* — 3).
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Na poczatek mozemy szukaé¢ pierwiastkow wymiernych — zgodnie z twierdzeniem nalezy
szukaé ich wéroéd dzielnikéw liczby 52 (jako ze wspotezynnik przy o wynosi 1). Latwo od-
najdujemy x = 4, a nastepnie zapisujemy rownanie jako

0=2a"—32—52= (v —4)(2* + 4z + 13).

Wielomian kwadratowy z? +4x + 13 nie ma pierwiastkow rzeczywistych, gdyz jego wyrdznik
jest ujemny (wynosi —36). Ostatecznie wnioskujemy wiec, ze szukana wartoscia wyrazenia
jest x = 4.

Sposéb B. Znajdziemy liczby catkowite ¢, d, dla ktérych zachodzi réwnosé
(¢4 dV3)® = 26 + 15V/3.
Jesli tylko nam si¢ to uda, to zachodzi réwniez analogiczna rownosé
(¢ — dv/3)* = 26 — 15v/3,
co pozwala obliczy¢
26+ 15v/3 + /26 — 15v/3 = (c + dv/3) + (c — dV/3) = 2.

Do dzieta! Rozwinmy (¢ 4+ dv/3)? w oparciu o wzér (z + y)* = 2° + 322y + 3z9° + y*:

(c+dV3)* = +3c% - dV3+3c-3d* + 3d>V3 = (¢ + 9cd?) + (3c*d + 3d°)V/3.
Jesli ma zachodzi¢ zadana réwnosé, to musza sie zgadzaé¢ odpowiednie wspotczynniki:

e+ 9ed? = 26,
3ctd + 3d® = 15.

Rozwiazanie tatwo znalezliby$my, przeszukujac wszystkie mozliwe wartosci ¢ i d, poczynajac
od najmniejszych. W tym przypadku mozemy jednak przepisa¢ drugie z réwnan w postaci
d(c? +d?) = 5. Jedli ¢, d > 1, to jedyng mozliwoscig jest d = 1 oraz ¢ + d* = 5, co prowadzi
do ¢ = 2. Widzimy, ze pierwsze rownanie rowniez jest wtedy spetnione. Ostatecznie wigc

26+ 15v3 + /26 — 15v3 = (2 4+ v3) + (2 — V3) = 4.
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Watpliwosci wobec sposobu B i ich rozwianie. Jak wida¢, rozwigzanie sposobem B jest
krotsze i koncepcyjnie tatwiejsze. Mozemy sobie jednak wyobrazi¢ podobne zadanie z innymi
danymi liczbowymi, w ktorym szukane ¢, d po prostu nie istnieja, a sposéb A nadal prowadzi
do wyniku. Wydaje sie mozliwe, ze zaden z dwoch pierwiastkow trzeciego stopnia nie daje sie
sprowadzi¢ do prostszej postaci (jak 2+ /3 powyzej), a nadal ich suma jest liczbg catkowita
— wowcezas jedynie sposéb A prowadzitby do celu. Przekonamy sie teraz, ze tak nie jest.

W tym celu wroémy do oznaczen z ze sposobu A. Idgc za tym sposobem, nie wyznaczalisSmy
bezposrednio wartosci a i b (czyli owych pierwiastkéw trzeciego stopnia), a jedynie ich sumy
a + b = 4. Wyprowadzilidmy za to réwnos$¢ ab = 1, a to juz pozwala wywnioskowac, ze a, b
sa pierwiastkami rownania kwadratowego

0= (z—a)(z—0b) =12~ (a+bx+ab=2"— 4z + 1.

Korzystajac ze znanego wzoru na pierwiastki, otrzymujemy najpierw wyroznik A = 12,
a nastepnie pierwiastki:

4++/12 4 —+/12
a:;:2+\/§, b=—"""=2_43
2 2
To rozumowanie pokazuje, ze jesli tylko sposéb A daje si¢ zastosowaé (tzn. otrzymujemy

catkowite wartosci dla ab, a nastepnie dla a + b), to sposoéb B réwniez dziata — istnieja
stosowne wartosci ¢, d.

Przyklad ku przestrodze. Rozwazmy podobne zadanie polegajace na wyznaczeniu war-
tosci wyrazenia

9+ 4v5+ Vo — 4v5.

Préba naiwnego zastosowania sposobu B koticzy sie niepowodzeniem — réwnosé (c+dy/5)% =
9+ 45 prowadzi do uktadu réwnan

c(c® 4+ 15d*) = 9,
d(3¢ + 5d) = 4,

ktéry nie ma rozwigzan w niezerowych liczbach calkowitych — wystarczy odnotowaé, ze ¢ +
15d? miatoby by¢ dzielnikiem 9. Tymczasem sposéb A mozna przeprowadzié¢ bez przeszkod.
Utrzymujac poprzednie oznaczenia, otrzymujemy a® + b3 = 18, ab = 1, wiec dla x = a + b
otrzymujemy réwnanie 18 = x(z* — 3), ktére posiada jedno rozwigzanie x = 3.

Gdzie jest haczyk? Otéz wyznaczmy a i b jak poprzednio: sg to pierwiastki réwnania
kwadratowego 22 — 3x + 1 = 0, a wiec
3+v5 . 3-6

b
2 2
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Wzor na pierwiastki rownania kwadratowego uwzglednia dzielenie przez 2 i to byt jedyny
powdd, dla ktorego sposoéb B nas zawiodt. Oczywiscie nie trzeba wiele, zeby poprawi¢ sytuacje

(Hj\ﬂ)s =9+ 45,

a calg reszte rozwigzania mozemy przeprowadzi¢ sposobem B bez zmian.

— wystarczy zmieni¢ ansatz na
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