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Zadanie 2. (a) Wyjasni¢, dla jakich € R zbiezny jest szereg potegowy

nl-z"

;1-3-...-(271—1)'

Celem tej notatki jest oméwienie tego zadania, a wiec:
e Przedstawienie réznych mozliwych rozwigzan

e Wskazanie, skad wzia¢ pomyst na rozwigzanie (zwlaszcza przy rozwazaniu przypadkoéw

brzegowych)

e Omowienie pewnych popularnych btedéw i Slepych zautkéw

Znalezienie promienia zbieznosSci

Wprowadzmy oznaczenie
n!
Ay -

T 13 (2n—1)
w zadaniu mamy wtedy do czynienia z szeregiem potegowym > a,x". W ogdlnosci promien
zbieznosci R jest dany wzorem Cauchy’ego—Hadamarda % = limsup,,_,, {/|an|. Wiadomo

przy tym, ze jesli ktorys z ciagow {/|a,| lub |25 jest zbiezny, to jego granica rowniez jest
1/R.
SPOsSOB A. Skorzystamy z tego drugiego wzoru. Wyznaczamy:
Uny1| (n+1)! 1-3-...-2n—1) n+1 , .5 1
an | 1-3-...-2n—1)-(2n+1) n! C2n+1 2’



Promien zbieznosci wynosi wiec R = 2. W ten sposoéb dowiedzieliSmy sie, ze szereg jest
zbiezny dla x € (—2,2) i rozbiezny dla = ¢ [2,2]. Pozostaje zbada¢ przypadki = = £2.

SPosOB B. Skorzystamy z pierwszego wzoru. Jest to nieco trudniejsze i bedzie wymagalto
skorzystania ze znajomosci asymptotycznej réwnosci v/n! ~ n/e, czyli tak naprawde granicy
@ — % Przydatne bedzie tez zapisanie mianownika w innej postaci:
1-2-3-...-(2n—1)-(2n)  (2n)!

2-4-...-(2n) S 2npl

1:3-...-(2n—1)=

W ostatnim przej$ciu z kazdego czynnika w mianowniku ,wyjeliSmy” dwojke, w ten sposob

uzyskujac iloczyn definiujacy n! przemnozony przez odpowiednia potege dwojki. Otrzymali-
2m.(n!)2
(2n)!

Smy zatem nowg postac ciggu a,: . Wyznaczamy:

¥lonl = Qf (m) (2W/2n

Stad oczywiscie wniosek ten sam co poprzednio.

5"

nl/n )2 n2 oo 2'<1/€)2'411:1

2n)? 17/6

Rozwazenie przypadkéw brzegowych

Pozostaje zbada¢ zbieznos¢ szeregu dla x = £2, czyli zbiezno$é¢ szeregéw > 2" - a,, oraz
> (—2)"a,. Wykazemy, ze ciag 2" - a,, nie zbiega do zera, co wykluczy zbieznos¢ ktéregokol-
wiek z tych dwoch szeregow. W konsekwencji szereg zadania jest zbiezny doktadnie dla x
z przedziatu otwartego (—2,2) i zadnych innych. Ale jak do tego doj$¢? Sposobéw jest kilka.

27.(n!)?
(2n)!

Idac tym tro-

SposOB C (kontynuacja sposobu B). Otrzymany w ramach rozwigzania wzor a, =

(2n)!
nln!”

moze przywota¢ skojarzenia z symbolem Newtona, konkretnie z (%ff) =

pem, otrzymujemy
22n

=

Przypomnijmy teraz, ze zbiér 2n-elementowy ma 22" podzbioréw, przy czym sposréd nich

2" .

symbol Newtona (2:) zlicza te n-elementowe. Lub alternatywnie: ze suma wyrazéw 2n-tego

rzedu trojkata Pascala wynosi 22". W obu przypadkach wnioskujemy, ze (%;‘) < 22" a wiec
> 1. To konczy dowodd a,, # 0.

SposOB D (kontynuacja sposobu A). Przywolajmy rachunek “2+ = 2’3:;11. Wynika z niego,
VAS
2n+1 *Upa _9 ant1 . 2n + 2
om.q, a, 2n+1



Oczywiscie granica tego wyrazenia jest 1, wiec kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbiez-
nosci szeregu > 2" - a, (zob. uwagi na temat bltedéw i §lepych zautkéw). Widaé za to, ze

2 gy 1, a wiec ciag 2"a,, jest rosnacy. To oczywiscie wyklucza zbieznos¢ tego ciggu do

27,
zera, bo daje dolne ograniczenie a,, > a; = 1.

SP0sOB E (préba zastosowania kryterium Leibniza). Szereg Y- (—2)"a,, mozna przedstawi¢
w postaci Y (—1)"b,, gdzie oczywiscie b, = 2" - a,. Naturalnym pomystem na zbadanie
zbieznosci jest sprawdzenie, czy spetnione sg zatozenia kryterium Leibniza. W szczegdlnodci
nalezy sprawdzi¢, czy ciag 2" - a, jest nierosnacy. Sprawdzmy:

2n+1'an+l < 2n'a/n
+ 1)! n!
— 27l+1' (n <2n
3. (2n—1)-2n+1) 1-3-... (2n—1)
n+1
— : <
2n +1

<— 2n+2<2n+1

Jak wida¢, nie jest to prawda dla zadnego n. Mozna skonkludowac, ze kryterium Leibniza
zwyczajnie sie tutaj nie stosuje. Ale mozna tez odnotowal, ze tak naprawde wykazaliSmy
przeciwna monotoniczno$¢: cigg 2" - a,, jest rosngcy! Tak jak w sposobie D, prowadzi to do
konkluzji, ze a, > 1.

SPOSOB F (zastosowanie wzoru Stirlinga). Umieszczam to gltéwnie jako ciekawostke, choé

niektérzy z piszacych ten wzor znali. Korzystajac z asymptotycznej réwnosci n! ~ +/2wn(n/e)"

(znanej jako wzor Stirlinga) oraz postaci a, = 272'2%!!)2 (zob. sposéb B), otrzymujemy
o (M) s, 2mm(n/e)*"
2" . q, = 27" ~ 27 = /7.

(2n)! V2m - 2n(2n/e)?"

Stad mozemy wywnioskowac nie tylko rozbieznos¢ 2" - a, — oo, ale réwniez tempo tej

rozbiezno$ci.



Popularne btedy i slepe zautki

Kryterium d’Alemberta nie dziata. Wiele oséb sprawdzalo zbieznosé szeregéw > (+2)"a,
za pomocyg kryterium d’Alemberta i otrzymywato granice 1, co nie pozwala rozstrzygnac
zbieznosci. To oczywiscie nie jest btad, ale warto zwrdci¢ uwage, ze wysitek ten byt z gory
skazany na porazke: kryterium d’Alemberta nigdy nie dziala na brzegu przedzialu zbiez-

“tL| — g, to za promien zbieznodci przyjmujemy R = 1/g, a nastep-

nosci. Mianowicie, jesli

an+41
n

nie w ramach przypadkéw brzegowych badamy zbieznos$é szeregéw > (+R)"a,. Kryterium

d’Alemberta prowadzi wtedy do badania granicy:

(:I:R)”+1an+1
(£R)"ay,

Podobnie jest z kryterium pierwiastkowym Cauchy’ego.

Qp+1

:R-

— R-g=1.

n

Kryterium Cauchy’ego jest spdjne z kryterium d’Alemberta. Niektore osoby
twierdzity, ze ciag b, := 2"a,, spelnia

bn+1
bn
Whnioskowano stad, ze co prawda kryterium d’Alemberta nie pozwala rozstrzygnaé zbieznosci

— 1, /b, — 2.

szeregu Y. by, ale kryterium Cauchy’ego juz tak (mianowicie, ze szereg jest rozbiezny). Oczy-
wiscie takie wnioskowanie wiaze si¢ z btedem gdzies w obliczeniach, gdyz ciag /b, zbiega
do 1, a nie do 2. Ale jest tez btad bardziej podstawowy: prawdziwa jest ogdélna zasada, ze
ze zbieznosci b’g—:l wynika zbieznosé¢ /b, do tej samej granicy. Jesli wiec jedno kryterium
(d’Alemberta lub Cauchy’ego) nie stosuje si¢ ze wzgledu na otrzymanie granicy 1, to drugie

nic nie moze pomoc.
Inne btedy:

e Popularne byto stosowanie wzoréw na promien zbieznosci pozbawionych modutu. W tym
zadaniu to wszystko jedno (bo a, > 0), ale w przypadku ogdlnego szeregu potego-
wego Y. c,z" moze prowadzié do bledu. Jesli np. ¢, = (—1)"2L (czyli jest to ciag
1,1,-1,-1,1,1,...), to ciag “** nie jest zbiezny, a przeciez promiefi zbieznosci jest

n

dobrze okreslony (wynosi 1).

e Niektérzy naduzywali kryteridw zbieznosci, stwierdzajac np. dla szeregu Y a,, zbiez-

An41

nos¢/rozbieznosé na podstawie granicy “** — 1, zbiezno$¢ na podstawie nieréwnosci
n

“tl <1, albo zbiezno$¢ na podstawie granicy “ — —1 <1 (tu widac, ze zalozenie
a, > 0 jest ztamane). Albo twierdzac, ze szereg > (—1)"a, moze by¢ zbiezny jedy-
nie wtedy, gdy ciag a, jest dodatni i malejacy. Lub tez stwierdzajac (w podpunkcie
b tego zadania), ze szereg posiadajacy wyrazy obu znakéow moze byé zbiezny jedynie

warunkowo.



