1 Twierdzenie Fubiniego

Twierdzenie Fubiniego. Jedli f: R"™™ — R jest funkcjg calkowalng, to

/W 1) Donim(2) = [ ( /R fay) dAm(y)) A\ (z).

Uwaga 1. Ta sama réwnos¢ zachodzi z odwrotna kolejnoscia catkowania, i w ogdle
z dowolnym rozbiciem z € R"*™ na dwie zmienne.
Uwaga 2. Catkowalnosé funkcji

y+— f(z,y) (dlap.w.zeR"), T — /Rm fz,y) d\,u(y)

jest czescig tezy twierdzenia.
Uwaga 3. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy f jest nieujemna funkcjg mierzal-

na.

Zadanie 1.1. Dany jest graf o V wierzchotkach i E krawedziach, w ktorym z
kazdego wierzchotka wychodza doktadnie 3 krawedzie.

(a) Wykazaé, ze 3V = 2E.

(b) Jaki ma to zwiazek z twierdzeniem Fubiniego?

Zadanie 1.2. Obliczy¢ catki

1 a3 1 1 5 T [Tsiny 11
/ / ev/* dy dz, / / e dx dy, / / dy dz, / / — dx dy.
o Jo 0 Jy 0 Ja y 0o Jy 1+ a4

Zadanie 1.3. Obliczy¢ catke [, f d)q, gdzie

(a) A={(z,y) eR?*: 0 <y <x <1}, f(x,y)zm—\l/g;
(b) A={(z,y) eR?: 0 < y < 2z}, flr,y)=(1—x+y)e ™
() A={(z,y) eR*: 2 +y* <y},  [floy) = T

2442 :

Uwaga. Nie w kazdym przypadku jest oczywiste, ze zatozenia twierdzenia Fubinie-
go sg spetnione.

Zadanie 1.4. (a) Niech A bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym przez
parabole y = x? i prosta x + y = 2. Obliczy¢

/A 67 + 2y* dXo(, y).

(b) Niech B bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym krzywymi y = 22 i
y = 3. Obliczy¢

/B zy? ddo(z,7).
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Zadanie 1.5. Dla jakich n € Ni a € R funkcja f(z) = |z|* jest calkowalna

e na kuli jednostkowej w R™?
e na dopehieniu kuli jednostkowej w R™?

Wskazowka. Dla n = 1 odpowiedZ brzmi odpowiednio: o« > —1, v < —1.

Zadanie 1.6. Wykazaé, ze [ e = /7.
Wskazowka. Obliczy¢ caltke [go e dXso(z,y), korzystajac z twierdzenia Fubi-
niego i zasady Cavalieriego.

Zadanie 1.7. Obliczy¢ objetosé bryty powstalej w wyniku przeciecia dwéch (nie-
skoficzonych) walcow o promieniu 1 i prostopadle przecinajacych sie osiach.

Zadanie 1.8. Dla funkcji catkowalnej f wyprowadzi¢ réwnoscé

2 [ [ st asas= ([ o d)

Zadanie 1.9. ® Niech 0 < a < b. Obliczy¢ catke

0o AT _ e—bm
[y,
0 T

ar _ e=be — e~tr|l=a jako calke z pochod-

Wskazéwka. (sposob 1) Zapisaé roznice e~
nej.
Wskazéwka. (sposéb 1) Calke po przedziale [, 00) sprowadzi¢ przez podstawienie

do calki [a, b], a nastepnie przejsé¢ do granicy € — 0.

Zadanie 1.10. Niech A C R" bedzie zbiorem o skonczonej mierze Lebesgue’a.
Udowodni¢ implikacje

/ [z =yl ddon(z,y) <00 = / |z dA,(z) < oo.
AxA A

Zadanie 1.11. % (do 13.03.2025) Dane sa obszar 2 C R", funkcja catkowalna
F:R" — R" (tzn. kazda ze sktadowych F' ... F" jest funkcja catkowalng) oraz
promien r > 0. Definiujemy:

div, Fa) =2 [ Fy)-(y—a)dy, ()= [ (@-y)dy,
By () By (2)NQ

oraz przez (0S2), oznaczamy zbiér wszystkich punktéw odlegtych od 92 o najwyzej
r. Wyprowadzi¢ tozsamosc:
1
/ div, F(z) dox = 7/ F(zx) -7, () dz.
Q 09),

,
Uwaga. W granicy r — 0 mozna stad otrzymaé twierdzenie o dywergencji:

Jodiv F' = [yo F' - 7l dz. Bedziemy je omawia¢ pod koniec semestru.



2 Calkowanie przez podstawienie

Twierdzenie o zamianie zmiennych. Jedli ®: ) — € jest dyfeomorfizmem
dwoch zbioréw otwartych Q, Q' C R”, a f: ' — R jest funkcja catkowalna, to

/Q/f dA, = /Q(fo P) - |det D®| dA,

Uwaga 1. Catkowalno$¢ funkeji (f o @) - | det D®| jest czescia tezy twierdzenia.
Uwaga 2. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy f jest nieujemna funkcjg mierzal-

na.

Zadanie 2.1. Obliczy¢ pole obszaru pltaszczyzny ograniczonego od wewnatrz okre-
giem jednostkowym, za$ od zewnatrz krzywa opisang we wspotrzednych bieguno-
wych réwnaniem r = 2 + cos ¢.

Zadanie 2.2. % (do 17.03.2025) Dane sa kota wy, wy 0 promieniu 1. Pierwsze jest
nieruchome, a drugie toczy si¢ po nim bez poslizgu. Wyznaczy¢ pole ograniczone
przez trajektorie wybranego punktu na obwodzie kota ws.

Zadanie 2.3. Obliczy¢ érednig odlegto$é punktu tréjwymiarowej kuli jednostko-
wej do jej srodka.

Zadanie 2.4. Niech A C R? bedzie figura pod wykresem funkcji y = % na prze-

dziale x € [1,00), a B bryla obrotowa powstala przez obrét A wokét osi z. Wyka-
zal, ze Aa(A) = 00, ale \3(B) < o0.

Uwaga. Jest intuicyjnie zrozumiale, ze skoro Ag(A) = oo, to bryla B ma nie-
skonczong powierzchnie boczng. Moze to dziwic¢: bryty tej ,nie da si¢ pomalowac”
skonczong iloscig farby, cho¢ ,da sie ja wypeti¢ po brzegi”.

Zadanie 2.5. Wykazac, ze

1 72
dA = —.
/[0,1]2 1—ay 2(2,9) 6

Wskazowka. Obréci¢ o 45°, czyli zastosowaé podstawienie x = u +v, y = u — v.

72

Uwaga. Wraz z Zadaniem 3.2 daje to rozwigzanie problemu bazylejskiego: > 77 ; # =%

(zob. T. Apostol, A proof that Euler missed: evaluating ((2) the easy way, The Mathe-
matical Intelligencer 1983, oraz link)

Zadanie 2.6. Rozwazmy nastepujace przeksztalcenia ¢: C — C:


https://www.math.cmu.edu/~bwsulliv/basel-problem.pdf

(a) ®(z2) = 2%,
(b) ®(z2) = €.

Wskaza¢ mozliwie duzg dziedzing A C C, dla ktérej : A — ®(A) jest dyfeomor-
fizmem. Jaki jest wyznacznik rézniczki ®7?

Zadanie 2.7. ® Dane sa: funkcja p: R — R? (ozn. p = (x,y)) klasy C" oraz
obszar
Ep = {r-p(t):re(0,1), te(0,7)}

wzamieciony” przez wektor p(t) w czasie t € (0,1). Dla maltych 7" > 0 wyprowadzi¢
wzOr na pole tego obszaru:

1 /. )
Na(Br) =5 [ty — it

przy dodatkowym zatozeniu, ze funkcja podcatkowa sie nie zeruje.

Uwaga. Zadanie to pokazuje réwnowaznos¢ miedzy zachowaniem momentu pedu
(wyrazonego wzorem |p x p|) a II prawem Keplera (wyrazonym jako proporcjonal-
nos¢ pola Er do czasu T).

Zadanie 2.8. % (do 27.03.2025) Niech h: R" — R bedzie funkcja catkowalna,
a F': R" — R" funkcja gtadka o zwartym nosniku (tzn. zerujaca si¢ poza pewna
kula).

(a) Uzasadni¢, ze przeksztalcenie
@t:Rn%Rn, ¢t<x>:$+tF<x>

jest dyfeomorfizmem dla ¢ z pewnego przedziatu (—to, ). Wyznaczy¢ po-
chodna det D®,(x) wzgledem ¢ w punkcie ¢ = 0.

(b) Niech ¥, bedzie odwrotnoscia dyfeomorfizmu &, z punktu a). Wykazaé, ze
pochodng funkcji

fRSR, f(1) ::/ h(W,(z)) do

n

w punkcie t = 0 jest

£1(0) = / h(x)- <gi(x)+...+gf:(w)> de.

ozn. div F(z)

Wskazowka. Mozna przyjaé¢ wzor det(I +tA) =1+t -tr A+ o(t) za znany.



Zadanie 2.9. % (do 27.03.2025) Niech F': U — V bedzie dyfeomorfizmem (kla-
sy C') miedzy dwoma obszarami w R". Wprowadzmy oznaczenie

_ M(F (B (x)NT))

d.(x) = (B, dlaxz e U.

a) Wykazaé bezposrednio (nie powolujac sie na twierdzenie o zamianie zmiennych),
ze

/ d,(x) dz < A(V).
U

b) Wywnioskowaé z poprzedniego punktu, ze
/ | det DF(2)] dz < A(V).
U

¢) Wywnioskowaé twierdzenie o zamianie zmiennych.

Uwaga. Sensem tego zadania jest alternatywny dowdd twierdzenia o zamianie
zmiennych, wiec nie nalezy si¢ na nie powotywac¢. Mozna za to przyja¢ bez do-
wodu zbieznosé

d.(z) =% |det DF(z)]  dlaz €U,

ktora jest istotnym lematem réwniez w standardowym dowodzie.



3 Praca domowa — catkowanie w IR"

Zasady rozwigzywania. Rozwigzania zadan nalezy odda¢ na pismie podczas
zaje¢ 13 marca lub wczesniej. Po uzyskaniu indywidualnej zgody dopuszczalne
sa odstepstwa (przedtuzony termin i/lub forma elektroniczna), ale woéwczas liczba
zdobytych punktow dzieli sie przez 2.

Zadanie 3.1. Dany jest zbior
A={(r,y) eR*: 0 < y < 27, 2%y < 16}.

Obliczy¢ catke [, 1 dAs.

Zadanie 3.2. Wykazac, ze

1 =1
J Dafry) =3 5.

012 1 —ay =

Wskazowka. Wykorzysta¢ rozwinigcie funkcji ﬁ W szereg potegowy.

2

Uwaga. Mozna si¢ przekona¢ (Zadanie 2.5), ze lewa strona jest réwna %

Zadanie 3.3. Obliczy¢ objeto$¢ bryty powstatej w wyniku obrotu figury pod
wykresem funkcji y = 2%, x € [1, 2], woko? osi z.
Zadanie 3.4. Wyznaczy¢ catke
/ (2* + %) dha(,y), gdzie D={l<a2*—y* <2 2<zy<4, 2,y >0}
D

Wskazéwka. Mozna (ale nie trzeba) skorzysta¢ z podstawienia z +— 2% z Zada-
nia 2.6.



4 Przestrzen L' i sploty

Zadanie 4.1. Dany jest ciag funkcji f, € L' speiajacy || frs1 — fallp < 277
WprowadZzmy oznaczenia:

gu(@) = nf file),  g(a) := liminf f,(x)

k>n

i odnotujmy przy tym, ze g,(x) /" g(x). Wykazaé, ze:

fm(@) = fo(z) <D | fim(2) — f(2)] dla m,k > n,
j=n
/fm_gn<2_n+1 dlam)n,
/g—gn<2*"“ dla n € N.

Wywnioskowaé, ze f, zbiega do g w L', oraz ze ciag f,(z) jest zbiezny dla p.w. z.

Uwaga. Zadanie to daje alternatywny dowdd zupelnoéci przestrzeni L.

Zadanie 4.2. Wskaza¢ ciag funkcji f, € L'([0,1]) spetiajacy || f|lz1 < 1, ktory
nie posiada podciagu zbieznego w L1([0, 1]).

Uwaga. Istnienie takiego ciagu pokazuje, ze kula jednostkowa w przestrzeni L' ([0, 1])
nie jest zwarta.

Zadanie 4.3. Pokaza¢, ze dla dowolnego f € L'(R") funkcjaR™ 3 v — f(-—v) € L(R")
jest funkcja ciagta.

Wskazowka. Warto skorzysta¢ z faktu, ze funkcje ciaglte o zwartym nosniku sg
geste w LY(R™).

Zadanie 4.4. Niech ¢ € C°(R") bedzie funkcja gladka o zwartym nosniku i
calce [pn  réwnej 1; dla r > 0 okreSlmy ¢, (x) := r~"p(x/r). Wykazaé, ze jesli
f e LY(R"), to przy r — 0 zachodzi zbiezno$¢ o, * f — f w L'(R").

Wskazéwka. Skorzystaé z ciaglodci przesunieé (Zadanie 4.3).



Splot funkcji
(f9)(@)i= [ flw = y)oly) dy

R

Zadanie 4.5. Dane s3 dwie niezalezne ograniczone zmienne losowe A, B o war-
tosciach w liczbach naturalnych. Oznaczmy ay, := P(A = k), b, := P(B = k) oraz
cr = P(A+ B = k). Wykazaé, ze ciag (cx) jest splotem ciagdéw (ax) i (by), to

Znaczy
Cr = Z ak,ibi.
i€z
Przekonaé sie réwniez, ze wielomian 3 ciz* jest iloczynem wielomianéw 3 aja”

Zadanie 4.6. ® Dla a,b > 0 przyjmijmy

o 1
['(a) 1=/ 2% '™ dx oraz B(a,b) ;:/ 2 11— 2)" ! da.
0 0

I'(a)'(b)
T'(a+b) *

Wskazéwka. Wykorzystaé splot funkcji f.(z) = 27 te 1,50 dla ¢ = a, b.

Wyprowadzi¢ tozsamosé¢ B(a,b) =

Zadanie 4.7. Znalez¢ przyklad funkcji f, g € L'(R), dla ktérych catka definiujaca
f % ¢(0) nie jest zbiezna.

Zadanie 4.8. Wykaza¢, ze jesli f € L®(R") oraz g € L'(R"), to f x g jest funkcja
ciggly.

Uwaga. Norma L™ jest prawie jak norma supremum:

[ f]lzee = min{M >0 [f(z)| < M p.w.}

Przestrzen L zawiera wszystkie funkcje ograniczone prawie wszedzie.



Zadania dodatkowe

Zadanie 4.9. (kostki Sichermana) Niech A, B beda niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o jednostajnym rozktadzie na {1,...,6} (odpowiada to dwém rzutom kost-
ka). Znalez¢é niezalezne zmienne A’; B' o innym rozkltadzie na liczbach naturalnych,
ale dajace ten sam rozktad sumy A’ + B’ co A+ B.

Zadanie 4.10. Calki niewlasciwe

[ sin(x) sin(z/3) sin(z/(2k + 1))
Br '_/R ¢ z/3 7 z/(2k+1)

sa rowne m dla k =0,1,...,6. Ale dla k = 7 dostajemy

467'807'924'713'440'738'696'537'864'469
= m =
467'807'924'720'320/453'655'260'875'000

7 m — 0,0000000000 462 . . .
—_———

10 zer

Sprawdzi¢, ze podobny fenomen zachodzi przy splataniu funkcji fy := éﬂ(_d/g,d/g).
Oto6z liczby

Cp = f1* f1/3 cel X fl/(2k+1)(0)
sa rowne 1 dla k =0,1,...,6, ale dla k = 7 jest juz mnie;j.
Uwaga. Polecam filmy na kanale Youtube 3BluelBrown: Researchers thought this
was a bug (Borwein integrals) oraz But what is a convolution?.

Zadanie 4.11. Jesli p,q,r > 1 oraz %4— % =1+ %, to

L+ gllr < flleollgll zo-

Zadanie 4.12. Dla ¢t > 0 okreslamy tak zwane jadro ciepta g;: R” — R wzorem

g/(z) = (4mt)~"/? exp(—%) (gestosé rozktadu normalnego o wariancji 2), nastep-

nie dla f € L'(R") definiujemy H,f := f * g;. Wykazac¢, ze
(a) funkcja g; spelia réwnanie ciepta 0,g = Ag (gdzie A =011 + ... + Onn);

(b) funkcja Hyf(x) (zmiennych ¢, x) jest gtadka na (0, 00) x R™ i réwniez spetnia
of =AFf;

(e) [[Hef = fllze — 0 przy ¢t — 0;
(d) HeHsf = Heysf.
Wskazowka. W ostatnim punkcie warto najpierw wyprowadzi¢ wzor
O(Hy—1fe(2)) = (Hr—e(Ocfr — Af2))()
(w ktérym f; jest gtadka funkcja dwoch zmiennych ¢, z).


https://youtu.be/851U557j6HE
https://youtu.be/851U557j6HE
https://youtu.be/KuXjwB4LzSA

5 Wstep do miary powierzchniowej

Zadanie 5.1. (o polu kota i sfery) Zatézmy, ze wzér na obwdd kota 27r jest dany.

()

Koto o promieniu r kroimy na n réwnych wycinkéw, w przyblizeniu tréjkatow
o podstawie 27r/n i ramionach r. Uktadajac je na przemian jak na rysunku,
otrzymujemy z grubsza prostokat o wymiarach r x 7r, co dowodzi, ze koto
ma pole mr2. Uzupeié¢ brakujace szczegdty w tym rozumowaniu.

) WA

Poétsfere o promieniu r kroimy potudnikami na n przystajacych czesci, w przy-
blizeniu trojkatéw o podstawie 277 /n i ramionach 7r/2. Ukladajac je jak
poprzednio, otrzymujemy z grubsza prostokat o wymiarach r x mr/2, co do-
wodzi, ze sfera ma pole m2r%. Wskazaé¢ blad w tym rozumowaniu — dlaczego
,bledy przyblizenia” nie znikajg w granicy?

Uwaga. Polecam omdwienie tego problemu na kanale 3BluelBrown: How to lie
using visual proofs.

Zadanie 5.2. (o latarni Schwarza) Rozwazmy antygraniastostup prawidtowy n-
katny o wysokosci h i podstawie wpisanej w okrag o promieniu 1.

()

(b)

Wykazaé, ze powierzchnia boczna takiego graniastostupa po zrzutowaniu na
ptaszczyzne podstawy ma pole P, niezalezne od wysokosci h.

Latarnia Schwarza to powierzchnia powstata przez odpowiednie zlaczenie
podstawami k takich antygraniastostupéw, o wysokosci 1/k kazdy. Wykazac,
ze pole powierzchni latarni jest ograniczone z dotu przez kP,.

(c) Uzasadni¢, ze istnieje ciag latarni Schwarza zadany przez parametry n;, k; — oo,

dla ktorego pole powierzchni rozbiega do nieskonczono$ci.

Uwaga. Polecam omoéwienie tej konstrukeji na kanale Mathologer: What’s the curse
of the Schwarz lantern?

Zadanie 5.3. (o wyznaczniku Grama)

(a) Na zbiorze otwartym U C R™ dane jest przeksztatcenie F': U — R™ kla-

sy C' (n < m), o maksymalnym (réwnym n) rzedzie rézniczki. Oznacz-
my przez DF: R" — im DF' t¢ samg rozniczke rozumiang jako przeksztal-
cenie w mniejsza podprzestrzen. Wybierajac bazy ortonormalne A w R”

i Bwim DF, definiujemy
B
det ([DF} A)‘ .

Sprawdzi¢, ze definicja ta nie zalezy od wyboru baz.

‘detﬁ‘ =



https://youtu.be/VYQVlVoWoPY
https://youtu.be/VYQVlVoWoPY
https://youtu.be/yAEveAH2KwI
https://youtu.be/yAEveAH2KwI

(b) Wykazaé, ze
wyznacznik Grama = det(DFTDF) = | det DF|*.

Uwaga. Mozna tez zdefiniowa¢ det DF', ale w tym celu trzeba ustali¢ orientacje
odpowiednich przestrzeni i wybiera¢ wytacznie bazy dodatnio zorientowane.

Zadanie 5.4. Funkcje

fvg: (_71-/2771-/2) X RHRs?
f(a, B) = (cos 3,sin 3, sin ),
g(a, ) = (cos acos (3, cos asin 3, sin «)
parametryzuja odpowiednio walec C' = {(x,y,2) : 2* + y* = 1, |z| < 1} oraz sfere
S? z wyjetymi biegunami (0,0, +1).
(a) Wyznaczy¢ obrazy wektoréw bazy standardowej przy przeksztalceniu D f
(czyli O, f oraz dgf), wybraé¢ dogodna baze T C'i obliczy¢ wyznacznik | det D f].
(b) W podobny sposéb obliczy¢ wyznacznik |det Dg|.

(c) Poda¢ interpretacj¢ geometryczng przeksztatcenia h := fog™':S§? — C
(mozna je wyrazi¢ wzorem h(u, z) = (u/||u||, z)). Uzasadnié, ze przeksztal-
cenie liniowe

Dh: Tp82 — T,C

ma wyznacznik (w module) réwny 1.

(d) Obliczyé¢ bezposrednio wyznaczniki Grama \/det(DfTDf), \/det(DgTDg)
i poréwnaé z wynikami uzyskanymi w punktach a) i b).

Uwaga. Rozumowanie z punktu ¢) odpowiada temu, jak Archimedes wyznaczyt po-
le sfery w oparciu o pole walca. Omdwienie mozna znalez¢ na kanale 3Bluel Brown:
But why is a sphere’s surface area four times its shadow?


https://youtu.be/GNcFjFmqEc8

6 Podrozmaitosci R"

Definicja. Podzbior M C R"™ nazywamy m-wymiarowa podrozmaito$cig (inaczej:
rozmaitosciq zanurzong), jesli lokalnie wyglada jak fragment R™. Mozna przyjaé
dowolng z ponizszych definicji:

otw. otw.

M jest lokalnie wykresem: Vpem Ji<ii<...<im<n,U C P:=span(e;;),peV C R" peC!(U,P+)
= wykres
MNnV vk nv
.. tw. tw.
obrazem parametryzacji: Vpem 3 U'C R™,peV C R™, peCL(U,V), rank Dp—m
¢: U — M NV jest homeomorfizmem
. . .. otw.
poziomicg submersji: VpeM dpev C R", peC!(V;R"~™), rank Dp=n—m
M NV = poziomica ¢
. otw. otw.
jak R™ x 0: Vpem dpev C R, 0eU C R",peC(U,V) dyfeomorfizm
= obraz IZ
MNV braz R™ x {0} przy ¢

Zadanie 6.1. ® Przekonaé sie na wszystkie mozliwe sposoby, ze okrag jednost-
kowy S! C R? jest 1-wymiarows podrozmaito$cig. Wykaza¢ mianowicie, ze gérny
polokrag S' N {y > 0}

a) jest wykresem pewnej funkcji;

(a)
(b) jest obrazem pewnej parametryzacji;
(c) jest poziomica pewnej submersji;

)

(d) daje sie przeksztatci¢ na odcinek (by¢ moze nieskoniczony) za pomoca pew-
nego dyfeomorfizmu z pasa (—1,1) x (0, 00) na pewien otwarty podzbior R2.

Zadanie 6.2. Czy zbiory

A={a®+¢y°+2* =0}, B={a+¢y*+22=0}

w R? sg rozmaitosciami klasy C*'?

Zadanie 6.3. ® Niech funkcja f: (—oco,2m) — R? bedzie zadana wzorem

1,1 dlat <0,
s =00
(cost,sint) dlat > 0.

Przekonaé sie, ze f jest klasy C', ma pochodna pelnego rzedu, a ponadto jest
réznowartosciowa. Czy jej obraz jest jednowymiarows podrozmaitodcig w R??



Zadanie 6.4. Punkt P porusza si¢ ruchem jednostajnym wzdtuz odcinka od punk-
tu A = (0,0,0) do punktu B = (1,0,0). Podobnie w tym samym czasie () prze-
mieszcza si¢ z C' = (0,1,0) do D = (0,1,1). Niech M bedzie suma wszystkich
odcinkéw PQ (bez koncoéw), taczacych punkty P i Q) w jednoczesnych polozeniach.
Znalez¢ parametryzacje M i uzasadnié, Ze jest to rozmaitoéé dwuwymiarowa w R3.

Zadanie 6.5. Pokaza¢, ze zbiér macierzy ortogonalnych

O(n) ={Q € My : Q"Q =1}
jest rozmaitos$cig wymiaru n(n —1)/2. Opisa¢ przestrzen styczna do O(n) w punk-
cie I.

Wskazéwka. Funkcja F(Q) = QT @ nie jest submersja jako funkcja F': Myxn — My,
ale jako F': M,,x, — Sym,,,, juz tak.

Zadanie 6.6. Uzasadni¢ nastepujace pomocnicze fakty z topologii:

(a) Zalézmy, ze A jest przestrzenia zwarta, B przestrzenia Hausdorffa, a f: A — B
jest ciagta bijekcja. Wowcezas f jest homeomorfizmem.

(b) Zatézmy, ze A, B sa jak wyzej, natomiast f: A — B jest funkcja ciagla
spetniajaca na pewnym podzbiorze Ay C A warunek

fl@)=[fly) = z=ylbzyg¢A.
Wowezas obciecie f|a, jest homeomorfizmem pomiedzy Ag i f(Ao).

(c) Zatézmy, ze f: A — B jest ciagla wlasciwa bijekcja miedzy dwiema prze-
strzeniami Hausdorffa, a przestrzen B jest lokalnie zwarta. Wowczas f jest
homeomorfizmem.

Uwaga. Jesli to utatwi rozwiazanie, to mozna przyjac, ze A, B sa przestrzeniami
metrycznymi.

Zadanie 6.7. % (do 10.04.2025) Niech M bedzie standardowa wstega Mobiusa
w R?, np. opisang przez parametryzacje:

r = 1—1—%005% COS U
1+ 5cosy)sinu O<u<2r, —-1<v<l)

— Vgl
z = gsing

Wykazaé¢, ze cho¢ M jest rozmaitoscia, to nie da sie przedstawi¢ jako poziomi-
ca submersji. Innymi slowy, nie istnieje zbioér otwarty M C U C R? i funkcja
F: U — R klasy C!, dla ktérej

M = F~(0), rankdF(z) =1 dlaxz € M.



Zadania dodatkowe

Zadanie 6.8. Przekonad sie, ze przeksztalcenie

PR\ {0} - R\ {0}, i(a) = |f|2

jest gladkim dyfeomorfizmem speliajacym i* = id. Sprawdzi¢, ze zadaje ono

bijekcje pomiedzy zbiorami

P={zv:a; =1}, S={a:|z—le| =3} \{0},

a wiec parametryzacje sfery z wyjetym punktem.

Uwaga. Przeksztatcenie ¢ nazywa sie inwersjg, a w obcieciu do ¢: S — P — rzutem
stereograficznym.

Zadanie 6.9. Dla promieni 0 < r < R wprowadzmy torus

2
T, r= {(:L‘,y,z) cR3: (W_R) +22:r2} C R

otrzymany przez obrét okregu o((R,0),r) w plaszczyznie xz wokol osi z. Rozwaz-
my tez standardowy torus T? = S! x S!, czyli zbiér

T2 = {(.Tl,x27$3,$4) ER*: 22 +25=1, 22 +22 = 1} C R*.
Uzasadni¢, ze jedno i drugie jest rozmaitoscig. Sprawdzi¢, ze
(21,29, w3, 24) = (R +r21)23, (R4 121) 24, 722)

jest homeomorfizmem T? — T, .

Zadanie 6.10. Niech f\(z,y) = 2% + \(z? — 3?) dla dowolnych z,y, A € R.

(a) Dla jakich ¢ € R zbior {(z,y) € R? : fo(z,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla
jakich ¢ jest spojny?

(b) Dla jakich ¢ € R zbiér {(z,y) € R? : fi(z,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla
jakich ¢ jest spéjny?

Zadanie 6.11. Pokazac, ze zbior
K={(z,y,2) ER*: 2 +y* + 2 =9, ay +yz + 22 =8} CR®

jest krzywa (tj. 1-wymiarowa rozmaitoscia) klasy C'. Czy jest to krzywa spojna?

Wskazéwka. Moze by¢ pomocne rozwazenie wielkodci (x + y + 2)2.

3



Zadanie 6.12. Niech S? = {(z,y,2) € R®: 22 + y* 4+ 2? = 1} bedzie standardowa
sferg oraz
Sprawdzi¢, ze F(S?) jest zwarta rozmaitoscia.

Uwaga. Jest to tzw. plaszczyzna rzutowa. Jako przestrzen topologiczna mozna
opisa¢ jg prosciej: jest to sfera S? z utozsamionymi punktami antypodycznymi
(czyli parami z 1 —z).



7 Miara powierzchniowa
Zadanie 7.1. Obliczy¢ dtugos¢ krzywej zadanej poprzez parametryzacje

o(t) = (cost,sint,t) dla t € (0,2m).

Zadanie 7.2. Obliczy¢ miare powierzchni zadanej poprzez parametryzacje

o(r,t) = (rcost,rsint,t) dlar € (0,1), t € (0,2m).

Zadanie 7.3. Znalez¢ parametryzacje krzywej opisanej rownaniem
(1’2 + y2)2 — x2 o y2’

a nastepnie wyznaczy¢ jej dtugos¢ na tyle jawnie, na ile sie uda.

Zadanie 7.4. Obliczy¢ pole powierzchni paraboloidy

M = {(x,y,x2+y2):x2+y2 < 1}.

Zadanie 7.5. (reguta Pappusa-Guldina) Wykazaé, ze miara powierzchni obroto-
wej powstale] w wyniku obrotu krzywej I' wynosi 27 razy catka po I' z odleglosci
do osi obrotu. Lub inaczej: 27r - [(T'), gdzie r jest odlegtoscig $rodka ciezkosci I'
od osi obrotu.

Zadanie 7.6. Wyznaczy¢ wzor na pole powierzchni bocznej walca i stozka (o wy-
sokosci h 1 promieniu r) na dwa sposoby:

(a) w oparciu o regute Pappusa-Guldina;

(b) przez wskazanie izometrycznej figury plaskiej w R? (chodzi o to, zeby réz-
niczka parametryzacji byta wtozeniem izometrycznym).

Zadanie 7.7. ® Obliczy¢ catke

/ 22 dle,
C

jesli C' to krzywa powstala w wyniku przeciecia sfery jednostkowej (o réwnaniu
22+ y* + 22 =1) z plaszczyzna v + y + z = 1.



Zadanie 7.8. Wykazaé szczegdlny przypadek twierdzenia o catkowaniu po wiok-
nach:

[ @) ar@ = [ [ f(a) dlos, (@) ar

dla wszystkich funkcji f € L'(R").

Zadanie 7.9. ® Wykazaé, ze srednia odlegtosé punktéw n-wymiarowej kuli o pro-

mieniu /2 do srodka tej kuli wynosi 25 R.

Zadanie 7.10. Dane sa rozmaitosci M C RM (m-wymiarowa) i N C RN (n-wy-
miarowa). Wykazaé, ze zbiér

MN ={(z,y) eR"N :2e M, yec N}

jest rozmaitoscia m 4+ n-wymiarowg. Dla odpowiednio regularnych funkcji
f: M x N — R wyprowadzi¢ wzor

/MxN F(a,y) dlyoen(a, y) = /N /M Fla,y) diu(z) din(y).

Zadanie 7.11. % (do 17.04.2025) (twierdzenie o catkowaniu po wiéknach) Za-
tozmy, ze H: U — R jest funkcjg klasy C* na U C R", a jej gradient nie zeruje sie
na zbiorze zwartym K C U. Dla odpowiednio regularnych funkcji f wyprowadzié¢

wzor fa)
x
(@)= [ [ L)y dt.
/Kf(:zc) (z) R JrnH-1(t) |VH(2)] H=®
Wskazowka. Mozna skorzystac¢ z nastepujacej wersji TFU: dla dowolnego punktu

istnieje dyfeomorfizm otoczenia ® spelniajacy tozsamos$é H(P(t,u)) = t.



8 Otoczenia tubularne

Zadanie 8.1. Niech M C R? bedzie wykresem funkcji f(z) = |2|%2. Przekona¢
sie, ze dla matych € > 0 punkt (0, ) ma dokladnie dwa punkty najblizsze na M.

Zadanie 8.2. Rozwazmy torus zanurzony w R3:

T = {(x,y,z):(m—3)2+z2:r2} (0 <r < R)

oraz plaszczyzne V C R3. Czy rzut ortogonalny 7' na V ma gtadki brzeg? Innymi
stowy: czy torus widziany ludzkim okiem jest gltadki?

Zadanie 8.3. Niech M C R" bedzie gtadka m-wymiarows podrozmaitoscia. Wy-
kazaé, ze nastepujace zbiory

TM ={(p,v):pe M, veT,M} (wiazka styczna),
T+M = {(p,v):pe M, v € TpLM} (wiazka normalna)

sg podrozmaitoéciami R?® wymiaru odpowiednio 2m i n.

Zadanie 8.4. Niech 2 C R" bedzie ograniczonym obszarem o gladkim brzegu.
Uzasadni¢, ze funkcja

d(x) = dist(z, Q°) — dist(z, 2)

jest gtadka na pewnym otoczeniu 052, ponadto dla p € 00 gradient Vd(p) jest
wektorem normalnym wewnetrznym do 0f2.

Definicje. Niech M C R" bedzie gtadky zwartg podrozmaitoscig, a 7: V. — M
rzutem na najblizszy punkt (okreslonym na pewnym otoczeniu M C V' C R").
Definiujemy:

e druga forme podstawowa A,(u,v) := —Df,ﬂ(u, v)dlap e M, u,v € T,M,;

e krzywizne Riemanna Rm,(a, b, c,d) = (A,(a,d), A, (b, c))—(A,(a,c), Ay(b, d))
dlape M, a,b,c,d € T,M;

e w przypadku dim M = 2 krzywizne Gaussa K, = Rm,(u,v,v,u) dla p € M
i dowolnej bazy on. uw,v € T,M.

Zadanie 8.5. Niech M i 7w beda jak w definicji wyzej. Uzasadnié, ze:
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(a) dlap e M, Dym: R" — R" jest rzutem ortogonalnym na 7, M;

(b) jesli f: U — M jest funkcja gtadka okreslona na pewnym podzbiorze prze-
strzeni euklidesowej, to D%, m(0i f (x), ; f (x)) jest rzutem ortogonalnym d;; f ()
na Tfl(x)M .

Wskazowka. Zroézniczkowaé dwukrotnie tozsamosé mo f = f.

Zadanie 8.6. Dla sfery jednostkowej M = S"~! C R™ wyznaczy¢ wzory na:
(a) rzut 7: R™\ {0} — S"°1;
(b) druga forme podstawowa A,(u,v) = (u,v) p;
(c) krzywizne Riemanna Rm,(a,b, c,d) = (a,d) (b, c) — (a,c) (b, d);
)

(d) w przypadku n = 3 krzywizn¢ Gaussa K, = 1.

Zadanie 8.7. % (do 28.04.2025) (czes¢ theorema egregium Gaussa) Zatbézmy, ze
f: U — M jest izometryczng parametryzacja fragmentu pewnej gtadkiej zwartej
powierzchni M C R?, czyli D, f jest wlozeniem izometrycznym dla kazdego = € U.
Dla i, 7, k,l = 1,2 wyprowadzi¢ tozsamosci

3ijf : 5’kf =0, aijf : aklf =—0;f- ajklf'

Wywnioskowaé, ze krzywizna Gaussa K, jest zerowa dla wszystkich p € M.

Uwaga. Wynika stad w szczegdlnodci, ze nie istnieja izometryczne odwzorowania
kartograficzne Ziemi.

Zadanie 8.8. % (do 05.05.2025) Niech 2 C R" bedzie ograniczonym obszarem
o gtadkim brzegu, a d funkcja odlegtosci od brzegu jak w Zadaniu 8.4. Ustalmy
gtadka funkcje n spelniajaca n(s) = 0 dla s < % in(s) =1dlas > 1, a nastepnie
okreslmy h,.(z) := n(d(x)/r).

(a) Uzasadnié, ze jesli F': R® — R" jest funkcja gladka, to

/ F(z) - Vh(z) dz =% — [ F(z) - n(z) dlga(2),
Q o0
gdzie n(z) jest wektorem normalnym zewnetrznym (czyli n(z) = —Vd(z)).

(b) Wywnioskowaé twierdzenie o dywergencji

/Qdiv F(z)dz = /(99 F(z) - n(z) dlga(z),

gdzie div F = 0, F' + ... + 9, F™ jest dywergencja pola F.



O formach rézniczkowych

Czego sie spodziewaé¢? Kurs analizy matematycznej mozna prawie uznaé za
zakonczony. Ostatnim prawdziwie analitycznym twierdzeniem, jakie poznamy, jest
uogodlnienie tzw. podstawowego twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego
(czyli [P f'(z) dz = f(b) — f(a)) na wyzsze wymiary. Jest to twierdzenie Stoke-
sa, stwierdzajace réwnos¢ [, dw = [y, w. Zamiast niego nieco tatwiej jest sfor-
mutowaé¢ réwnowazne mu (z dokladnoscia do pewnych technicznych szczegdtéw)
twierdzenie o dywergencyi:

/M divys F(z) dl () = /6 F(x) - () dlpa ().

M

Tutaj M C R™ jest zwarta m-wymiarowa podrozmaitoscia z brzegiem, divs F(x) to dywergen-
cja zdefiniowana jako suma Z;nzl (D, F(e;),e;), gdzie ey, ..., e, jest wybrana baza on. T, M.
Natomiast 7(z) to wektor normalny zewnetrzny (styczny do M, ortogonalny do 9M).

Pozostata czes¢ materiatu, jaki nam pozostal, to przede wszystkim algebra wieloli-
niowa. Ta okoliczno$¢ ma oczywiscie szereg zalet i wad, znanych wszystkim z kursu
geometrii z algebra liniows.

Co zyskujemy? Zyskujemy przede wszystkim zgrabny algebraiczny jezyk, ktory
(po wstepnym oswojeniu) pozwala ujmowaé wiele probleméw w sposob zwiezly,
pozwalajacy na ogolne i geometryczne ujecie, a jednoczesnie utatwiajacy konkretne
rachunki. Kilka przyktadow:

e Pojecia gradientu (grad /V), dywergencji (div), rotacji (rot /curl) wszyst-
kie da si¢ uja¢ jako szczegoélne przypadki operatora rézniczki zewnetrznej:
w — dw.

e Znane z fizyki pojecia pracy sity wzdtuz krzywej oraz strumienia pola przez
powierzchnie sg szczegdlnymi przypadkami catkowania formy rézniczkowej:

Sy w.

e Calkowanie przez podstawienie w klasycznej postaci to wzor

/Uf(cb(:c))ydeth>| dz = /Vf(y) dy  (gdzie ®: U — V),

a w jezyku form rézniczkowych przyjmuje postaé [; ®*w = [, w. Forma w
niejako zawiera w sobie zarowno informacje o funkcji podcatkowej f, jak
i o mierze, wzgledem ktorej catkujemy.

e Wiele wlasnosci mozna sformutowacé w zwiezty sposéb, co utatwia operowanie
pojeciami. Przyktadowo:

fanB)= (o)A (fP),  df'w)=[f(dw),  d(dw)=0,

oraz wspomniane wczedniej rownosci [y, dw = [y, w, [y P'w = [, w.



9 Catkowanie 1-form rézniczkowych

Oznaczenia i definicje: Przez dzy,. .., dx, oznaczamy standardowa baze (R™)*
(funkcjonaléw liniowych), a 1-formq rézniczkowq nazywamy kombinacje liniowa
ardzry + ...+ apdz, o zmiennych wspoétezynnikach. Catka z fdz po (a,b) to po
prostu f; fdz, a w ogblnym przypadku stosujemy wzor [pw = [, p'w, gdzie:

e p: (a,b) — I jest parametryzacja krzywej I' (z zachowaniem orientacji);
e p*w to przeciggniecie, czyli funkcjonal (p*w)(v) = w(Dp(v)), lub inaczej

p(ardry + ... + apday) = (a1 (p)p] + . .. + an(p)p),)d.

y2dez—2zxydy

iyt wzdhuz potokregu 22 + y? = 1,

Zadanie 9.1. Obliczy¢ catke z formy
y = 0, o poczatku (1,0) i konicu (—1,0).

zdx+ydy

Zadanie 9.2. Obliczy¢ catke z 1-formy =3 s

gu jednostkowym.

po (dodatnio zorientowanym) okre-

Zadanie 9.3. (tw. Stokesa 1D) Niech f: U — R bedzie funkcja klasy C', a df jej
rozniczka. Wykazac, ze

Jdf = 1) - f(@)

dla dowolnej krzywej I' C U z a do b.

Zadanie 9.4. Praca wykonana przez sit¢ F': R" — R" wzdhuz zorientowanej krzy-
wej I' € R” jest zdefiniowana jako catka

/F p) di(p),

w ktorej f(p) jest jednostkowym wektorem stycznym do I' (wskazujacym zgodnie
z orientacjy). Sprawdzi¢, Ze jest ona tozsama z catky z 1-formy Fldz,+. ..+ F"dx,.
Uwaga. Ten sam zwiazek mozna wyrazi¢ w przeciwnag strone: catka z 1-formy [pw
pokrywa sie z catka [ w(T ) dl.

Zadanie 9.5. ® Sprawdzi¢, ze pole grawitacyjne F (x) = —ﬁ jest potencjalne,
czyli ze istnieje funkcja E: R?® — R speliajaca tozsamo$é VE = F. Wywniosko-
wacé, ze praca sity grawitacji wzdtuz dowolnej zamknietej krzywej wynosi zero.



Zadanie 9.6. Wykaza¢, ze jedli Q jest ograniczonym obszarem klasy C, to

1
/ xdy:—/ yda::f/ zdy — ydr = A (Q).
e Ele! 2 Joq

Zadanie 9.7. ® Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa
7(t) = (acos®(t), asin®(t)) (t € [0,27])

dla zadanego a > 0.

My w postaci f(z,y)dx + g(,y)dy

i przekonad sie, ze zachodzi tozsamo$¢ —d, f + 0,9 = 0 w R?\ {0}. Wykaza¢, ze nie
istnieje forma n = f(z,y)dx + g(x,y)dy spehiajaca ten warunek w R? i rézniaca
sie od w jedynie na pewnym otoczeniu zera.

Zadanie 9.8. ® Zapisa¢ 1-forme w =

Zadanie 9.9. Czy forma w = % z poprzedniego zadania daje sie zapisaé

w postaci d,h(x,y)dx + O,h(x,y)dy dla pewnej funkeji h: R?\ {0} — R? Czy jest
to mozliwe na mniejszym zbiorze R, x R?

Zadanie 9.10. Zalézmy, ze formaw = f(z,y)dr+g(z,y)dy klasy C! jest okreglona
na kuli jednostkowej i spetnia warunek 0,f = 0,9. Wykaza¢, ze dla funkcji h
okreslonej wzorem

1
h(z,y) = / w = / [tz ty)r + g(tz, ty)y dt
[(0,0),(29)] 0

zachodzi w = 0, h(x, y)dz + O,h(z,y)dy.
Wskazowka. Przedstawié¢ 0,h w postaci [y 0;(f(tz, ty)t) dt.

Uwaga. Na wyktadzie poznamy duzo bardziej ogdlny lemat Poincarégo, zgodnie
z ktérym na obszarze gwiazdzistym kazda forma zamknieta jest dokladna (sens
tych stéw poznamy w odpowiednim czasie).

Zadanie 9.11. Dla ograniczonego obszaru 2 C R? klasy C* oraz pola wektorowego
F € C'(R?,R?) wyprowadzi¢ twierdzenie o dywergencji

/89 F(p) - fi(p) di(p) = /Q div F(z) dz.

Tutaj div F' = 0, F' + 0, F? to dywergencja, a 7i(p) to jednostkowy wektor prosto-
padty do 012, skierowany na zewnatrz.

Wskazowka. Skorzystaé¢ z Zadania 9.4.



Zadanie 9.12. % (do 08.05.2025) (wstep do Funkcji Analitycznych) Niech f: C — C

bedzie funkcja zespolong, przedstawiong jako kombinacja f = u + v funkcji rze-
czywistych. Zdefiniujmy catke zespolong po krzywej I' C C wzorem

/Ff(z)dz = / (u(z) +iv(2))(dx + idy)
—/ z)dx — v(z dy—l—z/ u(z)dy + v(z)dz.

(a) Przekona¢ sie, dla jesli Q C C jest ograniczonym obszarem klasy C! oraz

f el to

/aQ f(z)dz = /Q(—ayu — 0,0) 4 i(Opu — Oyv) d).

(b) Sprawdzi¢, ze pochodna zespolona f’(z) = limh_,()% (w ktorej h
jest parametrem zespolonym) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy f jest réz-
niczkowalna w z (w zwyczajnym sensie) oraz spehia réwnania Cauchy’ego—
Riemanna:

Oyu(z) = 0yv(2), Oyu(z) = —0,v(z).

(¢) Wywnioskowaé, ze jesli f jest wszedzie rézniczkowalna w sensie zespolonym
oraz f € C', to calka zespolona [;. f(z)dz po dowolnej krzywej zamkniete]
I' C C jest zerowa.



10 Formy rozniczkowe — algebra wieloliniowa,

Definicje. Oznaczamy

AFR™)* := {w: (R")* - R k-liniowe antysymetryczne},
QF(V) :={w: V — AFR™)*  gladkie} (k-formy na V- C R").
Baza przestrzeni A*(R™)* sa elementy dx(vy, ..., vg) = det(uj-s)sj wyznaczone przez k-elementowe
zbiory indekséw I = {i1,...,in} (brane w kolejnosci rosnacej). lloczyn zewnetrzny A jest dziala-
niem tacznym, a w przypadku 1-form antysymetrycznym, i spetnia tozsamo$é dx;, A. . .Adx;, = dxr.

Rézniczka zewnetrzna spelnia tozsamoscé

d(z fjdxj) =S dfr nday, gdzie df = 01 fdey + ...+ Oy fda, jest rémiczka f.
I I

Przeciagniecie k-formy rézniczkowej za pomoca funkeji g = (g1,...,9n) to

g*(Zf[dl‘il /\.../\dmik) :Zrogdgil AL ANdg, .
I I

Zadanie 10.1. Dane jest przeksztatcenie dwuliniowe antysymetryczne w: R2xR? — R
(czyli element A%*(R?)*) i wiadomo o nim, ze w((2, 1), (1,2)) = 6. Wyznaczy¢ war-
tosci w((2,1),(3,3)) oraz w((1,0),(0,1)).

Zadanie 10.2. Dana jest 2-forma w € A?(R3)*, o ktérej wiadomo, ze
w(er,e2) =1, wle,e3) =2, wles,e3)=3.

Wyznaczyé¢ w((0,1,2),(1,3,0)).

Zadanie 10.3. Obliczy¢ iloczyny zewnetrzne
(a) (zdy + ydz + zdz) A (dx + dy + d=z)

(b) (xdy A dz + ydz A\ dx + zdx A dy) A (dx + dy + dz)

Zadanie 10.4. Obliczy¢ w A w, jesli w = dxy A dxy + dxs A duy.

Uwaga. Ten przyktad pokazuje, ze w A w wcale nie musi by¢ zerem.

Zadanie 10.5. Niech w € A?(R*)* bedzie forma z poprzedniego zadania. Wykazac,
ze kazda forme B € A3(R*)* da sie zapisa¢ w postaci a A w dla doktadnie jednej
formy o € A'(R?)*.

Uwaga. Jest to szczegdlny przypadek Zadania 10.11.



Zadanie 10.6. Obliczy¢:
(a) @d(sin(z?y)) + yd(cos(zy?))
(b) d(z1x3dxrs A dxy)

(c) d(*52)

rdy—ydzx

221,722 pomocy odwzoro-

Zadanie 10.7. Obliczy¢ przeciagniecie formy w =
wania ®(t) = (cost,sint).

Zadanie 10.8. Obliczy¢ przeciggniecie formy w = dx A dy A dz za pomocg odwzo-
rowania ®(u,v) = (uv,u?, 3u + v). Czy wynik jest zaskakujacy?

Zadanie 10.9. Obliczy¢ cofnigcie formy w = dzAdyAdz za pomocg odwzorowania
O(r,a, f) = (rcosacos (3, rsinacos 3, rsin J3)

(czyli dyfeomorfizmu sferycznego).

Zadanie 10.10. Dana jest 2 forma w(¥) = x dyAdz—z dxA\dy oraz pole wektorowe
F(z,y,2) = (2,2,y). Wyznaczy¢ wspélezynniki 1-formy n(7)(v) = w(Z)(F(Z),v)
w standardowej bazie dz, dy, dz.

Zadanie 10.11. % (do 29.05.2025) (szczegdlny przypadek lematu Lefschetza)
Niech w € A?(R*")* bedzie forma

w = dl’l VAN dl’g + ...+ d(L’Qn_l VAN dlEQn.

Wykazaé, ze
An—l(RQn)* =) 77 N 77 Aw € An+1(R2n)*

jest izomorfizmem liniowym.

Zadanie 10.12. Przeciaggniecie za pomoca funkcji g: R™ — R” to liniowe odwzo-
rowanie g*: QF(R") — QF(R™) (dla k = 0, 1,...) spelniajace tozsamosci:

(a) g*f = f o g dla dowolnej O-formy f, czyli dla funkcji;
(b) ¢*(dw) = d(g*w) dla dowolnej formy w;
(¢) g*(aNpB)=(g%a) A (¢g*F) dla dowolnych form «, [3.

Udowodni¢, ze te wlasnosci jednoznacznie wyznaczaja g*.



11 Praca domowa — formy rézniczkowe

Zasady rozwigzywania. Rozwigzania zadan nalezy odda¢ na pismie podczas
zaje¢ 9 czerwca lub wcezesniej. Po uzyskaniu indywidualnej zgody dopuszczalne
sa odstepstwa (przedtuzony termin i/lub forma elektroniczna), ale woéwczas liczba
zdobytych punktow dzieli sie przez 2.
Zadanie 11.1. Uzasadni¢, ze funkcja

v(t) = (t,tsint) dlateR

jest parametryzacja pewnej krzywej w R?. Przyjmujac na jej fragmencie I' = y([—, 71])
orientacje zgodng z ta parametryzacja, obliczy¢ catke

/ 2xy du + x° dy.
r

Zadanie 11.2. Dane jest pole wektorowe F': R* — R* klasy C' oraz 3-forma
w € N3(R*) dana wzorem

w(x)(vy, v2,v3) := dx1234(F(X),v1,v2,v3) dlax € R*, vy, v9,v5 € R™.
(a) Wyrazi¢ w w bazie standardowej, czyli w postaci

w(x) = ag34(x) dress + a134(X) dry 34 + a124(X) dz124 + 1.2,3(X) dr1 93

(b) Wyprowadzi¢ wzér dw = div F(x) dz1234.

Wskazowka. Skorzystaé z rozwinigcia Laplace’a.

Zadanie 11.3. Niech
w=(—2y+ 2y + 2*) dr + (2v — vy* +y*) dy.

Zmnalezé taki obszar ograniczony € C R? o brzegu kawaltkami gladkim, zeby catka
Jaqw (po brzegu €2 z naturalna orientacja) byta mozliwie najwicksza.

Zadanie 11.4. Zbiér zadany réwnaniem
K={(z,y): 2" +y= (2" +y" +22)’} CR*

jest krzywa klasy C!, a ponadto ogranicza pewien ograniczony obszar U C R?
(oba fakty mozna uznaé za dane). Przyjmujac na K naturalng orientacje brzegu U,
wyznaczy¢ dodatnio zorientowany wektor styczny w punkcie p = (—1,0) € K.

Wskazowka. W ktora strone wskazuje gradient funkcji zadajacej K7



12 Formy rézniczkowe — catkowanie

Co trzeba wiedzieé:

(a) Calke z n-formy po otwartym obszarze U C R™ definiuje si¢ wzorem
Sy Fdzy A odxy = [ f dA,.

(b) Gdy ®: M — N jest dyfeomorfizmem zgodnym z orientacja, to fM w = fM d*w. W szcze-
gblnoéci wzér ten obowiazuje, gdy P jest parametryzacja.

(c) Twierdzenie Stokesa: [, dw = [,,, w

rdyNdz4ydzAdx+zdxNdy

(a:2+y2+z2)3/2
rientowanej sferze jednostkowej S2. Czy forma ta jest zamknieta? Czy jest doktad-
na?’

po dodatnio zo-

Zadanie 12.1. Obliczy¢ catke z formy w =

Zadanie 12.2. ® Zalézmy, ze f,g: R? — R sa funkcjami klasy C! i okreslmy
2-forme rézniczkowsa

n=fly,2)dy Ndz + g(z,2) dz A dx + 2*(z* + y*) dx A dy.
Obliczy¢ [y, n, gdzie
M ={(r,y,2) €eR®: 2z =2 +¢y* < 1}

jest czescig paraboloidy zorientowana tak, by w kazdym punkcie p € M wektor
normalny do M zgodny z orientacja miat ujemng trzecia sktadowa.

Zadanie 12.3. Dana jest 2-forma rézniczkowa w = e* dx A dy — ze* dy A dz oraz
powierzchnia M powstata przez obrot zbioru

A={(z,y,2) eR?:y=0, (z—3)2*+2*=1,0< 2 <3}

wokét osi z, zorientowana tak, by w punkcie (2,0,0) € M wektor (1,0,0) byt
szewnetrzny”.

(a) Przekonaé sie, ze forma w jest doktadna.

(b) Obliczy¢ catke [, w.

Zadanie 12.4. Dana jest 2-forma w oraz powierzchnia S C R? zadane wzorami
w=2wdyNdz+2dz Ndr+zdv ANdy, S={y=a>+2* 1<y<2},

przy czym orientacje S przyjmujemy w taki sposob, by wektor i = (z,0, z) byl
wzewnetrzny”. Wyznaczy¢ catke [qw:



(a) bezposrednio, przy uzyciu wybranej parametryzacji S

(b) stosujac twierdzenia Stokesa dla obszaru Q = {y > 2? + 22, 1 <y < 2}.

Zadanie 12.5. Rozwazmy okrag C' = {z*+y*+2% = 1, x+y+2 = 0} zorientowany
tak, by w punkcie (%, —%, 0) € C wektor (0,1, —1) byl mial dodatnia orientacje.
Wyznaczy¢ catke

/ ydr +zdy +xdz.
c

Zadanie 12.6. Dowies¢, ze ddw = 0 dla dowolnej 1-formy w € Q'(R3), na dwa
sposoby:

(a) przez bezposredni rachunek;

(b) jako wniosek z obserwacji, ze 902 = () dla dowolnego gtadkiego obszaru
QC R



13 Formy rozniczkowe a catka powierzchniowa

Twierdzenie o dywergencji: [; div ' = [y, F' - 7, gdzie
o divF =0, F' +... 4+ 9,F" — dywergencja

e 71 — wektor normalny zewnetrzny do U

Oprécz tego warto byé $wiadomym wzordw typu V(fg) = fVg+gVf, div(gF) = gdiv F+ FVyg

Zadanie 13.1. Przekonag¢ sie, ze catka z k-formy w po k-wymiarowej podrozma-
itosci M C R"™ spetnia réwnosé

/Mw - /Mw(m)(vl(as), o on() die (),

gdzie funkcje vq,...,v,: M — R™ w kazdym punkcie x € M zadaja dodatnio
zorientowana baze ortonormalna 7, M (nalezy dopuscié, ze sa nieciagle).

Uwaga. Zadanie to stanowi ogoélnienie Zadania 9.4 i pokazuje, ze catke z formy
mozna zdefiniowa¢ w sposéb nieopierajacy sie na wyborze parametryzacji.

Zadanie 13.2. Niech M C R"™ bedzie (n — 1)-wymiarowa podrozmaitoscia zo-
rientowang i oznaczmy przez 1 dodatnio zorientowane pole normalne na M. Dla
zadanego ciaglego pola wektorowego F': M — R™ definiujemy wp € Q" (M)
wzorem

wr(z)(vy, ..., 1) = det(F(z),v1,...,0,1) dlax e M, vy,...,0,1 € T, M.

Przekonac sie, ze zachodzi rownosé

/ wp = / F(z) - () din(2).
M M
Wskazowka. Skorzystaé z Zadania 13.1.

Uwaga. Podane warunki na 7 oznaczaja, ze kazdego x € M zachodzi 7i(x) € T;- M,
|7(z)] = 1, a jesli vq,...,v,_1 jest dodatnio zorientowang baza T,M, to 7i(z),
v1,...,U,_1 jest dodatnio zorientowang bazg R™.

Uwaga. Przyjmujac F' := 11, otrzymujemy tak zwang forme objetosci. Jej nazwa
wigze sie z tym, ze forma wy ,zastepuje nam” miare powierzchniows na M: zacho-
dzi tozsamos¢ [y, gwi = [y 9 dlas.

Zadanie 13.3. (prawo Archimedesa) Cialo A jest zanurzone w jednorodnej cie-
czy, ktorej gorna powierzchnia pokrywa si¢ z ptaszczyzna z = 0. Cisnienie w
punkcie (z,y, z) jest proporcjonalne do gltebokosci, a wiec wynosi —cz (dla sta-
tej ¢ = pg > 0). W konsekwencji taczna sita wyporu dziatajaca na ciato A to

—

F = /BA<—CZ) (—=1i(z,y, 2)) dlga(z,y, 2)

(sita jest skierowana do wewnatrz A, stad minus przy 7i(z,y, 2)).
Wykazaé, ze F' = (0,0, c|A]).



Zadanie 13.4. Niech f € C*(U) i niech U C R? bedzie gtadkim obszarem
ograniczonym, zawierajacym punkt 0. Okreslmy funkcje

Viz) = Iar% dla z # 0,
0 dla x = 0.

Wykazaé, ze
/U V(z) - Vf(z) do(z) = —27f(0).

Wskazowka. Rozwazy¢ obszar U, = U \ {|z| < e}.

Zadanie 13.5. Dana jest potsfera ST = {2? + y> + 22 = 1, 2z > 0} oraz pole
wektorowe F(z,y,2) = (v + 2,2 —y,0). Obliczy¢ [ F -7, gdzie wektor normalny
1 wskazuje na zewnatrz kuli jednostkowe;j.

Zadanie 13.6. Dana jest macierz symetryczna dodatnio okreslona A € M,,, oraz
ograniczony obszar U C R™ o brzegu klasy C !, Funkcja f jest klasy C' na pewnym
otoczeniu U oraz spelnia

div(A-Vf)=0 dlazeU,
f(z)=0 dla z € OU.

Wykazaé, ze funkcja f zeruje sie na U.



14 Zastosowania form rézniczkowych

Zadanie 14.1 przedstawia dowdd twierdzenia Brouwera o retrakcji; ten sam dowod znaj-
duje sie rowniez w notatkach z wyktadu. Ciag Zadan 14.2, 14.3, 14.4 sktada si¢ natomiast
na dowdd twierdzenia Poincarégo o zaczesaniu sfery. Ostatni krok (14.4) oméwimy na
zajeciach, a pozostale dwa polecam do rozwiazania jako zadania ,z gwiazdka”. W 14.3
mozna powolaé si¢ na 14.2 rowniez gdy tego pierwszego sie nie rozwiazalo.

Zadanie 14.1. (twierdzenie Brouwera o retrakcji) Niech w € Q*(R3) bedzie 2-
forma o niezerowej calce [e» w (np. forma objetosci z Zadania 13.2). Przypusémy,
ze istnieje gtadka funkcja u: R? — S? speiajaca u(z) = z dla x € S%

(a) Uzasadni¢, ze [o u*w # 0.
(b) Uzasadnié¢, ze d(u*w) = 0.

(¢) Wywnioskowaé sprzecznosé z zalozeniem istnienia u i wyprowadzi¢ stad kla-
syczne twierdzenie Brouwera.

Zadanie 14.2. % (do 12.06.2025) Dana jest 2-forma
w=axdyANdz+ydz ANdx + zdx A dy € Q*(R?).

Przyjmijmy, ze przeksztatcenie H: R* — R? jest gladkie i dla ¢t € [0, 1] oznaczmy
przeksztalcenie H;: R3 — R3 dane wzorem Hy(z,y,z) = H(t,x,y,2). Wyprowa-
dzi¢ r6wWnosé

o —/H* —3 H*(dz A dy A d2).
/s2 0¥ Jeo 1Y [0,1]x8? (dw A dy ndz)

(przyjmujemy orientacje indukowana na S? = 9B3 i [0,1] x S2 C 9([0, 1] x B?))

Zadanie 14.3. % (do 12.06.2025) Wykaza¢, ze nie istnieje gtadka funkcja H : R* — R3,
ktéra po obcigciu daje funkcje H: [0,1] x S? — S? spelniajaca

HO,z) =2, H(l,z)=—x dla x € S*.

Uwaga. Innymi stowy, nie istnieje gtadka homotopia miedzy identycznoscia a prze-
ksztalceniem antypodycznym na sferze S%.

Zadanie 14.4. (twierdzenie Poincarégo o zaczesaniu sfery) Wykazaé, ze na sferze
S? nie istnieje gtadkie nieznikajace pole styczne, czyli gtadka funkcja F': S? — R3
spehiajaca F(z) # 01 F(z) -z =0dlaz € S%

(gladkosé F' oznacza, ze przedtuza sie do funkcji gladkiej na pewnym zbiorze otwartym)
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