1 Twierdzenie Fubiniego

Twierdzenie Fubiniego. Jesli f: R"™™ — R jest funkcjg calkowalng, to

Lo @ D@ = [ ([ 7)) )

Uwaga 1. Ta sama rownosé zachodzi z odwrotng kolejnosciag catkowania, i w ogdle
z dowolnym rozbiciem z € R"™ na dwie zmienne.
Uwaga 2. Catkowalnosé funkcji

y— flz,y) (dlap.w.zeR"), T — ./Rm f(z,y) d\n(y)

jest czescig tezy twierdzenia.
Uwaga 3. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy f jest nieujemng funkcja mierzalna.

Zadanie 1.1. Dany jest graf o V' wierzchotkach i F krawedziach, w ktérym z kazdego
wierzchotka wychodzg doktadnie 3 krawedzie.

(a) Wykazaé, ze 3V = 2F.

(b) Jaki ma to zwiazek z twierdzeniem Fubiniego?

Zadanie 1.2. (zasada Cavalieriego) Dla nieujemnej funkcji mierzalnej f: R — R
mamy

[ F@) () :/0 A({z € R : f(z) > 1)) dt.
Wskazéwka. Obliczy¢ catke z indykatora zbioru {(z,t) € R™ : 0 <t < f(z)}.

Zadanie 1.3. Dla funkcji mierzalnej f: R® — R oraz p > 1 mamy

L@ da) =p [T oA € R [1(@)] > 1)) e

Zadanie 1.4. Dla jakich n € Ni a € R funkcja f(z) = |z|* jest calkowalna
e na kuli jednostkowej w R™?

e na dopetnieniu kuli jednostkowej w R"™?

Wskazowka. Dla n = 1 odpowiedZ brzmi odpowiednio: a« > —1, av < —1.
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Zadanie 1.5. Obliczy¢ pole kota o promieniu r, czyli

/R2 ]l{a:2+y2<r} d)\g(I, y)

Zadanie 1.6. Wykazaé, ze fpe™ = /7.
Wskazéwka. Obliczyé calke [ps e ¥ dy(x, y), korzystajac z twierdzenia Fubiniego
i zasady Cavalieriego.

Zadanie 1.7. Wyznaczy¢ wartos¢ catki iterowane;

/Oo /OO eV dg dy
o Jo

poprzez podstawienie x = yt w wewnetrznej caltce i zastosowanie twierdzenia Fubi-
niego.

y2

Zadanie 1.8. Uzasadni¢, ze funkcja (;Cir;yg)g nie jest catkowalna w [0, 1]2.

Zadanie 1.9. Obliczy¢ catke [, f dAg, gdzie

(a) A={(z,y) €eR*: 0 < y < 2z}, flzy) =1 —a+y)e™
(b) A={(z,y) €R*: 0 <y <2z, 2%y <16}, flz,y)=1;
(c) A={(z,y) eR?: 0<y <z <1}, f(x,y):ajly;

(d) A= {(z,y) e R?: 22 + y* <y}, flz,y) = \/:EZUTyQ

Uwaga. Nie w kazdym przypadku jest oczywiste, ze zatozenia twierdzenia Fubiniego
sg spetnione.

Zadanie 1.10. (a) Niech A bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym przez
parabole y = 22 i prosta = + y = 2. Obliczy¢

/A 62 + 2y* do(m, y).

(b) Niech B bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym krzywymiy = 22 iy = 23

Obliczy¢
/B zy® dXa(z,y).



Zadanie 1.11. Obliczy¢ calki

1 pad 1l T TG 11 1
/ / ev/* dy du, / / e da dy, / / Sy dy dz, / / dx dy.
0o Jo 0 Jy 0o Jx Yy o Jy 1+at

Zadanie 1.12. Obliczy¢ objetosé bryty powstatej w wyniku przeciecia dwéch (nie-
skoniczonych) walcow o promieniu 1 i prostopadle przecinajacych sie osiach.

Zadanie 1.13. Obliczy¢ catke
/ (1 + a2y + 2% + x3y3) dXo(z,y).
[_171}2

Zadanie 1.14. Dany jest wielomian p: R — R o wspoétezynnikach z przedziatu
[—1,1]. Wykaza¢, ze

Jp Pw) Dol y) <8

Czy stalg 8 mozna poprawi¢?

Zadanie 1.15. Wykazac, ze

1 1
dX = —
/M () = X 5

21—y

Wskazéwka. Wykorzystaé rozwiniecie funkeji 1.

fisd

Uwaga. Mozna si¢ przekona¢ (Zadanie 2.8), ze lewa strona jest réwna %

Zadanie 1.16. Dla funkcji catkowalnej f wyprowadzi¢ rownosé
b b b 2
o[ [ s ayas= ([ o ar)

Zadanie 1.17. Niech 0 < a < b. Obliczy¢ catke

0o AT _ e—b;r
[fenety,
0 X

aw _e=b% = ¢~12|1=¢ jako catke z pochodne;.

Wskazowka. (sposob 1) Zapisa¢ réznice e~
Wskazowka. (sposéb II) Calke po przedziale [g,00) sprowadzié przez podstawienie

do calki [a, b], a nastepnie przejsé do granicy e — 0.

3



Zadanie 1.18. Niech f,g: R" — R beda funkcjami gltadkimi o zwartym nosniku.
Wyprowadzi¢ wzoér na catkowanie przez czesci:

0 9
/R" ai(fc)g(fﬁ) dz = —Anf(x)aii(x) dz dlai=1,2,....n.

Wywnioskowaé réwnosci

[ f@af@ de=- [ Wi@P [ Af@Pde= [ V)R,

w ktorych A oznacza operator Laplace’a: Af := % +...4+ gi—;.
1

n

Zadanie 1.19. Noga grzyba ma ksztalt walca (o $rednicy 11 wysokosci 2), a na niej
lezy symetrycznie kapelusz grzyba, bedacy potkula (o promieniu R). Przy zaltozeniu,
ze grzyb jest bryla jednorodna, a jego $rodek ciezkosci lezy na styku nogi i kapelusza,
znalez¢ promien R.

Zadanie 1.20. Niech A C R" bedzie zbiorem dodatniej miary A,. Pokazaé, ze rzut
ortogonalny na k-wymiarowa podprzestrzen liniowa V' C R"™ nie moze by¢ zbiorem
zerowej miary \y.

Uwaga. Taki rzut nie musi byé mierzalny. Przyktad: jesli N C (0,1) jest zbiorem
niemierzalnym, to rzut A = (N x {0})U (1, 2)? na pierwsza wspdlrzedna jest niemie-
rzalny, chociaz sam zbiér A jest mierzalny.

Zadanie 1.21. Obliczy¢ catke

/n e 1 dN, (2)

na dwa sposoby i wywnioskowa¢ wzor na miare kuli jednostkowe;j:

7.‘_n/Q

A Ca)

gdzie T'(s) := [;° z° 'e™” dz jest funkcja gamma Eulera.
Wskazowka. Zadanie 1.6.

Zadanie 1.22. Niech A C R" bedzie zbiorem o skonczonej mierze Lebesgue’a. Udo-
wodni¢ implikacje

/ [z =yl ddon(z,y) <00 = / |z dA\,(z) < 0.
AxA A



2 Calkowanie przez podstawienie

Twierdzenie o zamianie zmiennych. Jesli ®: QO — Q' jest dyfeomorfizmem
dwoch zbioréw otwartych Q, Q' CR”, a f: ' — R jest funkcja catkowalng, to

/Q, fdr, = /Q(f o @) - |det D[ dA,

Uwaga 1. Catkowalno$é funkcji (f o @) - |det D®| jest czescia tezy twierdzenia.
Uwaga 2. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy f jest nieujemna funkcja mierzalna.

Zadanie 2.1. Obliczy¢ pole obszaru ptaszczyzny ograniczonego od wewnatrz okre-
giem jednostkowym, zas$ od zewnatrz krzywg opisang we wspotrzednych biegunowych
rOwnaniem r = 2 + cos ¢.

Zadanie 2.2. % Dane sa kota w;, wy o promieniu 1. Pierwsze jest nieruchome,
a drugie toczy sie po nim bez podlizgu. Wyznaczy¢ pole ograniczone przez trajektorie
wybranego punktu na obwodzie kota ws.

Zadanie 2.3. Obliczy¢ srednig odlegltos¢ punktu tréojwymiarowej kuli jednostkowej
do jej srodka.

Zadanie 2.4. Obliczy¢ catke

/:1:2+y2d)\3(:c,y,z), gdzieD:{(x,y,z)€R3:1<x2+y2+z2<4, 220}.
D

Zadanie 2.5. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstatej w wyniku obrotu figury pod wy-
kresem funkcji y = 22, x € [1, 2], wokot osi z.

Zadanie 2.6. Niech A C R? bedzie figurg pod wykresem funkcji y = i na przedziale
x € [1,00), a B bryta obrotowa powstata przez obrét A wokét osi . Wykazaé, ze
Aa(A) = o0, ale A\3(B) < 0.

Zadanie 2.7. Niech F C R" bedzie zbiorem o dodatniej i skonczonej mierze Le-
besgue’a, a L: R" — R" izomorfizmem liniowym. Przekona¢ sie, ze L przeprowadza
srodek ciezkosci E na érodek ciezkosei L(E).

Trudniejsza wersja. To samo pozostaje prawda, gdy L: R® — R* jest epimorfizmem
liniowym.



Zadanie 2.8. Wykazac, ze

1 2
/ dXo(z,y) = T
0121 —2y 6

Wskazowka. Obréci¢ o 45°, czyli zastosowaé podstawienie x = u + v, y = u — v.

72

Uwaga. Wraz z Zadaniem 1.15 daje to rozwiazanie problemu bazylejskiego: >~77 4 1%2 =%

(zob. T. Apostol, A proof that Euler missed: evaluating ((2) the easy way, The Mathema-
tical Intelligencer 1983, oraz link)

Zadanie 2.9. Rozwazmy nastepujace przeksztatcenia ®: C — C:
(a) @(z) = 2%,
(b) ®(2) = €.

Wskaza¢ mozliwie duza dziedzing A C C, dla ktorej &: A — P(A) jest dyfeomorfi-
zmem. Jaki jest wyznacznik rézniczki ®7

Zadanie 2.10. Wyznaczy¢ catke

/(x2+y2) d\y(z,y), gdzie D={l<2*—y*<2, 2<ay<4, v,y >0}
D

Zadanie 2.11. Dana jest krzywa bez samoprzecie¢ v: [a,b] — R? klasy C?, pa-
rametryzowana dtugoscia tuku. Oznaczmy wektor normalny N(t) = (—4(t), Y1 (%))
i rozwazmy obszar

L, ={yt)+s-N():te(ab),|s| <r}.

Wyznaczy¢ pole obszaru I', dla matych r > 0. Jak ma si¢ on do dtugosci krzywej v7
Wyjasnienie zatozen. Bez samoprzecieé oznacza, ze vy jest funkcja roznowartosciows.
Przez krzywq klasy C? rozumiemy, ze v przedtuza sie do funkcji cigglej na pewnym
otwartym przedziale (a’, ') D [a, b]. Parametryzacja diugoscig tuku to inne okreslenie
na warunek |¥(t)| = 1 dla wszystkich ¢.

Zadanie 2.12. Niech A bedzie macierza kwadratows, a f: R — R funkcja zadana
wzorem f(t) = det(I +tA). Wyprowadzi¢ réwnosé f'(0) = tr A.

Trudniejsza wersja. Wyprowadzi¢ wzor na f'(0) dla funkcji f(t) = det(B + tA),
gdzie B jest macierzg odwracalng.


https://www.math.cmu.edu/~bwsulliv/basel-problem.pdf

Zadanie 2.13. % Niech h: R" — R bedzie funkcja catkowalng, a F: R" — R”
funkcja gtadka o zwartym nosniku (tzn. zerujaca sie poza pewna kula).

(a) Uzasadnié, ze przeksztalcenie
(pt:Rn—)Rn, (bt(x):x—i‘tF(x)

jest dyfeomorfizmem dla t z pewnego przedziatu (—tg, to). Wyznaczy¢ pochodna
det D®y(x) wzgledem t w punkcie ¢ = 0.

(b) Niech ¥; bedzie odwrotnoscia dyfeomorfizmu &, z punktu a). Wykazaé, ze
pochodng funkcji

FR-R, f(i) ;:/ h(W,(z)) do

w punkcie t = 0 jest

1(0) = /n h(zx) - (gi(x) +...+ gi: (x)) dz.

ozn. div F(z)

Zadanie 2.14. Niech Q0 C R? bedzie obszarem wypuktym, ktérego brzeg 0N jest
obrazem 1-okresowej funkcji v: R — R? klasy C?. Zalézmy ponadto, ze |¥(t)| = 1
oraz ze krzywizna k(t) := |J(t)| jest dodatnia dla kazdego t.

(a) Wyprowadzi¢ réwnos$¢ s (t) = |91 (t)y2(t) — 41(£)32(t)].
(b) Uzasadnié, ze [, x(t) dt = 2.

(c¢) Dla zadanego (mozna przyjaé, ze odpowiednio malego) r > 0 wyznaczy¢ pole
obszaru
Lo ={y@)+s-4(t): t €[0,1], s € [0,7]}.
Wskazéwka. W punkcie (a) zrézniczkowaé warunek |(¢)|?
prostopadtosé 4(t) L (t).

= 1, by wyprowadzic¢

Wskazéwka. W punkcie (b) rozwazy¢ pochodna kata a(t) := arc tg(y1(t)/32(t)). Moz-
na przyjac¢ za znany fakt, ze wektor jednostkowy 4(t) na przedziale ¢t € [0, 1] dokonuje
obrotu o 27.

Uwaga. Gdyby na rowerze o dtugosci r zrobi¢ okrazenie po wypuklym torze, to I,
jest doktadnie obszarem miedzy §ladami tylnego i przedniego kota (92 pelni tu role
sladu tylnego kota). Wiecej szczegotéw mozna znalezé w artykule Tractrices, Bicycle
Tire Tracks, Hatchet Planimeters, and a 100-year-old Conjecture, The American
Mathematical Monthly, 2013 (link).


https://www.jstor.org/stable/10.4169/amer.math.monthly.120.03.199

Zadanie 2.15. Dane jest funkcja p: R — R? (ozn. p = (z,y)) klasy C! oraz obszar
Er:={r-p(t):re(0,1), te (0,7}

wzamieciony” przez wektor p(t) w czasie t € (0, 1). Zaktadajac, ze funkcja L := y—zy
nie zeruje si¢ dla 0 <t < T, wyprowadzi¢ wzoér na pole obszaru Erp

M(Br) =3 [ 0] ar

dla dostatecznie matych T" > 0.

Uwaga. Zadanie to pokazuje rownowaznosé miedzy zachowaniem momentu pedu (wy-
razonego wzorem |p x p|) a Il prawem Keplera (wyrazonym jako proporcjonalnosé
pola Er do czasu T)).



Rozwigzanie zadania 2.11 (szkic). Oznaczmy

O(t,s) =7(t) +5-N({t),  w(t) =3@)7() = 3(0)7(1).

Obliczamy bezposrednio, ze det D®(t,s) = 1 + sk(t). Jesli przyjmiemy ograniczenie
|5(t)] < M oraz r < {7, to det D®(t,s) > 1 — 47 - M = 0 na zbiorze (a,b) x (—r,7).
Jesli tylko @ jest dyfeomorfizmem, to obliczamy

M) = [ 1dr, = / 1+ s(t) dAg
T, (axb)x(—mr,r)
b pr b
:/ 1+S/<(t)dsdt:/2rdt:2r-(b—a).

Zgodnie z oczekiwaniami miara zbioru I, jest dtugosé krzywej (b — a) pomnozona
przez szerokos$¢ wzietego otoczenia (2r). Z twierdzenia o funkcji odwrotnej oraz wa-
runku det D® > 0 wynika, ze ® jest dyfeomorfizmem lokalnie na (a,b) x (—r,r).
Pozostaje wiec sprawdzié¢ réznowartosciowos¢ ® (by¢é moze zmniejszajac w tym celu
dziedzing), co mozna zrobi¢ na jeden z wielu sposobdéw:

SPOSOB I. Oznaczmy interesujaca nas krzywa jako I' := ~([a, b]). Skoro v: [a,b] — T
jest bijekcja, to posiada odwrotno$é I' — [a,b]. Ze wzgledu na zwarto$¢ [a,b] ta
odwrotnos¢ jest ciagta, a nawet jednostajnie ciagta. Dla kazdego £ > 0 istnieje wiec
d(e) > 0 taka, ze |y(t1) — v(t2)| < d(¢) implikuje [t; — to| < e.

Twierdzenie o funkcji odwrotnej dla kazdego ¢ € [a,b] daje nam otoczenie punktu
(t,0), na ktérym @ jest dyfeomorfizmem. Dzieki zwarto$ci mozemy wiec pokryé od-
cinek [a, b] skonczenie wieloma przedziatami (I;, p;) (i = 1,...,m) o tej wlasnosci, ze
® jest roznowartosciowe na (I;, p;) X (—r;, r;). Niech A > 0 bedzie liczba Lebesgue’a
tego pokrycia, czyli taka liczba, ze kazdy pododcinek [a, b] dtugosci < A miesci sie
w ktoryms z odcinkéw (1;, p;). Wybieramy teraz

r=min(6(N) /2,71, Tm),

gdzie §(\) oznacza wartos¢ 6 odpowiadajaca ¢ = A w warunku jednostajnej ciaglo-
Sci vyt Jesli teraz dla dwoch punktéw (¢4, s1), (t2, s2) € (a,b) x (—r',7") zachodzi
réwnos$é ®(ty, s9) = P(to, s2), to

[Y(t1) = (t2)] = [(B(t1,0) = (L1, 51)) + (Do, 52) — B(t2,0))] < [s1] + [s2] < I(N).

Whioskujemy wiec, ze |t — ta| < A, co oznacza, ze oba punkty t;,ty zawieraja sie
w jednym z przedziatéw (l;, p;). Z réznowartosciowosci na (I;,p;) x (=, r") wynika
teraz, ze musi zachodzié (t1,s1) = (9, $2), tak jak zadamy.



SPOsOB II. Oznaczmy pomocniczo E = [a,b] x [—r, 7] 1 rozwazmy zbi6r

A={(z,y) e EXE:x#y, ®(x)=d(y)},

czyli zbior par ,przeczacych roéznowartosciowoséci”. Naszym celem jest pokazanie,
ze dla pewnego 0 < ' < r jest on rozlaczny z [a,b] x (—r',r"). Zauwazmy wiec
najpierw, ze A jest roztaczny z ([a,b] x {0})? — ta obserwacja okazuje si¢ rownowazna
roznowarto$ciowosci vy, co przyjeliSmy jako zatozenie.

Uzasadnimy tez, ze A jest domkniety. W tym celu zauwazmy najpierw, ze jego do-
mkniecie zawiera si¢ w {(z,y) € E* : ®(z) = ®(y)}. Gdyby w tym domknieciu byt
punkt postaci (z, z), to mogliby$my wzia¢ otoczenie U > z, na ktérym funkcja @ jest
roznowartosciowa, co oznacza, ze punkt (z,r) posiada otoczenie U? roztaczne z A.
Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze domkniecie A nie zawiera punktéw spoza A.

7 domknietoéci zbioru A C E? wynika jego zwartoéé, wiec funkcja ciggla

9((t1, 52), (t2, 82)) = [s1] + [s2]

przyjmuje na nim swoje minimum. To minimum jest niezerowe, co sprowadza si¢ do
wezedniejszej obserwacji o roztacznosci zbioréw A oraz ([a,b] x {0})%. Mamy wiec
g > 2e na A (dla pewnego ¢ > 0). Natomiast dla punktéw z,y € ((a,b) x (—¢,¢))?
mamy g(z,y) < 2¢, co dowodzi zadanej roztacznosci i konczy dowdd.

SPosOB III. Przypusémy, ze nie istnieje zadane 1’ > 0 takie, by ® bylo réznowarto-
Sciowe na [a,b] x (—r',7"). Dla kazdego ' = ¢ (k =1,2,3,...) mozemy wiec wybraé
rozme (ty, si), (t, s) € [a,b] X (==, 1) spemiajace ®(ty, sp) = (), s},). Oczywiscie
Sk, s, — 0, mozemy tez wybra¢ podciagi, na ktérych mamy zbieznosé t, — ¢, t) — t'.
W granicy zachodzi réwnosé ®(¢,0) = ®(t',0), czyli v(t) = y(t'), a zatem t = t'. Jed-
nak w pewnym otoczeniu U punktu (¢,0) funkcja ® jest réznowartosciowa, a dla

duzych k mamy (tx, si), (t;, s)) € U, co prowadzi do sprzecznosci.



3 Sploty
Splot funkcii f,g: R® — R:
(f9)@) = [ fla=y)gly) dy
Splot ciagéw a,b: Z — Z:

(axb), = Z p—1bs

keZ

Zadanie 3.1. Dane sg dwie niezalezne ograniczone zmienne losowe A, B o warto-
sciach w liczbach naturalnych. Oznaczmy ay := P(A = k), by := P(B = k) oraz
¢k :=P(A+ B = k). Wykaza¢, ze ciag (cx) jest splotem ciagéw (ay) i (by), to znaczy

Cr = Z ak,ibi.
1E€EZL

Przekonaé¢ sie réwniez, ze wielomian Y c,a® jest iloczynem wielomianéw 3 aja®

Zadanie 3.2. Znalez¢ przyklad funkcji f,g € L'(R), dla ktérych calka definiujaca
f *¢(0) nie jest zbiezna.

Zadanie 3.3. Wskaza¢ ciag funkcji f,, € L'([0, 1]) spetiajacy || f.|[z: < 1, ktory nie
posiada podciggu zbieznego w L([0,1]).

Uwaga. Istnienie takiego ciggu pokazuje, ze kula jednostkowa w przestrzeni L'([0, 1])
nie jest zwarta.

Zadanie 3.4. Niech f € L'Y(Q, ). Wykazaé, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0
taka, ze

pA) < = [ 1f@)dut) <=

Zadanie 3.5. Wykazac¢, ze przestrzen L'(R") z dzialaniem splotu nie posiada jedyn-
ki: nie istnieje funkcja f € L'(R™), spelniajaca f * g = g dla wszystkich g € L'(R").
Wskazowka. Sprawdzi¢ te rownosé¢ w przypadku funkeji g bedacej indykatorem ma-
tego zbioru.



Zadanie 3.6. Pokaza¢, ze dla dowolnego f € L'(R") funkcjaR™ 5 v — f(-—v) € L'(R")
jest funkcja ciagly.

Wskazowka. Warto skorzystaé z faktu, ze funkcje ciggle o zwartym nos$niku sg geste

w L'(R™).

Zadanie 3.7. Dla a,b > 0 przyjmijmy
i 1
['(a) ;:/ % le ™ dr oraz B(a,b) ;:/ xa—1<1 _ x)b_l da.
0 0
T'(a)T'(b)

I'(a+bd) -
Wskazéwka. Wykorzystaé splot funkcji f.(z) = 2 te 1,50 dla ¢ = a, b.

Wyprowadzié¢ tozsamosé B(a,b) =

Zadanie 3.8. Wykaza¢, ze jesli f € L>°(R") oraz g € L'(R"), to f * g jest funkcja
ciagla.

Uwaga. Norma L* jest prawie jak norma supremum:

| fll= = min{M >0 : | f(x)] < M pw.}

Przestrzen L> zawiera wszystkie funkcje ograniczone prawie wszedzie.

Zadanie 3.9. Jesli p € C°(R") oraz f € L'(R"), to funkcja ¢ * f jest gtadka oraz
D*(p* f) = (D%p) x f dla dowolnego wielowskaznika «.

Zadanie 3.10. Niech ¢ € C°(R"™) bedzie funkcja gltadka o zwartym nosniku i catce
Jgn @ rOWnej 1; dlar > 0 okreslmy o, (z) := r~"p(x/r). Wykazac, ze jesli f € L'(R"),
to przy r — 0 zachodzi zbieznos¢ ¢, x f — f w LY(R").

Uwaga. W potaczeniu z poprzednim zadaniem oznacza to, ze funkcje gtadkie sa geste
w LY (R").



Zadania dodatkowe

Zadanie 3.11. (kostki Sichermana) Niech A, B beda niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o jednostajnym rozktadzie na {1,...,6} (odpowiada to dwém rzutom kostka).
Znalez¢ niezalezne zmienne A’, B’ o innym rozkladzie na liczbach naturalnych, ale
dajace ten sam rozktad sumy A’ + B’ co A + B.

Zadanie 3.12. Calki niewlasciwe
sin(z) sin(z/3) sin(xz/(2k + 1))
R

T z/3 7 x/(2k+1)
sg rowne w dla k =0,1,...,6. Ale dla k = 7 dostajemy

467'807'924'713'440'738'696'537'864'469
= mw =
467807924’ 720/3207453'655260/875'000

7 7 — 0,0000000000 462 . . .
—_———

10 zer
Sprawdzi¢, ze podobny fenomen zachodzi przy splataniu funkcji f; := %1(_,1/2@/2).
Ot6z liczby
Cr = fi* fis...* fiyeen(0)
sg rowne 1 dla k=0,1,...,6, ale dla k = 7 jest juz mniej.
Uwaga. Polecam filmy na kanale Youtube 3BluelBrown: Researchers thought this
was a bug (Borwein integrals) oraz But what is a convolution?.

Zadanie 3.13. Jesli p,q,r > 1 oraz %—I— % =1+ %, to

1 gllr < [ fllzellgl za-

Zadanie 3.14. Dla t > 0 okreslamy tak zwane jadro ciepta g;: R® — R wzorem

gi(z) = (47t)™"/2 exp(—%) (gestosé rozktadu normalnego o wariancji 2), nastepnie

dla f € LY(R™) definiujemy H;f := f * g;. Wykazac¢, ze
(a) funkcja g; spelnia réwnanie ciepta 0,9 = Ag (gdzie A = 011 + ... + Opn);

(b) funkcja H;f(z) (zmiennych ¢, z) jest gtadka na (0,00) x R™ i réwniez spelnia
of =Af;

(¢) |1 Hef = fllzr — 0 przy ¢t — 0;
(d) HtHsf = Ht-i—sf'
Wskazowka. W ostatnim punkcie warto najpierw wyprowadzi¢ wzor

at(Hr—tft(flf)) = (Hr—t(atft - Aft))(-T)
(w ktorym f; jest gtadka funkcja dwoch zmiennych ¢, ).


https://youtu.be/851U557j6HE
https://youtu.be/851U557j6HE
https://youtu.be/KuXjwB4LzSA

4 Podrozmaitosci R"”

Definicja. Podzbiér M C R™ nazywamy m-wymiarowa podrozmaitoscig (inaczej:
rozmaitosciq zanurzong), jesli lokalnie wyglada jak fragment R™. Mozna przyjaé
dowolng z ponizszych definicji:

otw.

. . otw.
M jest lokalnie wykresem: VpeMm Ji<ii<...<im<n,U C P:=span(e;;),peV C R™ peC}(U,PL)
MNV =wykres pNV
.o otw. otw.
obrazem parametryzacji: VpeM JU C R™ peV C R",peC!(U,V), rank Dp=m
p: U — MNV jest homeomorfizmem
. . .o otw.
poziomicg submersji:  VpeM dpev C R™, peC!(V,R"~™), rank Dp=n—m
M NV = poziomica ¢
. tw. tw.
jak R™ x 0: VpeM Jpev'C R, 06U C R™, peC(U,V) dyfeomorfizm
M NV = obraz R™ x 0 przy ¢

Zadanie 4.1. Dla promieni 0 < r < R wprowadzmy torus

2
Ir= {(9573/;2) cR’: <\/m—3) —1—22:7’2} cR?

otrzymany przez obrot okregu o((R,0),r) w plaszczyznie zz wokol osi z. Rozwazmy
tez standardowy torus T? = S! x S!, czyli zbiér

T? = {(ml,xQ,x3,$4) eR*: 22 +25=1, 22 +22 = 1} C R*.
Uzasadni¢, ze jedno i drugie jest rozmaitoscia. Sprawdzi¢, ze
(xlv T2, T3, x4) — ((R + T:U1)Q:3, (R + T'rl)x47 TIQ)

jest dyfeomorfizmem T? — T, .

Zadanie 4.2. Czy zbiory
A={a%+y° +24 =0}, B={a%+y'+22=0}

w R? sg rozmaitosciami klasy C'?

Zadanie 4.3. Pokazac, ze zbior
K={(z,y,2) ER*: 2+ 9 +22=9, sy +yz + 22 =8} CR?
jest krzywa (tj. 1-wymiarowa rozmaitoscia) klasy C*. Czy jest to krzywa spdjna?

Wskazéwka. Moze by¢ pomocne rozwazenie wielkoSci (z + y + 2)2.

1



Zadanie 4.4. Punkt P porusza si¢ ruchem jednostajnym wzdtuz odcinka od punktu
A =(0,0,0) do punktu B = (1,0,0). Podobnie w tym samym czasie () przemieszcza
sic z C = (0,1,0) do D = (0,1,1). Niech M bedzie suma wszystkich odcinkéw
PQ (bez koncéw), taczacych punkty P i Q w jednoczesnych potozeniach. Znalezé
parametryzacje M i uzasadnié, ze jest to rozmaito$¢ dwuwymiarowa w R3.

Zadanie 4.5. Niech f\(z,y) = 2® + A\(z? — y?) dla dowolnych z,y, A € R.

(a) Dla jakich ¢ € R zbiér {(x,y) € R? : fo(x,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla jakich
c jest spojny?

(b) Dla jakich ¢ € R zbiér {(z,y) € R?: fi(z,y) = ¢} jest rozmaitoécia? Dla jakich
c jest spojny?

Zadanie 4.6. Pokaza¢, ze zbiér macierzy ortogonalnych
O(n) ={Q € Myy,, : QTQ = I}

jest rozmaitoscia wymiaru n(n—1)/2. Opisaé przestrzen styczna do O(n) w punkcie I.
Wskazéwka. Funkcja F(Q) = QT Q nie jest submersja jako funkcja F': M, x, — Myxn,
ale jako F': M, «, — Sym, ., juz tak.

nxn

Zadanie 4.7. Niech §* = {(z,y,2) € R : 22 + y* + 22 = 1} bedzie standardowg
sferg oraz
F:R* =R F(ny,2) = (vy,yz, 2z, 2> — ).

Sprawdzi¢, ze F(S?) jest zwarta rozmaitoscia.

Uwaga. Jest to tzw. plaszczyzna rzutowa. Mozna podaé jej prostszy opis: jest to sfera
S? z utozsamionymi punktami antypodycznymi (czyli parami z i —x).

Zadanie 4.8. Niech funkcja f: (—oo,27) — R? bedzie zadana wzorem

1.t dla t <0,
fiy=1"0
(cost,sint) dlat > 0.

Przekonadé sie, ze f jest roznowartodciows funkcja klasy C*. Czy jej obraz jest jed-
nowymiarowg podrozmaitoécia w R2?



Zadanie 4.9. Uzasadni¢ nastepujace pomocnicze fakty z topologii:

(a) Zalbézmy, ze A jest przestrzenia zwarta, B przestrzenia Hausdorffa, a f: A — B
jest ciaggly bijekcja. Wowcezas f jest homeomorfizmem.

(b) Zalézmy, ze A, B sa jak wyzej, natomiast f: A — B jest funkcja ciagla spel-
niajaca na pewnym podzbiorze Ay C A warunek

fl@)=fly) = z=ylbzy¢A.
Wowczas obciecie f|a, jest homeomorfizmem pomiedzy Ag i f(Ao).

Uwaga. Jesli to utatwi rozwigzanie, to mozna przyjaé, ze A, B sa przestrzeniami
metrycznymi.

Zadanie 4.10. Przekonac¢ sie, ze przeksztatcenie

i: R"\ {0} — R™"\ {0}, z‘(x):’;z

jest gladkim dyfeomorfizmem spetniajacym i? = id. Sprawdzi¢, ze zadaje ono bijekcje
pomiedzy zbiorami

P={x:m =1}, S={a:|o—a|=5}\{0},

a wigc parametryzacje sfery z wyjetym punktem.

Zadanie 4.11. % Niech M bedzie standardows wstega Mobiusa w R?, np. opisang
przez parametryzacje:

IS SN
I
e A/~
—_ =
+ +
NI e I

)sinu O<u<2m —1<v<l)

2.
=]

Wykazaé, ze cho¢ M jest rozmaitoscia, to nie da sie przedstawi¢ jako poziomica
submersji. Innymi stowy, nie istnieje zbior otwarty M C U C R? i funkcja F': U — R
klasy C*, dla ktérej

M = F~1(0), rankdF(z) =1 dlaxz € M.



5 Wyznacznik Grama

Zadanie 5.1. (o wyznaczniku Grama)

(a) Zalézmy, ze U,V sa przestrzeniami liniowymi z iloczynem skalarnym, tego
samego wymiaru, a L: U — V jest przeksztalceniem liniowym. Zdefiniujmy
| det L| jako

| det L] = |det ([L]}])

)

gdzie [L]} jest macierza L w pewnych bazach ortonormalnych U,V przestrzeni
U, V. Sprawdzi¢, ze definicja nie zalezy od wyboru baz.

(b) Przekonaé sig, ze nadal obowiazuja wzory |det(L;Ly)| = | det Ly|- | det Ly| oraz
|det LT| = | det L.

(¢) Przyjmijmy teraz, ze V- C W, przeksztalcenie E: V — W jest wlozeniem (tzn.
E(v) =v) oraz M := EL. Dowie$¢, ze det(MT M) = | det L|*.

(d) Zalézmy, ze rézniczka pewnego przeksztatcenia D f: R™ — R™ marzad n (mak-
symalny). Oznaczmy przez D f: R" — im D f te sama r6zniczke rozumiana jako
przeksztalcenie w mniejsza podprzestrzen. Wykazac, ze

wyznacznik Grama = \/det(DfTDf) = | det Df]|.

Uwaga. Jesli rozwazaé przestrzenie liniowe z wybrana orientacja, to przez ogranicze-
nie do baz dodatnio zorientowanych mozna zdefiniowaé det L bez modutu. Przyktado-
wo, przeksztalcenie M : U — U ma dobrze zdefiniowany wyznacznik det M = det[M]¥
(niezalezny od wyboru orientacji U, gdyz przyjmujemy te sama baze dwa razy).

Zadanie 5.2. Funkcje

f’g: (_71-/2771-/2) X RHR?):
f(a, B) = (cos B,sin 3, sin ),
g(a, B) = (cos acos (3, cos asin (3, sin «)
parametryzuja odpowiednio walec C' = {(x,y,2) : 2* + y?> = 1, |2| < 1} oraz sfer¢ S*

z wyjetymi biegunami (0,0, +1).

(a) Wyznaczy¢ obrazy wektoréw bazy standardowej przy przeksztalceniu Di(czyli
Ouf oraz O0sf), wybra¢ dogodna baze¢ TrC' i obliczy¢ wyznacznik |det D f].

(b) W podobny sposéb obliczy¢ wyznacznik |det Dg|.



(c) Poda¢ interpretacje geometryczna przeksztatcenia go f~': C' — S?. Uzasadnic,
ze przeksztatcenie liniowe

DgoDf': T,C — T,S?

ma wyznacznik (w module) réwny 1.

(d) Obliczyé¢ bezposrednio wyznaczniki Grama \/det(DfTDf), \/det(DgTDg) i
poréwnaé z wynikami uzyskanymi w punktach a) i b).

Wywnioskowaé, ze pole czaszy sfery zakreslonej cyrklem o rozwartosci r (0 < r < 2)
wynosi 772,

Zadanie 5.3. Korzystajac z wybranej przez siebie charakteryzacji, wyprowadzi¢
WZzOry:

(a) ‘detW‘ = \/ 1 + ’vf|27 gdy So(xlv' B >-Tn) = (mla' ce 7xn7f($17' ce axn))v
(b) [det Dy| = |¢], gdy : R — R™.



¢ Miara powierzchniowa
Zadanie 6.1. Obliczy¢ dlugos¢ krzywej zadanej poprzez parametryzacje

o(t) = (cost,sint,t)  dlat € (0,2m).

Zadanie 6.2. Obliczy¢ miare powierzchni zadanej poprzez parametryzacje

o(r,t) = (rcost,rsint,t) dlar € (0,1), t € (0,27).

Zadanie 6.3. Znalez¢ parametryzacje krzywej opisanej rownaniem
(132 + y2)2 _ 132 o y2’

a nastepnie wyznaczy¢ jej dtugosé na tyle jawnie, na ile sie uda.

Zadanie 6.4. Obliczy¢ catke

/ 22 dle,
C

jesli C to krzywa powstala w wyniku przeciecia sfery jednostkowej (o réwnaniu
22 +y? + 22 =1) z plaszezyzng v +y + 2 = 1.

Zadanie 6.5. Wyznaczy¢ miare powierzchni M z Zadania 4.4.

Zadanie 6.6. Wykazac szczegélny przypadek twierdzenia o catkowaniu po widknach:

[ @ @ = [ [ (@) dios, (@) ar

dla odpowiednio regularnych funkcji f.

Uwaga. Rownosé zachodzi dla wszystkich f € L'(R™), ale na potrzeby rozwigzania
mozna np. zatozy¢ ciggtosc.

Zadanie 6.7. Wykaza¢, ze Srednia odlegto$¢ punktéw n-wymiarowej kuli o promie-
n

niu R do srodka tej kuli wynosi ;%5 R.



Zadanie 6.8. Obliczy¢ pole powierzchni paraboloidy

M = {(a:,y,x2+y2):x2+y2 < 1}.

Zadanie 6.9. Wyprowadzi¢ wzor na miare wykresu funkcji f: R” — R: jesli M C R+
jest wykresem f na zbiorze U, czyli zbiorem {(x, f(z)) : x € U}, to

(M) = /U J1+ [V f(2)]? d.

Zadanie 6.10. (reguta Pappusa-Guldina) Wykazaé¢, ze miara powierzchni obrotowej
powstatej w wyniku obrotu krzywej I' wynosi 27 razy catka po I' z odlegtosci do osi
obrotu. Lub inaczej: 27r - [(T'), gdzie r jest odlegtoécia srodka cigezkosci I' od osi
obrotu.

Zadanie 6.11. Wyznaczy¢ wzor na pole powierzchni bocznej walca i stozka (o wy-
sokosci h i promieniu ) na dwa sposoby:

(a) w oparciu o regute Pappusa-Guldina;

(b) przez wskazanie izometrycznej figury ptaskiej w R? (chodzi o to, zeby rézniczka
parametryzacji byta wlozeniem izometrycznym).

Zadanie 6.12. Niech M C R? bedzie rozmaitoscia jednowymiarowa, f: M — (0, 00)
bedzie funkcja ciggta, a S C R3 zbiorem zadanym przez

S={(z,y,t): (x,y) e M, 0 <t < f(z,y)}.

Uzasadni¢, ze S jest rozmaitoscig 2-wymiarowg oraz ze

US) = [ fle,y) dias(e.y).

Zadanie 6.13. Dane s3 rozmaitosci M C RM (m-wymiarowa) i NV € RN (n-
wymiarowa). Wykazaé, ze zbidr

MXN ={(z,y) eRMN .z e M, y e N}

jest rozmaito$cig m-+n-wymiarows. Dla odpowiednio regularnych funkcji f: MxN — R
wyprowadzi¢ wzor

/wa(:c,y) dlrvin (2, y) = /N/M f(z,y) dip(z) din(y).

2



Zadanie 6.14. % (twierdzenie o calkowaniu po wtéknach) Zatézmy, ze H: U — R
jest funkcjg klasy C* na U C R”, a jej gradient nie zeruje si¢ na zbiorze zwartym
K C U. Dla odpowiednio regularnych funkcji f wyprowadzi¢ wzor

/K f(x) dhn(z) = /]R /K mHl(t)WJZ[%dzH_l(t) dt.

Wskazowka. Mozna skorzystaé¢ z nastepujacej wersji TFU: dla dowolnego punktu

istnieje dyfeomorfizm otoczenia ® spelniajacy tozsamosé H(P(t,u)) = t.



7 Otoczenia tubularne

Zadanie 7.1. Niech M C R? bedzie wykresem funkcji f(x) = |z[>/2. Przekonad sie,
ze dla matych € > 0 punkt (0,¢) ma doktadnie dwa punkty najblizsze na M.

Zadanie 7.2. Rozwazmy torus zanurzony w R3:

T = {(:L',y,z) : <m—3)2+z2:r2} (0<r<R)

oraz plaszczyzne V C R3. Czy rzut ortogonalny 7 na V ma gladki brzeg? Innymi
stowy: czy torus widziany ludzkim okiem jest gtadki?

Zadanie 7.3. Niech M C R" bedzie gtadka zwarta podrozmaitoscia, a 7: V. — M
rzutem na najblizszy punkt (okreslonym na pewnym otoczeniu M C V C R™).
Definiujemy:

e druga forme podstawowa A, (u,v) := —Dfﬂr(u, v)dlap e M, u,v € T,M,

e krzywizng Riemanna Rm,(a, b, c,d) = (Ay(a,d), A,(b,c)) — (Ay(a,c), Ap(b, d))
dlape M, a,b,c,d € T,M,

e w przypadku dim M = 2 krzywizne Gaussa K, = Rm,(u,v,v,u) dlap € M i
dowolnej bazy o.n. u,v € T, M.

W przypadku sfery jednostkowej M = S"~! C R" wyznaczy¢ wzory na:
(a) rzut m: R™\ {0} — S"°;
(b) druga forme podstawowa A,(u,v) = (u, v) p;

(c) krzywizne Riemanna Rm,(a,b, c,d) = (a,d) (b, c) — (a,c) (b, d);
)

(d) w przypadku n = 3 krzywizne Gaussa K, = 1.

Zadanie 7.4. Niech M C R" bedzie gtadkg m-wymiarowa podrozmaitosciag. Wyka-
zac, ze nastepujace zbiory

TM ={(p,v):pe M, veT,M} (wiazka styczna),
T+M ={(p,v):p€ M, veT, M} (wiazka normalna)

sg podrozmaitoéciami R?" wymiaru odpowiednio 2m i n.

1



Zadanie 7.5. Niech (2 C R" bedzie ograniczonym obszarem o gladkim brzegu.
Uzasadnié¢, ze funkcja
d(x) = dist(z, Q°) — dist(z, 2)

jest gtadka na pewnym otoczeniu 02, ponadto dla p € 00 gradient Vd(p) jest
wektorem normalnym wewnetrznym do 0f2.

Zadanie 7.6. % Niech i d beda jak w poprzednim zadaniu. Ustalmy gladka
funkcje n spetniajaca n(s) = 0 dla s < 2 in(s) =1 dla s > 1, a nastepnie okreslmy

he(x) == n(d(z)/r).

(a) Uzasadnié, ze jesli F': R™ — R™ jest funkcja gtadka, to

/Q F(@) - Vh(z) de =% = | F(z) - n(2) digo(a)
gdzie n(z) jest wektorem normalnym zewnetrznym (czyli n(z) = —Vd(z)).

(b) Wywnioskowaé twierdzenie o dywergencji

/Qdiv F(z)dz = /89 F(z) - n(z) dlga(z),

gdzie div F = 0, F' + ... + 0, F™ jest dywergencja pola F.



8 O formach rézniczkowych

Czego sie spodziewaé. Kurs analizy matematycznej mozna prawie uznac za zakon-
czony. Ostatnim prawdziwie analitycznym twierdzeniem, jakie poznamy, jest uogol-
nienie tzw. podstawowego twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego (czyli
J2 f'(z) dz = f(b)— f(a)) na wyzsze wymiary. Jest to twierdzenie Stokesa [Tw. 7.53]",
stwierdzajace réwnos¢ [, dw = [5,, w. Zamiast niego nieco tatwiej jest przedstawic
réwnowazne mu (z doktadnoscia do pewnych technicznych szczegdtéw) twierdzenie
o dywergencji [Lem. 7.55]:

/M divas F(z) dla(z) = /B | F(@) (@) dlgu ().

Tutaj M C R™ jest zwarta m-wymiarowa podrozmaitoscia z brzegiem, div,, F'(z) to
dywergencja zdefiniowana jako suma >7" | (V. F(7), ¢;), gdzie ey, . . ., €, jest wybra-
na baza o.n. T, M. Natomiast 7i(z) to wektor normalny zewnetrzny (styczny do M,
ortogonalny do dM).

Pozostala cze$¢ materiatu, jaki nam pozostal, to przede wszystkim algebra wieloli-
niowa. Ta okolicznos¢ ma oczywiscie szereg zalet i wad, znanych wszystkim z kursu
geometrii z algebrag liniows.

Dotychczasowe spotkania z formami. Dla funkcji f: €2 — R okreslonej na zbio-
rze otwartym €2 C R"™ rézniczka jest funkcja Df: Q2 x R™ — R liniowa wzgledem swo-
jego drugiego argumentu. Mozna tez na nig patrze¢ jako na funkcje Df: Q — L(R™, R)
okreslona na €, ale za to przyjmujaca wartosci w przestrzeni liniowej L(R", R). I to
jest wlasnie definicja 1-formy (warto zaznaczy¢, ze nie kazda 1-forma jest postaci D f
dla pewnego f).

Przypomnijmy tez, ze definicja drugiej rézniczki wykorzystuje ten drugi sposob pa-
trzeniana D f [rozdz. 2.5.2]. Ot6z rézniczka funkcji D f to D% f: Q — L(R", L(R",R)).
Pojawiajaca sie tutaj przestrzen L(R™, L(R™ R)) mozemy utozsamié z przestrzenia
L(R",R™ R) funkcji 2-liniowych. Okazuje sie¢ potem, ze D?f(x) jest przeksztalce-
niem nie byle jakim, bo symetrycznym, 2-formy definiujemy natomiast jako funkcje
o wartosciach w przeksztatceniach antysymetrycznych. Jak sie okaze, ten kontrast
odgrywa istotng role.

Czotowym przyktadem przeksztatcenia wieloliniowego antysymetrycznego jest wy-
znacznik. Jesli wyznacznik rozumiemy jako funkcje okreslong nie tyle na macierzach
n X n, co na n-tkach wektorow w R", to jest to antysymetryczne przeksztalcenie
det € L(R™, ..., R™ R), ktére na dowolnej dodatnio zorientowanej bazie ortonormal-
nej przyjmuje warto$¢ 1 (jak tatwo zauwazyé, orientacja jest tu istotna).

Warto przypomnie¢, ze orientacja moze odgrywac role przy catkowaniu. O ile catka
Lebesgue’a [, ;) f(x) dAi(z) bierze pod uwage jedynie odcinek [a, b] jako przestrzen

1Odno$niki odwoluja sie do skryptu Pawta Strzeleckiego z Analizy Matematycznej II



z miarg, to catka Newtona czy Riemanna f;’ f(z) dz jest juz czula na wybor orien-
tacji. Wedlig popularnej konwencji mamy [* f(z) dz = — [° f(x) dz, a wiec zmiana
kolejnosci a, b zmienia znak caltki.

Co zyskujemy? Zyskujemy przede wszystkim zgrabny algebraiczny jezyk, kto-
ry (po wstepnym oswojeniu) pozwala ujmowaé wiele probleméw w sposob zwiezly,
pozwalajacy na ogélne i geometryczne ujecie, a jednoczesnie utatwiajacy konkret-
ne rachunki. Zainteresowanym polecam lekture eseju Terence’a Tao na ten temat?,
a tutaj podam kilka przyktadow:

e Pojecia gradientu (grad /V), dywergencji (div), rotacji (rot / curl) wszystkie da
sie ujac jako szczegdlne przypadki operatora rézniczki zewnetrznej: w — dw.

e Znane 7 fizyki pojecia pracy sity wzdtuz krzywej oraz strumienia pola przez po-
wierzchnie sg szczegélnymi przypadkami catkowania formy rézniczkowej: [, w.

e Calkowanie przez podstawienie w klasycznej postaci to wzor

/Uf(<I>(x))]detD<I>| dz = /Vf(y) dy  (gdzie ®: U — V),

a w jezyku form rézniczkowych przyjmuje postac¢ [; ®*w = [, w. Forma w nie-
jako zawiera w sobie zaréwno informacje o funkcji podcatkowej f, jak i o mierze,
wzgledem ktorej catkujemy:.

e Wiele wtasnosci mozna sformutowaé w zwiezty sposob, co utatwia operowanie
pojeciami. Przyktadowo:

[rlanpg)=(fFa)n(fB),  df'w)=f(dw),  dldw)=0,
oraz wspomniane wczesniej rownosci [, dw = [, w, [y P'w = [, w.

e (dla oséb zainteresowanych geometria rézniczkowa) Operowanie na formach
rézniczkowych (catkowanie, rézniczkowanie. . . ) jest mozliwe na abstrakcyjnych
rozmaito$ciach gtadkich w odrdznieniu od pojeé¢ typu dywergencja, ktore wy-
magaja tzw. metryki Riemannowskiej na rozpatrywanej rozmaitosci.

2Terence Tao, Differential forms and integration


https://www.math.ucla.edu/~tao/preprints/forms.pdf

9 Formy rézniczkowe — wstep
Na poczatek bedziemy 1-formy traktowac jako formalne napisy
w = fidxy + ...+ fpdz,,

i catkowaé po krzywej I' (parametryzowanej przez 7y : (a,b) — R™) zgodnie ze wzorem

L= [ (RGOMO + -+ ROERG0) d

Dla 1-form w dw6ch wymiarach twierdzenie Greena méwi wowczas, ze (przy stosow-
nych zalozeniach)

| fdw+ady = [ (=0,f +09) A,

Zadanie 9.1. Praca wykonana przez site F': R3 — R3 wzdtuz zorientowanej krzywej
I’ C R? jest zdefiniowana jako calka

JF® - Tw) i),

w ktorej f(p) jest jednostkowym wektorem stycznym do I' (wskazujacym zgodnie
z orientacja). Zaltézmy teraz, ze sila F' jest potencjalna, to znaczy F(p) = VE(p)
dla pewnej funkcji skalarnej E. Wykaza¢, ze wowczas praca F wzdtuz dowolnej za-
mknietej krzywej jest zerowa.

T

Zadanie 9.2. Sprawdzié, ze pole grawitacyjne F(z) = —r jest potencjalne. Wy-

z|3
kazac, ze potencjalne jest rowniez kazde inne pole centralne, czyli zadane wzorem
F(z) = f(|z]).

Zadanie 9.3. Dana jest krzywa zorientowana I' C R", a dla kazdego punktu p € I’
dany jest jednostkowy dodatnio zorientowany wektor styczny 7'(p) € T,,I'. Przekonaé
sie, ze miedzy caltky z 1-formy a catka powierzchniows zachodzi nastepujaca réwnosc:

[ fdas o+ fudzy = [ (F.T) aicp)

gdzie f = (f1,..., fn)
Uwaga. Juz niedtugo przez 1-forme bedziemy rozumieli funkcje o wartosciach w (R™)*.
Wowczas powyzsza rownosé przyjmuje postaé [rw = [rw(p)(T(p)) dir(p).



zdz+ydy
2 +y2

Zadanie 9.4. Obliczy¢ caltke z 1-formy w = po (dodatnio zorientowanym)

okregu jednostkowym.

y2dx—2xydy

P wzdtuz potokregu 22 +y? =1,y > 0,

Zadanie 9.5. Obliczy¢ catke z formy
o poczatku (1,0) i konicu (—1,0).

Zadanie 9.6. Wykaza¢, ze jedli Q jest ograniczonym obszarem klasy C*, to
1
/ xdy = —/ ydx = f/ xdy — ydx = Ay(Q).
a0 a0 2 Joo

rdy—ydzx
1.2+y2

spelia —9, f+0,g = 0 w R*\{0}. Wykaza¢, ze nie istnieje forma n = f(z,y)dz+g(z,y)dy

speliajaca ten warunek w R? i rézniaca sie od w jedynie na pewnym otoczeniu zera.

Zadanie 9.7. Sprawdzi¢, ze forma w = zapisana w postaci f(x,y)dz+g(z,y)dy

Zadanie 9.8. Czy forma w = xjg;g‘jx z poprzedniego zadania daje si¢ zapisa¢ w po-

staci d.h(z,y)dx + I, h(z,y)dy dla pewnej funkcji h: R* \ {0} — R? Czy jest to
mozliwe na mniejszym zbiorze R, x R?

Zadanie 9.9. Zalézmy, ze forma w = f(z,y)dz+g(z,y)dy klasy C* jest okreslona na
kuli jednostkowej i spetnia warunek 0, f = 0,9. Wykazaé, ze w = 0,h(z,y)dz+0,h(x, y)dy
dla funkcji h okreslonej wzorem

h(z,y) = /

1
w= / ftx, ty)x + g(tx, ty)y dt.
[(0,0),(zy)] 0

Wskazéwka. Przedstawié 9,h w postaci [y 0,(f(tz, ty)t) dt.

Uwaga. Na wyktadzie poznamy duzo bardziej ogdlny lemat Poincaré’go, zgodnie
z ktérym na obszarze gwiazdzistym kazda forma zamknieta jest dokladna (sens tych
stéw poznamy w odpowiednim czasie).

Zadanie 9.10. Dla ograniczonego obszaru 2 C R? klasy C?! oraz pola wektorowego
F € C'(R?,R?) wyprowadzi¢ twierdzenie o dywergencji

[ F) ) dip) = [ div F(@) da,

Tutaj div F' = 9, F14+0,F? to dywergencja, a 7i(p) to jednostkowy wektor prostopadty
do 02, skierowany na zewnatrz.

Wskazowka. Skorzystaé z Zadania 9.3.



Zadanie 9.11. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa
Y(t) = (acos®(t), asin®(t)) (t € [0,27])

dla zadanego a > 0.

Zadanie 9.12. % (wstep do Funkcji Analitycznych) Niech f: C — C bedzie funk-
cja zespolong, przedstawiong jako kombinacja f = u + v funkcji rzeczywistych.
Zdefiniujmy catke zespolona po krzywej I' C C wzorem

/F F(2)dz = / (u(z) + iv(2))(dz + idy)
—/ z)dx — v(z dy—l—z/ u(z)dy + v(z)d.

(a) Przekonaé sig¢, dla jesli Q@ C C jest ograniczonym obszarem klasy C! oraz

f et to
/89 f(z)dz = /Q(—ayu — 0,0) +1(0pu — Oyv) dAs.

(b) Sprawdzi¢, ze pochodna zespolona f'(z) = limy_ M (w ktérej h jest

parametrem zespolonym) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy f jest rézniczkowal-
na w z (w zwyczajnym sensie) oraz spelnia réwnania Cauchy’ego-Riemanna:

Oyu(z) = 0yv(2), Oyu(z) = —0,v(%).

(¢) Wywnioskowaé, ze jesli f jest wszedzie rézniczkowalna w sensie zespolonym
oraz f € C', to catka zespolona [ f(z)dz po dowolnej krzywej zamkniete;
I' C C jest zerowa.



10 O formach rézniczkowych — dygresja algebraiczna

O co chodzi? Do opisu form rézniczkowych mozna uzy¢ bardziej algebraicznego
jezyka. Pozwala to zauwazy¢, ze w przyjetych definicjach nie ma nic arbitralnego
(zaleznosci od wyboru bazy etc.). Oczywiscie cena jest wieksza abstrakcja.

Na potrzeby niniejszej dygresji bedziemy rozwazaé skonczenie wymiarowe przestrze-
nie nad R, cho¢ oczywiscie mozna przyjac¢ wieksza ogélnos¢. Przeksztatcenia k-liniowe
antysymetryczne (niekoniecznie o wartosciach w R) bedziemy nazywaé przeksztatce-
niami k-alternujacymi. Uzyjemy oznaczenia Hom(U, V') na przestrzen przeksztalcen
liniowych U — V oraz Homzlt(U, V') na przestrzen przeksztatcen k-alternujacych
Uk — V. Jako dalszg lekture polecam Algebra: Chapter 0 P. Aluffiego, zwlaszcza

rozdziaty 2 1 4 w czesci VIIL.

Potega zewnetrzna. Dla przestrzeni U oraz liczby £ > 0 definiujemy potege
zewnetrzng AFU jako przestrzen liniows wraz z przeksztalceniem k-alternujacym
U & ARU o nastepujacej wlasnoéci uniwersalnej: jeéli 7: U* — V jest przeksztatce-
niem k-alternujacym, to istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie liniowe 7' AU —V
spetiajace réwnos¢ T'= T o A, czyli
Uk L v
T(up,...,up) =T A... Aug) dlaug, ... u, € U. AJ /
T
AU
Obraz k-tki (uq,...,ux) przy przeksztalceniu A oznaczamy tu przez uj A ... A uy.

Jest to definicja, ale nie konstrukcja. Mozna z niej tatwo wywnioskowaé, ze istnieje
Nq

tylko jedna taka para w tym sensie, ze jesli sa dwie UF =5 AYU (i = 1,2), to istnieja

izomorfizmy liniowe AFU Iy AYU spetniajace fijoA; = A;. Dlatego bedziemy uwazali
potege zewnetrzng za obiekt jednoznacznie wyznaczony.

Nie jest natomiast oczywiste, czy taka para istnieje. Mozna si¢ jednak przekonaé, ze
jedli wybierzemy baze ey, ..., e, przestrzeni U, to za A*U mozna przyjaé¢ dowolna
przestrzen (Z) -wymiarowa W wraz z przeksztalceniem k-alternujgcym U* — W, dla
ktérego obrazy k-tek (e;,,...,e;) (1 <4y < ... <1, < n) stanowia baze W.

Przeksztalcenia alternujace Jest jasne, ze kazdemu elementowi S € Hom(A*U, V)
(czyli przeksztatceniu liniowemu) mozna przyporzadkowaé element 7' € Hom2' (U, V)
(czyli przeksztalcenie alternujace) wzorem T := S o A. Takie przyporzadkowanie
oczywiscie jest liniowe. Definicja potegi zewnetrznej stwierdza, ze jest to bijekcja,
okreslilismy wiec izomorfizm liniowy

Hom(A*U, V) = Homi" (U, V). (%)

Oznacza to, ze przeksztalcenia alternujace z U* mozna reprezentowaé jako prze-
ksztatcenia liniowe z AFU.



Iloczyn zewnetrzny. Rozwazmy teraz przeksztalcenie W zadane jako przeksztat-

cenie A € Hom't, (U, A¥*1U) z opééniong ewaluacjq:

U € Hom?" (U, Hom** (U, A1),

Wy, ey Ug) (W 1y - ey Uperg) = UL A o AU AU Ao A Uy
Stosujac izomorfizm (x) dwukrotnie, otrzymujemy stad element
¥ € Hom(A*U, Hom(A'U, AFTT)).
7 powrotem dokonujac wezesniejszej ewaluacji, okreslamy przeksztatcenie dwuliniowe
AU x AU — AU,

jest to wtasnie iloczyn zewnetrzny oznaczany znowu symbolem A. Innymi stowy, dla
dwoch elementéw o € A*U, 3 € AU okredlilismy element o A B € AU, Jego
definicje mozna stresci¢ nastepujaco: jest to jedyne przeksztatcenie dwuliniowe, dla
ktorego zachodzi tozsamosé

(g Ao Aug) A (Uggr A v o Atlgrg) = U Ao At Aty Ao A gy

Poréwnanie z pojeciami z zajeé. Gléwna roéznica miedzy pojeciami przedstawio-
nymi tutaj a tymi na zajeciach jest nastepujaca: ot6z na potrzeby zaje¢ przyjmujemy,
ze AFU* jest przestrzenig przeksztalcenn k-alternujacych U — R, czyli przestrzenia
Hom* (U, R) (oczywiscie stosujemy to w przypadku U = R"). Wskazemy teraz izo-
morfizm miedzy tymi przestrzeniami.
W tym celu okreslmy przeksztatcenie

® € Hom{" (U*, Hom (U, R)),  ®(ul,. .., uf)(us, ... up) = det({u},u;))ij-

Jako argument przyjmuje ono k elementéw U* i zwraca przeksztalcenie k-alternujace UF — R
zadane powyzszym wzorem (dla zadanej k-tki elementéw U jest to wyznacznik macierzy k x k
zlozonej z ewaluacji elementéw U* na elementach U).

Zgodnie z definicjg mamy teraz indukowane przeksztatcenie liniowe

AFU* 2 Hom3" (U, R)
i mozna sprawdzi¢, ze jest to izomorfizm. Skadinad przekonalidémy sie wczesniej, ze

Hom3" (U, R) jest izomorficzne z Hom(AFU, R), a to z kolei jest tozsame z (AkU)* na
mocy definicji, wiec otrzymany izomorfizm mozna podsumowacé w postaci

(AkU)* ~ ART*

2



Latwo sie tez przekonaé, ze ® jest tym samym utozsamieniem, ktérego uzyliémy na
zajeciach. Otoz jesli eq, ..., e, jest wybrang baza U, a dxq,...,dz, jest bazg dualng,
to przeksztalcenie k-alternujace odpowiadajace dx;, A ... A dz;, jest dane wzorem

(I)(d$zl VANPIAN dmik)(ul, ce ,Uk) = det(<d$is,uj>)sj = det(uéf")sj,

a wiec jest doktadnie wyznacznikiem z macierzy, ktora ma w kolumnach wektory
uy, ..., U, ale w ktérej wybrano jedynie wiersze odpowiadajace indeksom iy, . .., i.
Inaczej moéwiac, jest to jedyny element Homzlt(U, R), ktéry przyjmuje warto$¢ 1
na k-tce (e;,,...,e; ) (przy zalozeniu, ze i; si¢ nie powtarzaja) oraz wartos¢ 0 na

wszystkich istotnie réznych k-tkach tej postaci.



I Formy rézniczkowe — algebra wieloliniowa

Definicje. Oznaczamy
A¥(R™)* .= {w: (R")* = R k-liniowe antysymetryczne},
(V) :={w: V — A¥(R™)* gladkie}  (k-formy na V C R™).

Baza przestrzeni AF(R™)* sa elementy dxj(vi,...,v;) = det(vés)sj wyznaczone przez k-
elementowe zbiory indekséw I = {i1,...,i,} (brane w kolejnosci rosnacej). Iloczyn ze-
wnetrzny A jest dziataniem tacznym, a w przypadku 1-form antysymetrycznym, i spetnia
dxi, A ...Ndz;, = dzy (przy oznaczeniach j.w.).

Roézniczka zewnetrzna spelia tozsamosé

d(Z frdax I) =" df; Adzy, gdzie df = 9y fdxy + ... + O fday, jest roiniczka f.
I I

Przeciagniecie k-formy rézniczkowej za pomoca funkcji g = (g1, ..., 9n) to

g*(Zf[dl‘il /\.../\d{L‘ik) :foogdgil A ... Ndgi,.
1 1

Zadanie 11.1. Dane jest przeksztalcenie dwuliniowe antysymetryczne w: R2xR? — R
(czyli element A%(R?)*) i wiadomo o nim, ze w((2, 1), (1,2)) = 6. Wyznaczy¢ wartosci
w((2,1),(3,3)) oraz w((1,0),(0,1)).

Zadanie 11.2. Dana jest 2-forma w € A?(R3)*, o ktérej wiadomo, ze
w(ep,e2) =1, wlen,e3) =2, wleg, e3)=3.

Wyznaczyé¢ w((0,1,2),(1,3,0)).

Zadanie 11.3. Niech n: R3xR3 — R3 bedzie iloczynem wektorowym: n(u,v) = uxwv.
(a) Wykazaé, ze n = (dxg A dxs, dxs A dxy,dzy A dxs).

(b) Niech F': R® — R? bedzie gltadkim polem wektorowym oraz ng(z)(u,v) := (F(z),u X v).
Wyrazi¢ ngp w bazie dx A dy, dx A dz, dy N dz.

Zadanie 11.4. Obliczy¢ iloczyny zewnetrzne

(a) (zdy + ydz + zdz) A (dx + dy + dz)



(b) (zdy A dz + ydz A dx + zdx A dy) A (dx + dy + dz)

Zadanie 11.5. Obliczy¢ w A w, jesli w = dx1 A dxo + dxg A duy.

Uwaga. Ten przyktad pokazuje, ze w A w wcale nie musi by¢ zerem.

Zadanie 11.6. Niech w € A%(R*)* bedzie formg z poprzedniego zadania. Wykazaé,
ze kazda forme 5 € A*(R*)* da si¢ zapisa¢ w postaci a Aw dla dokladnie jednej formy
a € AM(RY*.

Uwaga. Jest to szczegdlny przypadek Zadania 11.13.

Zadanie 11.7. Obliczy¢:
(a) zd(sin(x?y)) + yd(cos(zy?))
(b) e-=-¥+2d(ev+v+s)
(¢) d(xyixzdrs A dxy)
(d) d (5575)

x2 +y2

Zadanie 11.8. Obliczy¢ przeciagniecie elementu dys A dy; € A?(R3)* za pomoca
przeksztatcenia liniowego T: R* — R? zadanego macierza (w bazie standardowe;j)

[T] =

O =
O = O
_ o O

1
1
1

o

zdy—ydx
2 +y2

Zadanie 11.9. Obliczy¢ przeciagniecie formy w = za pomocy odwzorowania

O(t) = (cost,sint).

Zadanie 11.10. Obliczy¢ przeciggniecie formy w = dx A dy A dz za pomoca odwzo-
rowania ®(u,v) = (uv,u?, 3u + v). Czy wynik jest zaskakujacy?



Zadanie 11.11. Obliczy¢ cofniecie formy w = dx Ady Adz za pomocg odwzorowania
O(r,a, ) = (rcosacos 3, rsinacos 3, rsin 3)

(czyli dyfeomorfizmu sferycznego).

Zadanie 11.12. Dana jest 2 forma w (%) = x dy Adz — z dz A dy oraz pole wektorowe

F(z,y,2) = (z,z,y). Wyznaczy¢ wspélczynniki 1-formy n(Z)(v) = w(Z)(F(Z),v)
w standardowej bazie dx, dy, dz.

Zadanie 11.13. % (szczegdlny przypadek lematu Lefschetza) Niech w € A%(R?")*
bedzie forma
W = d$1 AN dl’g + ...+ den—l N dl‘gn.

Wykazaé, ze
Anfl(RQnyk =) N Aw € An+1(R2n)*

jest izomorfizmem liniowym.



12 Formy rézniczkowe — catkowanie

Co trzeba wiedzieé:

(a) Calke z n-formy po otwartym obszarze U C R™ definiuje sie wzorem

/fda:l/\...dxn ::/fd/\n.
U U

(b) Calka z k-formy w po k-wymiarowej rozmaitosci M spelnia

/ w:/ P*w
B(N) N

dla dowolnego gltadkiego przeksztatcenia ®: N — M zgodnego z orientacja
(w szczegdlnosdei moze to byé parametryzacja).

rdyNdz+ydzAdx+zdxAdy
(:c2+y2+22)3/2
towanej sferze jednostkowej S?. Czy forma ta jest zamknieta? Czy jest doktadna?

Zadanie 12.1. Obliczy¢ catke z formy w = po dodatnio zorien-

Zadanie 12.2. Dana jest 2-forma w oraz powierzchnia S C R? zadane wzorami
w = —2zxdy Ndz + 2dz N\ dz + zdx A dy, S={y=a2"+2" 1<y<2},

przy czym orientacje S przyjmujemy w taki sposéb, by wektor i = (z,0,z) byl
wzewnetrzny”. Wyznaczy¢ catke [qw:

(a) bezposrednio, przy uzyciu wybranej parametryzacji S;

(b) stosujac twierdzenia Stokesa dla obszaru Q = {y > z? + y*, 1 <y < 2}.

Zadanie 12.3. Dana jest polsfera ST = {z? + y*> + 22 = 1, z > 0} oraz pole
wektorowe F(z,y,z) = (x + z,z — y,0).

(a) Obliczy¢ [¢+ F - 1.

(b) Obliczyé¢ [o+ w dla formy w = ip(dx A dy A dz), czyli formy zadanej wzorem
wy(v1,v2) = (dx Ndy A dz)(F(p),v1,v2).



Zadanie 12.4. (prawo Archimedesa) Cialo A jest zanurzone w cieczy, ktorej po-
wierzchnia pokrywa sie z plaszczyzna z = 0. Cisnienie w punkcie (x,y, z) jest pro-
porcjonalne do glebokosci, a wiec wynosi —cz. W konsekwencji taczna sita wyporu
dziatajaca na ciato A to

F = /8A(_CZ) (=1(z,y, 2)) dlga(z,y, 2)

(sita jest skierowana do wewnatrz A, stad minus przy 7i(z, y, 2)). Wykazaé, ze F = (0,0, ¢|A|).

Zadanie 12.5. Przekonag sig, ze catka z k-formy w po k-wymiarowej podrozmaitosci
M C R" spetnia réwnosé

/Mw _ /wa(vl(m), (@) di (),

gdzie funkcje vy,...,v,: M — R" w kazdym punkcie z € M zadaja dodatnio zo-
rientowang baze ortonormalna T, M (nalezy dopuscié¢, ze sa one jedynie kawatkami
ciagle).

Uwaga. Zadanie to stanowi ogdlnienie Zadania 9.3 i pokazuje, ze caltke z formy mozna
zdefiniowaé¢ w sposob nieopierajacy sie na wyborze parametryzacji.

Zadanie 12.6. (forma objetosci) Niech M C R™ bedzie (n — 1)-wymiarowa pod-
rozmaito$cig zorientowana i oznaczmy przez i dodatnio zorientowane pole normalne
na M (dowolnie przedtuzone na R”, jedli jest taka potrzeba). Niech w € Q" 1(M)
bedzie forma okreslong wzorem

We(v1, .y Upy) i=det((z), vy, .., vpq) dlax e M, vy,... 0,1 € T, M.

Przekonaé sie, ze dla dowolnej (odpowiednio regularnej) funkcji f zachodzi

[ fo= [ f@) dia).

Wskazowka. Skorzysta¢ z Zadania 12.5.

Uwaga. Warunek dodatniej orientacji oznacza, ze kazdego x € M zachodzi 7i(x) € T;- M,
|i(z)] = 1,ajeslivy,...,v,—1 jest dodatnio zorientowana baza T, M, to ri(x), vy, ..., Up_1
jest dodatnio zorientowana baza R".

Zadanie 12.7. Dowies¢, ze ddw = 0 dla dowolnej 1-formy w € Q'(R?), na dwa
sposoby:



(a) przez bezposredni rachunek;

(b) jako wniosek z obserwacji, ze 992 = () dla dowolnego gtadkiego obszaru 2 C R3.

Zadanie 12.8. (twierdzenie Brouwera o retrakcji) Niech w € Q?(R3) bedzie 2-forma
o niezerowej calce [o» w (np. forma objetosci z Zadania 12.6). Przypus$émy, ze istnieje
gladka funkcja u: R?® — S? spehiajaca u(z) = z dla z € S2.

(a) Uzasadnié, ze [q u*w # 0.
(b) Uzasadnié¢, ze d(u*w) = 0.

(¢) Wywnioskowaé sprzeczno$é z zalozeniem istnienia u i wyprowadzi¢ stad kla-
syczne twierdzenie Brouwera.



I3 Praca domowa dla chetnych

Zasady rozwigzywania. Rozwiazania zadan nalezy oddac¢ na pismie podczas zajec¢
13 czerwca. Praca domowa jest niecobowiazkowa — stanowi jeszcze jeden sposéb dla
chetnych, by uzupetié¢ punkty za prace na ¢wiczeniach.

Zadanie 13.1. Obliczy¢ catke
| @+ y)da+ (2 = y)dy.

gdzie D to tuk paraboli x = y? zorientowany od punktu (1,1) do (1, —1).

Zadanie 13.2. O formie w € Q'(R? \ {0}) wiadomo, ze dw = 0 oraz o w = 0.
Wykazaé, ze w jest doktadna, czyli w = df dla pewnej funkcji f: R?\ {0} — R.

Wskazowka. Wykazaé, ze istniejg takie funkcje f,, f_ na mniejszych obszarach
Ap =R*\ {z =0, £y > 0}.

Jak je poltaczy¢ w jedng funkcje?
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