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“Między duchem a materią

pośredniczy matematyka.”

Hugo Dyonizy Steinhaus (1887 — 1972)
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B. van der Pol
An Electro-Mechanical Investigation of The Riemann

Zeta Function In The Critical Strip
Bulletin of the AMS 53 (1947), strony 976-981
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papier, nożyczki, silnik, światło, fotokomórka,
prąd sinusoidalny o zmiennej częstotliwości.
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D. Schumayer and D. A. W. Hutchinson, “Physics of
the Riemann hypothesis,” Rev. Mod. Phys., vol. 83,
pp. 307–330, str.326:
This construction, despite its limited achievement,
deserves to be treated as a gem in the history of the
natural sciences.



Hipoteza Poly’a– Hilberta:
“ζ(12 + i Ĥ) = 0”

RH jest prawdziwa, ponieważ części
zespolone nietrywialnych zer

odpowiadają wartościom własnym
operatora samosprzężonego. Idea

powstała około 1910 roku,
opublikowana po raz pierwszy w 1973.

List Polya (1887-1985) do Odłyżki:







Montgomery (1973): Załóżmy RH:
ρ = 1

2 + iγ.∑
0<γ,γ′≤T

2πα
lnT≤γ−γ

′≤2πβ
lnT

1 =

∫ β

α

(
1−

(
sin πu

πu

)2
)
du

Odlyzko (1987): δn = (γn+1 − γn) ln(γn/(2π))
2π

1
N

∑
1≤n≤N ,
k≥0

δn+δn+1+...+δn+k∈[α,β]

1 ∼
∫ β

α

(
1−

(
sin πu

πu

)2
)
du



Przez kilka lat ujawniony w czasie krótkiej rozmowy
Montgomery’ego z Dysonem związek nietrywialnych
zer ζ(s) z wartościami własnymi macierzy GUE nie
wzbudzał dużego zainteresowania. W latach
osiemdziesiątych Andrew Odlyzko rozpoczął
sprawdzanie przypuszczenia za pomocą
superkomputerów Cray-1 i Cray X-MP.





A. Odlyzko:

The 1020-th zero of the Riemann zeta
function and 70 million of its neighbors,
tysiące godzin na Cray-1 i Cray X-MP
The 1020-th zero of the Riemann zeta

function and 175 million of its neighbors,
1992 revision of 1989

The 1021-st zero of the Riemann zeta
function,

The 1022-nd zero of the Riemann zeta
function, (∼ 109 zer)



P. Sarnak napisał: „Na poziomie fenomenologicznym
to jest chyba najbardziej zdumiewające odkrycie
dotyczące dzety od czasów Riemanna.”



E. Wigner, F.J. Dyson, M.L. Mehta: ciężkie
jądra atomowe. Macierze losowe.

Gaussian Unitary Ensemble (GUE): układy
bez symetrii względem odwrócenia czasu.

Inne zespoły: GOE, GSE.

Histogram odległości δn.







ζ(s) =
1

(1− 21−s)Γ(s)

∫ ∞
0

us−1du

1 + eu
, <(s) > 0

ζ(s) = 0⇔
∫ ∞
0

us−1du

1 + eu
= 0

Jeżeli 1 > <(s) > 1
2 dla ζ(s) = 0 prowadzi

do sprzeczności ⇒ dowód RH.



H =
∂2

∂x∂y
+iβy

∂

∂y
+i(1−β)x

∂

∂x
+
i

2
, β ∈ R

< φ|ψ >=

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
0

dy φ(x , y)ψ(x , y)

Aby H = H†: ψ(x , 0) = ψ′(x , 0) = 0 i ψ(x)

oraz ψ′(x) muszą szybko zanikać do zera dla
x → ±∞ i y →∞.



Hφ = λφ, z = 1
2 + iλ

{
∂2

∂x∂y
+ iβy

∂

∂y
+ i(1− β)x

∂

∂x

}
φ = −izφ

rozwiązania dla <(z) > 0:

φ(x , y) =

∫ ∞
0

tz−1e ixt
1−β

g(t + ytβ)dt

tutaj g(u) znika dla u →∞.



wybór

g(u) =
1

1 + eu

wtedy

f0(x , y) =

∫ ∞
0

tz−1e ixt
1−β

dt

1 + et+ytβ

spełnia Hf0 = λf0. Związek z ζ(s) dla
x = y = 0



< ψ|ψ >=∞ ⇒ widmo jest ciągłe.

Całka z dodatniej funkcji = 0 ⇒
<(s) = 1

2 ⇒ RH





Ĥ =
1
2

(xp + px)

I Ĥ ma klasyczny odpowiednik
opisujący dynamikę chaotyczną,
niestabilną i ograniczoną

I Dynamika Riemanna nie posiada
symetrii względem odwrócenia
czasu.

I Dynamika Riemanna jest
jednowymiarowa



Ĥ ma liczbę poziomów < E :

N(E ) =
E

2π

(
ln

(
E

2π

)
− 1
)

+
7
8

+. . .

N(T ) =
T

2π
ln

(
T

2πe

)
+
7
8

+O(ln(T ))

ψE(x) ∼ const

|x |1/2−iE
ζ

(
1
2
− iE

)









ĤBBM =
1

1− e−p̂
(x̂ p̂ + p̂x̂)(1− e−p̂)

funkcje własne: dla <(s) > 1 oraz
q 6= −1,−2,−3, . . .

ζ(s, q) =
∞∑
n=1

1
(q + n)s

ζ(s) = ζ(s, 0)



ψs(x) = −ζ(s, x + 1) spełnia

ĤBBMψs(x) = i(2s − 1)ψs(x)

warunek brzegowy:
ψs(0) = 0 = ζ(s, 0) = ζ(s)
wtedy s są zerami funkcji ζ(s)

Jeżeli HR ⇒ i(2s − 1) = −2γn.



e-mail z 15.X 2019 od Dorje Brody:

The fact that once a Hilbert space condition is
imposed then one is restricting analysis on the critical
line, however, is a generic feature, applicable to other
operators, and hence makes the Hilbert-Pólya
programme harder than what people might have
thought of it previously.



Hipotetyczny układ kwantowy (abstrakcyjny
„pierwiastek”, którego jądro posiada poziomy
energetyczne pokrywające się z γn) został nazwany
przez O. Bohigasa „Riemannium”, analogicznie do
mionium, czyli atomu zbudowanego z antymionu i
elektronu albo pozytonium: układu złożonego z
elektronu e− i pozytonu e+, czyli antyelektronu.





Uwaga: dla trywialnych zer −2n funkcji ζ(s):
kwantowy oscylator harmoniczny

1
2

(
− d 2

dx2 + x2
)
ψn(x) = (n + 1

2)ψn(x)

ψn(x) = e−
x2

2 · Hn(x), n = 0, 1, 2, . . .

Hn(x) to wielomiany Hermite’a

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)
.(

d 2

dx2 − x2 + 1
)
ψn(x) = −2nψn(x).

Ĥtryw =
d 2

dx2 − x2 + 1



Sierpień 1996, konferencja w Seattle
poświęcona 100-leciu PNT: Peter
Sarnak oferuje butelkę wina dla
fizyków, którzy z prawa
Montgomery’ego–Odlyzki potrafią
otrzymać informacje nie znane
wcześniej matematykom.



Wrzesień 1998, konferencja w
Wiedniu: Jon Keating podał
rozwiązanie (ale nie dowód) tzw.
problemu momentów dzety.



G.H. Hardy i J.E. Littlewood (1918):

1
T

∫ T

0
|ζ(12+ıt)|2dt ∼ ln(T ), gdy T →∞.

A.E. Ingham w 1926 roku:

1
T

∫ T

0
|ζ(12+ıt)|4dt ∼ 1

2π ln4(T ), T →∞.



przypuszczalna postać dla k = 3 i dla k = 4
(B. Conrey i A. Ghosh, 1998):∫ T

1
|ζ(12 + it)|6 dt ∼

42
9!

∏
p

{(
1− 1

p

)4(
1 +

4
p

+
1
p2

)}
T ln9 T

dla dużych T



∫ T

0
|ζ(1/2 + it)|8 dt ∼

24024
16!

∏
p

((
1− 1

p

)9(
1 +

9
p

+
9
p2

+
1
p3

))
×T log16 T dla dużych T



Keating i Snaith (2000):

1
T

∫ T

0

∣∣ζ(12 + ıt)
∣∣2k dt ∼ fka(k)(lnT )k

2
,

gdzie

a(k) =
∏

p pierwsza

(
1− 1

p

)k2 ∞∑
m=0

(
Γ(m + k)

m! Γ(k)

)2

p−m,

a liczby fk są dane wzorem:

fk =
G 2(k + 1)

G (2k + 1)
.

G (·) jest funkcją Barnes’a: G (z + 1) = Γ(z)G (z)



Ciepło właściwe ciał stałych i obszar wolny od zer
ζ(s):

cV (T ) =

∫ ∞
0

(
~ω
kBT

)2
e~ω/kBT

(e~ω/kBT − 1)2g(ω)dω

(Cheng 1990, Ming et al 2003):

g(ω) =
1

2πω

∫ ∞
−∞

ωik+sQ(k)

Γ(ik + s + 2)ζ(ik + s + 1)
dk

Q(k) =
∫∞

0 uik+s−1cV (1/u)du



s — parametr regularyzacyjny, s1 < s < s2, gdzie s1 i
s2 są wykładnikami T odpowiednio w wysokiej i
niskiej temperaturze

cV (T ) ∼ T s1 (T →∞)

cV (T ) ∼ T s2 (T → 0)

Prawo Dulonga–Petita daje s1 = 0 i s2 = d
(d–wymiar przestrzeni, cV ∼ T d).
Obszar wolny od zer [1, 1 + d ].





Shlesinger rozważa ruch jednowymiarowy z
prawdopodobieństwem wykonania skoku ±l
danym przez wzór:

p(±l) =
1
2
C

(
1

l 1+β
± µ(l)

l 1+β−ε

)
, β > 0,

C =
1

ζ(1 + β) + 1
ζ(1+β)

Ruch losowy Riemanna–Mobiusa



λ(k) =
∞∑

l=−∞

e iklp(l)

λ(k) osiąga maksimum przy k = 0 dla
każdego RW. Jeżeli RH to

λ(k) ∼ 1− kβ ± kβ+1/2+ε

Gdy są zera dowolnie bliskie 0 lub 1:

λ(k) ∼ 1± kβ−ε + kβ k → 0

Nawet jedno zero poza <(s) = 1
2 będzie

dominować w zachowaniu λ(k).







Dynamika kuli bilardowej

T (β, ψ) = (β + π − 2ψ, ψ)



Prawdopodobieństwo, że kulka nie ucieknie
do chwili t:

tP(t) =
1
8π

∞∑
n=1

n(φ(n)− µ(n))

×
[
g

(
2π
n
− θ′ − ε

)
+ g (θ′ − ε)

]
φ(n) funkcja totient Euler: liczba dodatnich
m ≤ n takich, że gcd(m, n) = 1

g(x) =

{
x2 x > 0
0 x ≤ 0



sin(α) =
(e iα − e−iα)

2
Tożsamość Ramanujana:

n−1∑
m=0

gcd(m,n)=1

e2πim/n = µ(n)



Dla jednego otworu RH jest
równoważna temu, że:

lim
ε→0

lim
t→∞

εδ−1/2(tP(t)− 2/ε) = 0

dla każdego δ > 0



π−
s
2 Γ
(s
2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1−s), s ∈ C\{0, 1}.

Niesymetryczna postać równania funkcyjnego

2Γ(s) cos

(
π

2
s

)
ζ(s) = (2π)sζ(1− s)

Relacje Kramersa–Wanniera. 2-wymiarowy model
Isinga

Z (J) = 2N(cosh(J))2N(tanh(J))NZ (J̃)

N liczba spinów, e−2J̃ = tanh(J). Model spinowy z
funkcją stanów Z (β) wyrażoną przez ζ(s). Knauf:
Z (β) = ζ(β − 1)/ζ(β).



Twierdzenie Lee–Yanga o zerach sumy stanów: sumy
stanów mają zera zespolone leżące na okręgu. W
granicy termodynamicznej zespolone zera mają punkt
skupienia przy rzeczywistej wartości temperatury.

Twierdzenia “kołowe”.

Twierdzenie Lee-Yanga → RH.
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Koniec

The end


