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O tym pliku. Plik jest w budowie i bedzie sie powiekszal w trakcie semestru. Bede
sie staral udostepnia¢ w miare kompletne rozdzialy, ale numeracja zadan i ich tresci
moga sie zmieni¢. Moga sie trafia¢ rozmaite bledy — bede wdzieczny za informacje
o wszystkich.

Kazdy z rozdzialéw jest podzielony na dwie czesci. Pierwsza cze$¢ zawiera zadania,
ktore planuje omawiaé¢ podczas zajeé, a takze hastowy skrot najwazniejszych tresci
teoretycznych. Mozna to przejrzeé przed zajeciami (np. zeby zorientowaé sie, jaka
tematyke bedziemy porusza¢ i co nalezy powtorzy¢ z wyktadu), ale raczej nie warto
rozwiazywaé zadan z czeéci pierwszej w domu przed zajeciami. Zadania oznaczone
pelna kropka (e) omoéwimy prawie na pewno na éwiczeniach.

Druga czes¢ rozdziatu to zadania, z ktorych wiekszosci — z réznych powodéw — nie
bedziemy omawia¢ na zajeciach (np. bo oméwimy inne podobne, bo sa za tatwe, bo sa
za trudne, bo sa za malo na temat, bo beda zadane w pracy domowej, bo sa pomyslane
jako zadania do pracy wtlasnej). Te zadania mozna wykorzystaé jako zadania treningowe
lub uzupelniajace (ale nie twierdze, ze warto lub nalezy zrobi¢ wszystkie).

O przedmiocie. AM 2 bedzie troche innym przedmiotem niz AM 1. Bedziemy praco-
waé z funkcjami f: RF — R!. W wielu wymiarach bedzie trudniej korzysta¢ z geome-
trycznych intuicji (bo bedzie trudniej wyobrazi¢ sobie lub narysowaé na komputerze
wykres funkeji). Niektore fakty, ktore byly praktycznie oczywiste dla funkeji f: R — R,
tu beda wymagaly bardziej uwaznych, skomplikowanych lub technicznych dowodéw.
Niektore pojecia beda dosé abstrakcyjne. Ze wzgledu na charakter materiatu same
¢wiczenia tez pewnie beda wygladaly troche inaczej niz na pierwszym roku.

Wiele oséb zniecheca sie przez ,znaczkologie” — faktycznie, czasami bedzie troche
indekséw, bo funkcja bedzie brata wektor o k wspolrzednych i zwracata wektor o {
wspohrzednych, a zamiast pochodnej funkcji w punkcie (czyli liczby) bedziemy mieli
przeksztalcenie liniowe (macierz). (A jesli bysmy mieli ciag funkeji i/lub ich pochodnych
wziety w jakims$ ciagu punktow i zaczeli wybiera¢ podciagi zbiezne, to ... ). Wielka
prosba: prosze nie daé¢ sie zniechecié¢, zmyli¢ i zgubi¢! Za wiekszoscia pojeé, twier-
dzen i rozumowan nadal beda staly konkretne geometryczne lub analityczne pomysty.
Poznamy rézne bardzo wazne fakty, bardzo piekne twierdzenia i bardzo mocne teorie.

Wymagania wstepne Oczywiscie bedzie potrzebne rozsadne ogarniecie w tematyce
AM 1 (funkcje jednej zmiennej), ale zaktadam, ze z tym nie powinno byé problemow.



Po drugie, jesli ktos$ przez wakacje zupelnie zapomnial o GALu, to dobrze byloby
przypomnie¢ sobie, ze macierze zadaja przeksztalcenia liniowe, jak sie mnozy macierze
(i kiedy mozna to robi¢) i jak sie mnozy macierz przez wektor, a w dalszej kolejnosci,
ze byly takie rzeczy jak iloczyn skalarny, macierze symetryczne, formy kwadratowe,
oraz ze wyznacznik ma co$ wspolnego ze zmiana objetosci.

Wreszcie, bedzie praktycznie od razu potrzebne troche topologii (zbiory otwarte
i domknigte [w przestrzeni R*], ich wtasnosci), wiec prosze skupié sie na szybkim
ogarnieciu podstawowych definicji, ktore pojawia sie na wyktadzie z AM 2, oraz uwazaé
zajeciach z topologii.
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1. Normy, granice, ciagtosc

Materiat do omoéwienia na zajeciach [3—4 ¢éw.]

Teoria (déja vu). Przestrzen liniowa R¥. Wiemy, ze:
o v = (z1,...,7;) € R¥ to punkty/wektory,
e v-y=(z,y) =ayl = 2521 x;y; to iloczyn skalarny,
lz|lz = v/{z,z) = (Z?:l x?)l/Q to norma euklidesowa (odlegtos¢ od zera),
|z — y||2 to odleglosé punktow x, y (spelnia aksjomaty przestrzeni metrycznej),
e zachodzi nieréwnos$é Cauchy’ego-Schwarza: [(x,y)| < ||z||2|y||2-

Teoria (déja vu). Definicja normy [na przestrzeni liniowej|.

1.1 (norma w /%), Dla x = (21,...,2;) € R" oraz p € [1,00) kladziemy

k 1/p
ol = (3 hosl?)
j=1

a) Co kladziemy dla p = co?
b) Uswiadomié sobie, ze || - ||, jest norma na R dla p € {1,2, 0o}.
¢) Dla k =2, p € {1,2, 00} naszkicowa¢ domkniete kule jednostkowe

{zr e R : lzfl, <1}

Naszkicowa¢ lub stownie opisaé te kule rowniez dla k = 3, p € {1,2,00}.

d) Uzasadni¢, ze ||z||, > ||z]|, dla 1 < p < g < 00, @ € R¥. Zrozumieé, co znaczy ta
nier6wno$é¢ w terminach kul jednostkowych.

e) Wykazaé, ze || - ||, jest norma na R* dla kazdego p € [1, o).

1.2 (uzupeklienie wiedzy podworkowej). a) Zalozmy, ze p,q € (1,00) spelniaja
zlv + % = 1. Wykazaé, ze dla z,y € R¥ zachodzi nieréwnosé¢ Holdera:
[z, u)| < llzllpllyllg-

Wskazowki. Dowodéw jest wiele. Mozna udowodnié najpierw nier6wnosé Younga: ab <
I%ap + %bq (a,b > 0) korzystajac z wypuklosci odpowiedniej funkcji. Alternatywnie
b) Uzasadnié, ze tak naprawde zachodzi tez ||z, = sup{(z,y) : |yll; < 1,y € R*}.
c) Uswiadomié sobie, ze wszystko dziata tez dla p,q € [1, 00].

mozna najpierw udowodnié¢ nier6wnosé Holdera dla p,q € Q, % =



1. Normy, granice, cigglosé

1.3. Dana jest pewna norma || - | na R*. Sprawdzi¢, ze domknieta kula jednostkowa
B = {z € R : ||z|| < 1} jest zbiorem wypuktym i symetrycznym (wzgledem 0, tzn.
B = —B). Uzasadni¢, ze dla kazdej prostej L C R¥ przechodzacej przez 0 € R* zbior
BN L jest odcinkiem skoriczonej [euklidesowej| dtugosci.

1.4. Dany jest zbior K C R¥, ktory jest wypukly, zwarty (tzn. — w przypadku R* —

domkniety i ograniczony), ma niepuste wnetrze, i jest symetryczny (K = —K). Dla
x € R* definiujemy

ek = int{t >0 %x € K).

a) Wykonaé rysunek pogladowy.
b) Wykazaé, ze || - |k jest norma, zas K domknieta kulg jednostkowa w tej normie.

$okk

Teoria (tatwe i naturalne). Definicja zbieznosci ciagu punktéw w R¥ (w normie [eukli-
desowej|); zbieznosé wspotrzednych.

Komentarz. Odtad bedziemy na ogot pracowac ze standardowa norma euklidesows, || - [|2
w RF, ale gdyby$my wybrali inng norme, to we wprowadzanych pojeciach zbieznosci,
cigglosci, otwartosci itp. niewiele by sie zmienito, bo okazuje sie, ze na przestrzeni R”
wszystkie normy sg rownowazne (patrz zadanie 1.10 ponizej).

Teoria (déja vu). Definicja granicy funkcji w punkcie (mamy A C R*, f: A — R, oraz
punkt p € R, ktory jest punktem skupienia zbioru A).

1.5. Obliczy¢ ponizsze granice lub wykazaé, ze nie istnieja:

. 2% + g2 ) zy . 3
lim _ lim —5—3 lim -
(z.9)—(0,0) || + |y] (z,y)—(0,0) 22 +y (z.9)—(0,0) 22 + 2y + ¥y
. sin(z? 4+ y*) , |x|/Py®
lim , im .
(z,y)—(0,0) exp(x? +y1) — 1 (2,9)—(0,0) 2 4 40

1.6. Funkcja f: R? — R ma te wlasnosé, ze dla kazdej prostej L C R? przechodzacej
przez (0,0) zachodzi

lim x, =0
o= e yer T &Y

(po obcieciu f do prostej L granica w punkcie (0, 0) istnieje i jest rowna 0). Rozstrzygnaé,
czy wynika z tego, ze istnieje granica lim, ) (0,0y f (%, ¥).

1.7. a) Poda¢ przyklad mozliwie najprostszej funkcji f: R? — R, ktora spetnia wszyskie
ponizsze warunki:
e dla kazdego y € R istnieje skoriczona granica lim,_,q f(z,y),
e dla kazdego x € R istnieje skoficzona granica lim,_.o f(z,y),
e istnieja skoiiczone granice iterowane
lim (lim f(2,y)),  lim (lim f(2,))

y—0 x—0

(i sa rowne),



1. Normy, granice, cigglosé

e granica lim(, ,y_(0,0) f(7,y) nie istnieje.
b) Funkcja f: R? — R jest zadana wzorem

0 jesliz,yeQ,
1w przeciwnym przypadku.

f(x,y)=(x2+y2)~{

Uswiadomi¢ sobie, ze lim(g ,)—(0,0) f(2,y) = 0, ale nie istnieje granica iterowana
limy ¢ (limxﬂo f(z, y))

¢) Zalozmy, ze dla funkcji f: R? — R zachodzi lim (g, ) —(0,0) f(7,y) = 0, a ponadto
dla kazdego x € R istnieje skoriczona granica g(z) == lim,_¢ f(z,y). Czy jest prawda,
ze lim, o g(z) =07
Teoria (déja vu). Mamy A C R* (dowolny), f: A — R!. Definicja ciaglosci funkcji
(ciagowa 1 epsilonowo-deltowa (w punkcie p € A, na caltym A)).
Uwaga (istotna). Mamy A C R*, f: A — R!. Twierdzeniem z wykladu jest, ze wtedy
powyzsza definicja funkcji ciaglej f: A — R! jest zgodna z ogolna definicja z wyktadu
topologii — w zbiorze A rozpatrujemy naturalng topologie indukowana z calej przestrze-
ni R¥, tj. zbiory otwarte w naszej mniejszej przestrzeni topologicznej A to doktadnie
zbiory postaci ANU, gdzie U C R¥ jest otwarty (w RF).

1.8. Zbadaé ciaglosé funkcji f,g: R? — R zadanych wzorami:

Yo—lul/z® gl z—y 3

re jesli x # 0, — dla y # z°,
x, =<7 x, =< Ty

f(@y) {1 jesli z = 0, 9(@.y) {1 dla y = 3.

Teoria (elementy topologii). Zbior otwarty, domkniety. Ciagowa charakteryzacja do-
mknigtogci. W R¥ (1) zbiér zwarty to zbior domkniety i ograniczony. Wnetrze, domknie-
cie, brzeg. Spojnosé.

Teoria (déja vu). Wiekszosé faktow o ciaglosé przenosi sie na przypadek funkcji wielu
zmiennych funkcji, m.in. te dotyczace operacji arytmetycznych, sktadania, osiagania
kreséw na zbiorach zwartych, jednostajnej ciaglosci na zbiorach zwartych, ale trzeba
troche uwazaé, patrz np. zadania 1.27, 1.28, 2.12, 2.13.

1.9 (klasyczne; por. zadanie 1.35). a) Funkcja f: R? — R jest zdefiniowana wzorem

_ [ dia(y) #(0,0),
fey) = {0 " dla (z,y) = (0,0).

Sprawdzi¢, ze f jest ciagta na R?\ {(0,0)}, nie jest ciagla w punkcie (0,0), ale jest
ciagta po obcieciu do dowolnej prostej przechodzacej przez (0, 0).
b) Podaé przyktad funkcji g: R? — R majacej dokladnie dwa [zadane z gory] punkty
niecigglosci (a, b), (c,d) i takiej, ze g jest ciagta po obcieciu do dowolnej prostej L C R2.
c¢) Podaé¢ przyklad funkcji h: R? — R nieciagtej dokladnie w [zadanych z gory]
punktach (a,,b,) € R? (n € N), i ciaglej po obcieciu do dowolnej prostej L C R2.

I Przeksztalcenie f: X — Y przestrzeni topologicznej (X, 7x )w przestrzen topologiczng (Y, 7y) jest
ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego U € 7y mamy f~1(U) € Tx (przeciwobrazy zbiorow
otwartych [w Y] sg otwarte [w X]).



o

1. Normy, granice, cigglosé

1.10 (wazne). Dane jest k € N i pewna norma || - || na R*. Wykazaé, ze istnieja pewne
state A, B € (0, 00), zalezne tylko od k i || - ||, takie ze dla kazdego = € R¥ zachodzi

Allzllz < =]l < Bllz[l2-

W szczegolnosei, ciag punktow jest zbiezny w normie || - || wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zbiezny w standardowej normie euklidesowe;.

1.11. Ustalmy niepusty zbior A C R¥. Dla 2 € R* definiujemy
dist(x, A) = inf{|lz —y|l2 : y € A}.

a) Wykazadé, ze dist(-, 4): R¥ — [0,00) jest funkcja ciagta na R¥, a nawet spelnia
warunek Lipschitza ze stata 1.

b) Wykazaé, ze jesli zbior A jest domkniety, to powyzsze infimum jest osiagane.

c) Wykazaé, ze jesli zbior A jest domkniety i wypukly, to powyzsze infimum jest
osiagane w dokladnie jednym punkcie.

d) Wykaza¢, ze jesli A, B C R* s niepuste, domknigte i roztaczne, to istnieje funkcja
ciagta f: R*¥ — [0,1], taka ze

f(z) =0 <= z €A, fx)=1 < z € B.

1.12. Zalézmy, ze funkcja f: R? — R spelnia nastepujace warunki:
1) dla kazdego y € R funkcja z — f(x,y) jest ciagta, rosnaca,
2) dla kazdego = € R funkcja y — f(z,y) jest ciagla.

Wykazaé, ze funkcja f: R2 — R jest ciggla.

Zadania treningowe, uzupetniajace, dodatkowe

1.13 (powtorka z GALu). Przypomnieé sobie z GALu hasta: forma dwuliniowa, iloczyn
skalarny, norma/dlugosé¢ wektora, tozsamosé rownolegtoboku.

1.14. Dana jest pewna norma || - | na R*. Uzasadni¢, ze wzor
]|« = sup{(z,y) : y € R, [lyll <1}, @ € R,

réwniez zadaje norme na R¥. [W szczegdlnosci uzasadnié, ze ||z« < oo dla kazdego
r € RV ]

1.15 (niekluczowe dla nauki AM 2, ale naturalne, choé¢ by¢ moze dosé abstrakcyjne).
Dla niepustego zbioru A C R¥ definiujemy zbior

A° ={y € R : (z,y) <1 dla kazdego z € A}.

Zbidér ten nazywa sie zbiorem polarnym albo polarem zbioru A.
a) Uzasadni¢, ze A° jest domknietym, wypuktym podzbiorem R¥ zawierajacym O.
b) Uzasadni¢, ze jesli A C B, to A° D B°.



1. Normy, granice, cigglosé

c) Wykazadé, ze jesli zbior K C R¥ jest wypukly, zwarty, ma niepuste wnetrze, i jest
symetryczny (K = —K), to zbior K° tez jest wypukly, zwarty, ma niepuste wnetrze,
i jest symetryczny, a ponadto (K°)° = K.

d) Wykazaé, ze || - || ko jest norma dualna do || - || &, tzn. dla 2 € R¥ zachodzi

| = sup{(z,y) : lyllx- < 1,y € R"}.
e) Zorientowac sie, ze || - ||k jest norma dualna do || - || ke.

1.16 (norma operatorowa). Dla przeksztalcenia liniowego A: R¥ — R! (ktére mozna
utozsamiaé z zadajaca je macierza (a;j)1<i<i,1<j<k rozmiaru ! X k) ktadziemy

1All2—2 = sup{||Az]2 : [lz]|l2 < 1, = € R*}.

a) Wykazac, ze
l k
IAlz—z < (305 a2) Y2
i=1j=1

Poda¢ przyktad macierzy 2 x 2, dla ktorej powyzsza nier6wnosé jest ostra.

b) Uswiadomié¢ sobie, ze dla kazdego = € R* zachodzi ||Ax|lz < ||All2—2||z|2, Ze
A: RF — R! spelnia warunek Lipschitza (i ze || A||2—2 jest najmniejsza stala z jaka on
zachodzi).

¢) Sprawdzi¢, ze || - ||2_2 jest norma [na przestrzeni przeksztalcen liniowych L(R¥ R!),
ktoéra mozna utozsamiaé z R'*|.

d) Uzasadnié¢, ze jesli A: RF — R!, B: RY — R™ to przeksztalcenia liniowe, to

[BA[l2—2 < || Bll2—2|All2—2-

e) Uzasadni¢, ze jesli A: R¥ — R” jest izomorfizmem liniowym, to

1

T lzllz < Azl < [|Afla—2ll2|l2 dla z € R".
A= 22

1.17. Dla przeksztalcenia liniowego A: R* — R! (ktére mozna utozsamiaé z zadajaca
je macierza (a;;)1<i<i,1<j<k rozmiaru | X k) ktadziemy

IAll—2 = sup{[|Az]}2 : ]zl <1, = € R"},
<

[All200 = sup{[|Azloc : |lz[l2 < 1, = € R*}.
Wykazaé, ze
[All1—2 = max{[|(as;)izs]l2 : 1 < j <k}
1All2—c0 = max{[|(as;)f—ll2 : 1 <@ <1}

(maksimum [euklidesowych| dtugosci kolumn i wierszy macierzy A, odpowiednio).



1. Normy, granice, cigglosé

1.18. Niech A = {(x,y) € R? : y > 0}, f(z,y) = y* dla (z,y) € A. Zbada¢ istnienie
granicy

lim x,
(z,y)—(a,0) f@:9)
w zaleznosci od parametru a € R.
1.19. Obliczy¢ granice:
lim  xIn(z? + 32%), lim (22 + yg)Ing.
(z,y)—(0,0) (,1)—(0,0)

1.20. Obliczy¢ ponizsze granice lub wykazaé, ze nie istnieja:

1 — cos(x +y) . 1 — cos*(|z| + |y|)
im —— lim ,
(@) —(00) 224332 (x.y)—(0,0) x? +y?
3 3 3
lm lm lm 5
(x.y)—(0,0) 22 + y (2,9)—(0,0) 22 + 24 +y (x,y)—(0,0) 22 + y
2 4 2 .2 2,2
lim Lz y4, im 7332 y4, im 753/ T
(z,4)—(0,0) 22 4y (z.y)—(0,0) 22 + y (x,y)—(0,0) 22 +y
1.10y10210

; 3.4 2
(Ly,z)—H}(O,O,O) Py na zbiorze {(z,y,2) € R° : z* + y“z # 0},

1.21. Obliczy¢ ponizsze granice lub wykazaé, ze nie istnieja:

sin(z)y ) sin(z)yz
i , lim —,
(@.9)—(0,0) 22 + 12 (..2)—(0,0,0) 22 4 32
lim sin(z)y . sin(z)y
(2,5,2)—(0,0,0) T2 + | 2|y’ (2,y,2)—(0,0,0) zx2 + y2~

(ostatni przyklad na ,naturalnej” dziedzienie, na ktorej zx? + y2 # 0).

1.22. Dla kazdego punktu (a,b) € R?, ktérego wspolrzedne spetniaja rownanie a+b = 1,
obliczy¢ granice
ysin(mx)
(@y)—=(ab) z+y—1
lub wykazaé jej nieistnienie. (Zakladamy ,naturalna” dziedzine funkcji, odpowiadajaca
niezerujacemu sie mianownikowi).

1.23 (kolokwium 2010). Obliczy¢ granice lub wykazaé, ze nie istnieje:

I \/ 1 + 1 \/ 1 n 1
im — ===+ -
(my)—O+0+) V2t +yt o 4yt oy

1.24. a) Wskazaé przyktad rodziny zbioréw domknietych w R?, ktérej suma jest zbiorem
otwartym (ale nie calg przestrzenia).

b) Wskazaé¢ przyktad rodziny zbioréw otwartych w R?, ktorej przeciecie jest niepustym
zbiorem domknietym.




1. Normy, granice, cigglosé

1.25. a) Uswiadomié sobie, ze kazdy zbior otwarty U C R¥ jest suma pewnej rodziny
kul otwartych.

b) Uzasadni¢, ze kazdy zbior otwarty U C RF jest suma pewnej przeliczalnej rodziny
kul otwartych.

¢) Uzasadni¢, ze kazdy zbior otwarty V' C R jest suma pewnej rodziny parami
roztacznych odcinkow otwartych [byé moze nieskoriczonej dtugosci].

1.26. a) W zbiorze A = {(z,y) € R? : y > 0} zadajemy naturalng topologi¢ indukowana
z R? (zbiory otwarte w A to zbiory postaci AN U, gdzie U C R? jest otwarty). Dla
kazdego z nastepujacych zbioréw okreslié, czy jest on otwartym, domknietym, zwartym
podzbiorem A:

{(z,y) e A: 0 <y <1},
{(z,y) € A: 0 <y < 1},
{(z,y) € A:2® + (y—1)2 < 1}.
b) W zbiorze B = {(x,y) € R? : y > 0} zadajemy naturalna topologie indukowang
z R? (zbiory otwarte w B to zbiory postaci BN U, gdzie U C R? jest otwarty). Dla

kazdego z nastepujacych zbioré6w okreslié, czy jest on otwartym, domknietym, zwartym
podzbiorem B:

{(z,y) e B: 0 <y <1},
{(z,y) e B:0< y<1},
{(z,y) e B: 0 <y <1},
{(z,y) e B: 0 <y <1},
{(z,y) € B:2® + (y — 1) < 1}.

1.27. a) Przypomnieé sobie, ze jesli P jest wielomianem jednej zmiennej o wspotezyn-
nikach rzeczywistych, to obrazem prostej jest potprosta domknieta, cata prosta lub
punkt.

b) Podaé¢ przyktad wielomianu dwoch zmiennych o wspoétezynnikach rzeczywistych
Q: R? — R, ktorego obrazem jest polprosta otwarta (0, co).

1.28. a) Przypomnie¢ sobie, ze jesli I C R jest przedzialem, to f: I — R jest roz-
nowartosciowa wtedy i tylko wtedy gdy jest $cisle monotoniczna. Ponadto, jesli f
jest roznowarto$ciowa i ciagla, to jest bijekcja na swoj obraz, a funkcja odwrotna
f7t: f(I) — R tez jest ciagta.

b) Podaé przyktad przedziatu I C R i funkcji g: I — R?, ktora jest ciagta i r6zno-
wartosciowa, ale funkcja odwrotna g~!: g(I) — I nie jest ciagta.

1.29. Zbada¢ ciaglosé funkcji f: R? — R zadanej wzorem:

f(z,y) = e Jesliy # sin(z),
, 1 jesli y = sin(x).
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1. Normy, granice, cigglosé

1.30. Zbadaé ciagtosé¢ funkeji f: R? — R3 zadanej wzorem:

Hay,2) = (Zhata), e L)) dla (2,y,2) £ (0,0,0),
Y, (0,0,0) dla (z,y,z) # (0,0,0)

1.31. Niech k > 2. Zalozmy, ze funkcja f: R*¥ — R jest ciagla i istnieja a,b € R* takie,
ze f(a) <0< f(b). Uzasadni¢, ze funkcja f ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych.

1.32. Dla (z,y, 2) € R? niech
fla,y,2) =In(1 +2® +y* + 2°) cos(a® + y* + 2%) exp(—(a® + 9% + 2%)),
g(z,y,2) = In(1 + 22 + y? + 22) cos(zyz) exp(—(z? + y* + 29)).
Uzasadnié, ze kazda z tych funkcji osiaga swoje kresy.
1.33. a) Funkcja f: R* — R! jest ciggla. Uzasadnié, ze jej wykres, tj. zbior
{(z, f(z)) € RF xR : 2z e ]Rk},

jest domkniety [w przestrzeni RF x Rl = RFH.
b) Poda¢ przyktad funkcji g: R — R, ktora nie jest cigglta w punkcie 0, ale ktorej
wykres{(z, g(z)) € R? : # € R} jest domknigtym podzbiorem RZ.

1.34. a) Funkcja f: R¥ — R jest ciggla, punkt xp € R” jest ustalony. Wykazaé, ze
poziomica funkcji f przechodzaca przez punkt xg, tj. zbior

{zeR": f(z) = f(x0)},

jest domkniety.
b) Poda¢ przyktad zbioru A C R*, funkcji ciggtej g: A — R i punktu x¢ € A, takich
ze {v € A:g(x) = g(wo)} nie jest domknietym podzbiorem R*.

1.35 (por. zadanie 1.9). Funkcja f: R? — R jest zdefiniowana wzorem
ex (_1/I2) o
flz,y) = oy Jesia £ 0,
0 jesli z = 0.

a) Sprawdzi¢, ze f jest ciagla po obcieciu do dowolnej krzywej postaci y = cx™/m
(c € R, m,yn € N — wzglednie pierwsze, > 0 w przypadku gdy n jest parzyste).
b) Rozstrzygnaé, czy f jest ciagta w punkcie (0,0).

1.36. Zalozmy, ze funkcja f: [0,1]? — R jest ciagta. Niech
g9(x) =sup{f(z,y) :y € [0,1]} dlaz]0,1].
Wykazaé, ze funkcja g: [0,1] — R jest ciagla.

1.37. Zalézmy, ze funkcja f: R? — R spelnia nastepujace warunki:

11



1. Normy, granice, cigglosé

1) dla kazdego y € R funkcja x — f(z,y) spelnia warunek Lipschitza ze stala 7,
2) dla kazdego z € R funkcja y — f(x,y) jest ciagla.
Wykazaé, ze funkcja f: R? — R jest ciagla.

1.38. Zalozmy, ze zbior A C R? jest spojny. Wiadomo z wyktadu topologii, ze wowczas
domkniecie zbioru A tez jest zbiorem sp6jnym.?

a) Czy wnetrze zbioru A moze by¢ zbiorem niespojnym?

b) Czy brzeg zbioru A moze by¢ zbiorem niespéjnym?

1.39 (informacyjnie). Rozwazmy [nieskoriczeniewymiarows| przestrzen liniowa

EQ(N) = {(xi)ieN HE IS ]Ra lez < OO}
=1

znorma ||z|s = (300, 22)/2 dla z = (z1,29,...) € l2(N).

a) Wskazaé ciag roznych punktow w [domknietej] kuli jednostkowej {x € ¢3(N) :
llz|l2 < 1}, z ktorych kazde dwa sa w odleglosci v/2.

b) Wywnioskowa¢, ze [domknieta] kula jednostkowa nie jest zwarta.

Uwaga. Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: przestrzen unormowa-
na jest skoniczenie wymiarowa wtedy i tylko wtedy, gdy jej domknieta kula jednostkowa
jest zwarta.

c) Potozmy ||z]|o0 = sup;ey 2| dla = (21, x2,...) € l2(N). Uswiadomié sobie, ze
to tez jest norma [na przestrzeni ¢2(N)]. Uzasadni¢, ze normy || - ||2 1 || - || nie sa
rownowazne (np. wskazujac dla kazdego n € N punkt = € ¢2(N), taki ze ||z||s = 1, ale
[#]loc = 1/n).

2Wrecz: dowolny zbior spetniajacy A C B C A jest spojny (i jest to prawda w ogélnej przestrzeni
topologicznej).
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2. Pochodne czgstkowe,
rozniczkowalnosé

Materiat do oméwienia na zajeciach [4+ éw. (?77)]

Teoria. Pochodne czastkowe (ozn. % = 8‘2_]" = fo.=fe, =fi=fi=Dif = D, f),
pochodna kierunkowa.

2.1. a) Znalezé pochodne czastkowe funkcji f(z,y) = sin(x) + y2e®?, (z,y) € R2.
b) Obliczy¢ pochodne czastkowe i kierunkowe (jesli istnieja) funkcji

2

1 jesli y = x* oraz = > 0,

z,y) = 1= =
9(z.y) {y=22,2>0} {O w przeciwnym przypadku.

¢) Obliczy¢ pochodne czagstkowe (jesli istnieja) funkeji h(z,y) = /23 + 3, (z,y) €
R2. Znalezé pochodne kierunkowe w punkcie (0,0).

2.2. a) Zbior A C R? jest otwarty i wypukty. Pochodne czastkowe funkcji f: A — R
istnieja w zbiorze A i sa funkcjami ograniczonymi: | f.(z,y)| < C. Wykazaé, ze funkcja
f spelnia warunek Lipschitza.

b) Podaé przyktad zbioru otwartego, spoéjnego B C R? i funkcji g: B — R, ktora
jest ciagla, ma [wszedzie w zbiorze B] pochodne czastkowe, pochodne czastkowe sg
ciaggle i ograniczone na B, ale funkcja g nie jest jednostajnie ciagla.

Teoria. Mamy U = intU C R¥, f: U — R!, p € U. Definicja rézniczkowalnogci.!
Wtasnosci:
e rozniczkowalno§é = ciaglosé (déja vu);
e rozniczkowalno§¢é = istnienie pochodnych czastkowych (kierunkowych);
e jesli pochodne czastkowe istnieja [wszedzie] w otoczeniu p i sa ciggle w p, to f
jest rozniczkowalna w p.

2.3. Niech f(z,y) = /4 + |x| — |y| (na ,naturalnej” dziedzinie: (z,y) € R?, takie ze
4+ |z| — |y| > 0). Zbadaé¢ rozniczkowalnosé w wewnetrznych punktach dziedziny.

Mstnieje przeksztatcenie liniowe Df(p): R¥ — R!, takie ze:

i @ +h) — fp) = Df)h _
h—0 [IP2]l2

(po lewej stronie R¥ 3 h — 0 € R*, po prawej stronie 0 € R!).
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

2.4. Niech f(z,y) = y* dla y > 0, z € R. Policzy¢ (w mozliwie najprostszy sposob)
f('475)(2, 3), tj. pochodna kierunkowsa funkcji f w punkcie (2,3) w kierunku wektora
(4,5).

2.5. Czy funkcja f(z,y) = ¥/z3 + 3, (z,y) € R?, jest rézniczkowalna w punkcie (0,0)?

2.6. Rozwazamy przestrzeni Myxr(R) (macierze wymiaru k X k o wyrazach rzeczywi-
stych), ktora utozsamiamy z R¥*. Funkcja F (A) = A? oczywiscie musi byé rozniczko-
walna — rozpisaé definicje i sprawdzi¢, czy DF(A) = 2A. [Jesli nie, to zrozumieé, jakim
przeksztalceniem liniowym jest DF(A).]

2.7. Zbadaé rozniczkowalnosé funkceji f(z,y) = |22 — y|In(1 + y) (na ,naturalnej”
dziedzinie: (z,y) € R?, takie ze y > —1).

Teoria (déja vu?). Rozniczka zlozenia. Rozniczka funkeji odwrotnej (k =1, f~! istnieje
iciaglta w f(p), f(U) otwarty, D f(p) to izomorfizm). Przeksztalcenia wieloliniowe.

K3k

Teoria (déja vu). Punkty krytyczne, szukanie kresow funkcji rézniczkowalnych.

2.8. Znalez¢ kresy funkcji f(z,y) = 2% +2y+2y? na zbiorze {(x,y) € R? : 22 +y? < 1}.

Co by sie zmienito, gdyby$my rozwazali f(z,y) = 22 + 2y — 2y??

2.9. Zmalez¢ kresy funkcji f(z,y) = (3x + 2y) exp(—42? — 3?), (z,y) € R2.

2.10. Niech A = {(z,y) e R? 1 y > 2 > 0}, f(z,y) = %‘yg“ dla (z,y) € A. Wiadomo,

ze funkcja f nie ma punktéw krytycznych we wnetrzu A. Znalezé¢ sup 4 f.

2.11. Niech A = {(z,y) eR*:y >0, y >z —1, 22 > 4y, 0 <z < 2} oraz

(1—y)?(2? —y — 22y + 2¢°)
(z —2y)?

fz,y) =

dla (z,y) € A. ZnaleZ¢ sup 4 f, inf4 f.
Sugestia. Naszkicowaé zbior A, zbadaé¢ znak f.(z,y).

2.12 (klasyczne, por. zadanie 2.32). Niech f(z,y) = (y — 2?)(y — 32?) dla (z,y) € R2.
Sprawdzi¢, ze funkcja f obcieta do dowolnej prostej L C R? przechodzacej przez punkt
(0,0) ma w punkcie (0,0) minimum lokalne, ale punkt (0,0) nie jest minimum lokalnym
funkcji f.

2.13 (patrz tez zadanie 2.31). Niech f(z,y) = 2?(1+y)>+y? dla (z,y) € R2. Sprawdzic,
ze jedynym punktem krytycznym funkcji f jest (0,0), ze f ma w (0,0) minimum lokalne,
ale f nie jest ograniczona ani z gory, a ani z dotu.

Komentarz. W szczegolnosci punkcie swojego jedynego ekstremum lokalnego funkcja
f nie osiaga ani kresu dolnego, ani kresu gornego — czy taka sytuacja moze si¢ zdarzy¢
dla funkcji jednej zmiennej?
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

*okk

Teoria. Gradient, ,kierunek najszybszego wzrostu”, prostopadlosé¢ do poziomicy.

Teoria. Wektor styczny do zbioru; stozek styczny.

2.14. a) Jakie wektory sa styczne do wykresu funkcji R 5 z — \/m w punkcie (0,0)?

b) Jakie wektory sa styczne do zbioru (Q N [0,00))? w punkcie (0,0)?

¢) Narysowaé poziomice {(z,y) € R? : 22 +5? = 1} funkcji f(z,y) = 2% +y?, obliczy¢
Vf(x,y) i zaznaczy¢ ten wektor na rysunku dla wybranego punktu z poziomicy — jakie
wektory sa styczne do poziomicy w tym punkcie?

d) Rozwazmy paraboloide obrotowa w R? opisang rownaniem z = 22 + 2, tj. wy-
kres {(x,y, f(x,y)) : (z,y) € R?} C R3 funkcji z poprzedniego podpunktu. Opisaé
[geometrycznie/stownie], jak wygladaja [afiniczne]| plaszczyzny styczne [do parabolo-
idy/do wykresu| w punktach (0,0,0) i (1,0,1). Niech ¢(z,y) = (z,y, 2% + y?) bedzie
parametryzacja paraboloidy. Wypisaé Dp(0,0) oraz Dp(1,0) i sprawdzi¢, ze wek-
tory Dp(0,0)e1, Dp(0,0)es oraz Dep(1,0)er, Dp(1,0)es tworza baze odpowiednich
[liniowych] przestrzeni stycznych.

*okk

Teoria. Rozniczka zlozenia, chain rule.
2.15. a) Funkcja g: R?® — R jest rozniczkowalna, a jej pochodne czastkowe spelniaja
zaleznosé
99 _ 99 _9g
or Oy 0z
Udowodni¢, ze g(z,y,2) = ¢(x + y + 2) dla pewnej rozniczkowalnej funkeji ¢: R — R.
b) Jak zmieni sie teza, jesli zalozymy, ze g—g = Qg—g = 3%?
2.16. a) Funkcja g: R? — R jest rozniczkowalna, a jej pochodne czastkowe spelniaja
zaleznosé
99 _ Oy
= =z
or dy
Udowodnié, ze g(x,y) = ¢(x? + y?) dla pewnej funkeji : [0,00) — R (ciaglej, roznicz-
kowalnej na (0, 00)).
b+c+d) Patrz zadanie 2.46.

Y

2.17. Funkcja f: {(z,y) € R? : 2 > 0} — R jest rozniczkowalna i spetnia zaleznogé
afy +yfy =1
Udowodnié, ze f(z,y) = z¢(y/x) dla pewnej rozniczkowalnej funkeji ¢: R — R.
Kook

Teoria. Tw. Lagrange’a o wartosci $redniej.
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

Zadania treningowe, uzupetniajace, dodatkowe

2.18. a) Niech U C R? bedzie zbiorem otwartym, takim ze dla kazdego ¢ € R czesé
wspolna prostej {(¢,y) : y € R} i zbioru U jest odcinkiem lub zbiorem pustym. Zalozmy,
ze funkcja f: U — R spehia f; (z,y) = 0 dla (2,y) € U (pochodna czastkowa istnieje
w kazdym punkcie dziedziny i jest rowna 0). Uswiadomié¢ sobie, ze, ze wowczas funkcja
f nie zalezy od zmiennej y, tzn. jesli (z,y1), (z,y2) € U, to f(z,y1) = f(x,y2).

b) Niech L = {(z,y) € R? : 2 > 0 oraz y = 0}. Podaé przyklad [mozliwie prostej]
funkcji g: R?\ L — R, ktora ma ciggte pochodne czastkowe oraz gy (7, y) = 0 dla kazdego
(r,y) € R?\ L, ale mimo to nie jest prawda, ze funkcja g nie zalezy od zmiennej y (tzn.
nie jest prawda, ze dla kazdych (x,41), (x,y2) € R? \ L mamy g(z,y1) = g(z,y2)).

2.19. Niech U = {(x,p,a,b,c) € R® : x > 0} i niech f(z,p,a,b,c) = 2P + b> — 4ac dla
(z,p,a,b,¢) € U. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji f.

2.20. a) Obliczy¢ macierz Jacobiego i jakobian? przeksztatcenia
(r,a) — (rcosa,rsina).
b) Obliczy¢ macierz Jacobiego przeksztalcenia
(r,a, B) — (rcosacos 3,rcosasin 3, rsin a).

W ramach autosprawdzenia sprawdzi¢, ze kolumny macierzy Jacobiego sa wektorami
prostopadtymi. Nastepnie obliczy¢ jakobian (mozna do tego wykorzystaé prostopadtosé
kolumn (jak zorientowana jest taka baza?)).

¢) Zrozumieé interpretacje geometryczna poprzedniego podpunktu: punkt (z,y,z) =
(r cos accos 3,7 cos asin B, 7 sin ) spetnia 22 + y? + 22 = 72, tzn. lezy na sferze o pro-
mieniu r. Trzecia wspolrzedna, z = rsin(«), moze sie zmienia¢ od —r do r, wiec
a € [—m/2,7/2] jest szerokoscia geograficzna. Z kolei § € [—m, 7] jest dtugoscia geo-
graficzng. Prostopadto$é kolumn macierzy Jacobiego jest zwiazana z tym, ze promien
sfery jest do niej prostopadly, wiec jest prostopadly do potudnikéw i réwnoleznikow,
ktore tez sa wzajemnie prostopadle.

d) Ewentualnie obliczy¢ macierz Jacobiego przeksztalcenia

(ryon, .. 1) = (21,22, ..., Tk),
gdzie

L1 = T COS Q1 COS QY ...COSQL_o COSQk_1,
To = T COS(] COS Qg . ..COS (ko Sin g1,

T3 = T COS (1 COS Qg . . .Sin Qg _g,

2Przypomnienie: macierz Jacobiego to macierz pochodnych czastkowych (w i-tej kolumnie sa pochodne
czastkowe po i-tej zmiennej), jakobian to jej wyznacznik.
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

T_1 = r COS Q1 sin ag,

T = rsinag.

W ramach autosprawdzenia, sprawdzi¢, ze kolumny macierzy Jacobiego sa wektorami
prostopadtymi. Nastepnie obliczy¢ jakobian.

2.21. Funkcja f: R? — R jest rozniczkowalna w punkcie (1,1) i %(1, 1) = 2. Ponadto
f(x,2%) = 0 dla kazdego x € R. Znalez¢ %(1’ 1). Znalez¢ rowniez pochodng kierunkowa,
funkeji f w punkcie (1, 1) w kierunku wektora (—1,1).

2.22. Dane sa funkcje F: RF — R! oraz G: R¥ — R™. Uzasadni¢, ze funkcja
(F,G): R¥ — RM*™ jest rozniczkowalna w punkcie p € R wtedy i tylko wtedy gdy,
F:RF — R! oraz G: R¥ — R™ s3 rézniczkowalne w punkcie p € R¥. Jak rézniczka
funkeji (F, G) wyraza sie w terminach rozniczek F oraz G?

Uwaga. To prawie na pewno bylo w jakiejs postaci dowodzone na wyktadzie, ale
warto to jeszcze raz przemysleé.

2.23. Zbadaé, w ktorych punktach plaszczyzny rézniczkowalne sa funkcje:

Ly
Ty) = ——"—,
f(@.) 1+ |z —y|

g(z,y) =In(1 + |zy|?) (p > 0 jest parametrem),

Lierv 1 jesli 0
ha.y) = v T YO
x jesliy = 0.

Plan pracy. Jest jasne, ze w niektérych punktach trzeba sprawdzaé istnieje pochod-
nych czastkowych i rézniczkowalnosé z definicji. Punkt (0,0) moze wymagaé¢ dodatkowej
czujnodci — rachunki moga byé nieco inne (niekoniecznie trudniejsze).

W ramach autosprawdzenia. W przypadku fukcji g parametr p wplywa na odpowiedz
(przynajmniej w niektorych punktach).

2.24. Czy funkcja f(z,y) = /22 +y* — /22 +¢C jest rozniczkowalna w punkcie
(0,0)?

2.25. Podac¢ przyktady pokazujace, ze w ponizszym ciagu warunkéw zaden warunek
nie jest rownowazny poprzedniemu.
(i) pochodne czastkowe g—i, ce 867]; istniejag w pewnym otoczeniu p i sa ciagle w p,
(ii) funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie p,
(iii) dla kazdego v € R* pochodna kierunkowa f/(p) istnieje oraz f/(p) zalezy liniowo
od v oraz funkcja f jest ciagla w punkcie p,

(iv) dla kazdego v € R* pochodna kierunkowa f’(p) istnieje oraz f/(p) zalezy liniowo

od v,
(v) dla kazdego v € R* pochodna kierunkowa f!(p) istnieje,
(vi) pochodne czastkowe Z?Tfl, .-, g4, istnieja w punkcie p.

(Wszedzie zakladamy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu p € R¥;
wymiary przestrzeni mozna w kazdym z przykladéw wybraé¢ dowolnie).
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

Wskazowka. Wigkszosé przyktadéw mozna pewnie odnalezé w materiatach z zajecd
(wyklad, zadania z ¢wiczen, zadania z pracy domowej, inne zadania z tego pliku).

2.26 (déja vu?). Funkcja f: R? — R jest zdefiniowana wzorem

?sin(1/z) +y?sin(1/y)  jesli zy # 0,

) 2?2 sin(1/x) jesli y = 0 oraz = # 0,
x’ = . . .
Y y?sin(1/y) jesli z = 0 oraz y # 0,
0 jesiz =y =0.

Uswiadomi¢ sobie, ze funkcja f ma pochodne czastkowe [wszedzie|, ale nie sa one ciagle
w punkcie (0,0). Uzasadni¢, ze f jest rozniczkowalna w punkcie (0,0).

2.27. Rozwazmy funkcje f: R? — R zadang wzorem

_[#5e da(y) #(0,0),
fy) = {o T dla (2.g) = (0.0)

a) Sprawdzi¢, ze pochodne czastkowe funkcji f istnieja [w kazdym punkcie plaszczy-
zny].

a) Sprawdzi¢, ze pochodne czastkowe funkcji f sa ograniczone na R2. Przypomnieé
sobie, ze z tego wynika, ze funkcja f jest lipschitzowska.

b) Sprawdzi¢, ze dla kazdego wektora v € R?, ||v||o = 1, istnieje pochodna kierunkowa
£1(0,0) oraz |£1(0,0)] < 1.

c) Zalézmy, ze v: R — R? jest funkcja rézniczkowalna, taka ze v(0) = (0,0) oraz
D~(0) # (0 0).2 Sprawdzi¢ |z definicji], ze funkcja t — f(y(t)) jest rézniczkowalna
wit=0.

d) Uzasadni¢, ze funkcja f nie jest rozniczkowalna w punkcie (0, 0).

2.28. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktérych funkcja f: R¥ — R dana wzorem
flxy,...,xp) = |21 ... 2k nie jest rozniczkowalna.
2.29. Rozwazamy przestrzen My, (R) (macierze wymiaru k X k o wyrazach rzeczy-

wistych), ktora utozsamiamy z Rk2; I € My« (R) to macierz jednostkowa.
a) Wykazac, ze dla A € My (R),

Ddet(I)A = tr(A)

(funkcja det: R S R jest rozniczkowalna w punkcie I, a jej rozniczka w tym punkcie
(tj. D det(I)) jest przeksztalceniem liniowym z R¥* w R zadanym przez A — tr(A)).
Koto ratunkowe. Moze by¢ tatwiej zacza¢ od przypadku k = 2 lub 3.
b) Wykazaé, ze jesli macierz B € My« (R) jest odwracalna, to

Ddet(B)A = det(B) tr(B~1 A)

dla A e kak(R)

3Krzywa 7 jest postaci y(t) = (u(t),v(t)) dla pewnych funkcji u,v: R — R. Rézniczkowalnosé ~y
[jako przeksztalcenia z R w R?| oznacza doktadnie, ze funkcje u, v sa rézniczkowalne. Warunek
niezerowania si¢ roézniczki v w punkcie ¢ = 0 oznacza dokladnie, ze (u/(0),v'(0)) # (0,0).
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

2.30. Rozwazamy przestrzei My (R) (macierze wymiaru k X k o wyrazach rzeczywi-
stych); I € Mgxr(R) to macierz jednostkowa. Niech

U= {A € kak(R) :det A 75 0},

i niech ®: U — U bedzie dane wzorem ®(A) = A~! dla A € U. Ponizej || - |2—2 to
norma operatorowa (patrz zadanie 1.16), ale prosze pamietac, ze przestrzen My (R)
mozna utozsamié z Rk2, wiec wszystkie normy sa réwnowazne.

a) Wykazac, ze jesli macierz B € My« (R) spetnia ||Blj2—2 < 1, to macierz I — B
jest odwracalna oraz

(I-B) = i B".

Uswiadomié sobie, ze to w szczegblnosci oznacza, ze I nalezy do wnetrza zbioru U.
b) Sprawdzié, ze przeksztalcenie ® jest rozniczkowalne w I oraz

D&(I)B=—-B

(rozniczka ® w punkcie I to przeksztalcenie liniowe z My, (R) w My, (R) zadane
przez B — —B).

b) Uswiadomi¢ sobie, ze U jest otwartym podzbiorem My (R). Sprawdzi¢, ze
przeksztalcenie @ jest rézniczkowalne oraz dla A € U zachodzi

D®(A)B = —A"'BA.

2.31 (por. zadanie 2.13). a) Niech g(z,y) = 2% + y® — 3zy dla (z,y) € R%. Sprawdzi¢,
ze funkcja g ma doktadnie dwa punkty krytyczne i ze w jednym z nich jest minimum
lokalne, a drugi jest punktem siodtowym. Sprawdzié¢ tez, ze funkcja g nie jest ograniczona
ani z gory, a ani z dotu.

b) Niech f(z,y) = g(z,e¥) = 2 + €3¥ — 3ze¥ dla (x,y) € R2. Sprawdzi¢, ze funkcja
f ma dokladnie jeden punkt krytyczny i uzasadnié¢, ze ma w nim minimum lokalne.
Sprawdzié tez, ze funkcja f nie jest ograniczona ani z gory, ani z dohu.

Komentarz. Dobrze by byto sprobowaé¢ wyobrazié¢ sobie, co sie stato i jak wyglada
wykres funkcji f. Funkcja f ma jedno minimum lokalne i nie jest ograniczona z gory — to
nie jest dziwne. Dziwniejsze jest to, ze z tego minimum lokalnego funkcja f jest w stanie
wykrecié tak, by zej$é z warto$ciami do —oo, i odbywa sie bez przechodzenia przez
punkty krytyczne (siodta lub maksima lokalne). Punkt siodtowy funkeji g zostal wystany
do ,[minus?] nieskoriczonosci”, na ,brzeg” plaszczyzny (lim,_,_ e¥ = 0). Siodla juz nie
mamy, ale w pewnym sensie mozna do niego podejsé i to wystarcza. [Lepsze intuicje
chetnie przyjme].

2.32 (por. zadanie 2.12). Niech
Floy) = (yfexp(fl/xz)) (nyexp(fl/:cQ)) dla x #0, y € R,
’ y? dlaz =0, yeR.

Sprawdzi¢, ze funkcja f ma po obcieciu do dowolnej krzywej postaci y = cz™/™ (¢ € R,
m,n € N — wzglednie pierwsze, x > 0 w przypadku gdy n jest parzyste) minimum
lokalne w punkcie (0,0), ale punkt (0,0) nie jest minimum lokalnym funkcji f.
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

2.33. Wykaza¢, ze funkcja f: R? — R dana wzorem

f(z,y) = (14 €) cos(x) — ye?
ma nieskoniczenie wiele maksimoéw, ale nie ma zadnego minimum lokalnego.

2.34. Niech A = {(z,y) e R? : y > 0}, f(z,y) =
supy f, infa f.

m dla (z,y) € A. Wyznaczy¢

2.35. Niech A = [0,00)%\ {(0,0)}, f(z,y) = 2+‘yf dla (z,y) € A. Wyznaczy¢ sup 4 f,
ian f

2.36. Znalezé kresu funkcji f(z,vy,2) = 6y — 3xz — 2y2 na zbiorze {(z,y,z) € R? :
0<z<1,0<y<1 0<z<1}

. 2. —zy
2.37. Niech A = {(z,y) € R? : 9z > 4y > 0}, f(z,y) = © — dla (z,y) € A
Wyznaczy¢ sup 4 f, inf 4 f.

2.38. Niech A = {(x,y,2) € R?: 22 = 4+ 22 +4?}. Znalez¢ w zbiorze A punkt, ktorego
odleglosé od punktu (2,4,0) jest najmniejsza.

2.39. Sposrod basendw prostopadtosciennych o ustalonej objetosci V' > 0 znalezé basen
o najmniejszym polu powierzchni (podstawa plus cztery $ciany boczne).

2.40 (fajne). Ustalmy dwa punkty a,b € R?, a # b, i niech

1 1

dla z € R3\ {a,b}.
le—alz " Tl \a:b)

fz) =

Zmnalez¢ punkty krytyczne funkcji f.

2.41. Funkcja f: RF — R jest rozniczkowalna i spetnia warunek:
k
Z J@:z: >0 dlakazdego = = (x1,...xx) € R,

Wykazaé, ze funkcja f jest ograniczona z dotu.

2.42 (kolokwium 2010). Zbiér A C R* jest zwarty i wypukly. Funkcja f: A — R jest
ciagla na A i rézniczkowalna w int A. Ponadto istnieja liczby aq, ..., ak, nie wszystkie
réwne 0, takie ze

0
ch—f(at) <0 dlakazdego x = (x1,...x1) € int A.
j

Wykazaé, ze funkcja f osiaga swoja warto$¢ najwieksza i najmniejsza w pewnych
punktach brzegu zbioru A.
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

2.43. Niech p > 0. Méwimy, ze funkcja funkcja f: (0,00)¥ — R jest jednorodna stopnia
p, jesli dla kazdego = € (0,00) i kazdego A > 0 zachodzi f(A\zx) = AP f(x).

a) Wykazaé, ze jesli funkcja f: (0,00)* — R jest jednorodna stopnia p i rézniczko-
walna, to spetnia warunek:

k
Z%%(x) =pf(z) dlakazdego x = (x1,...21) € (0,00). (2.1)
j=1 J

b) Odwrotnie, pokaza¢ ze jesli rozniczkowalna funkcja f: (0, 00)*

warunek (2.1) [dla pewnego p > 0], to jest jednorodna stopnia p.

Uwaga. W podpunkcie b) zapewne pojawi sie potrzeba skorzystania z jakiejs wiedzy
z RRZ — mozna na kredyt przyjaé, ze rozwiazanie, ktore Panstwo zgadna, jest jedyne
(z doktadnoscia do mnozenia przez stala) i ze nie ma zadnych problemow.

— R spekia

2.44. Dana jest funkcja rézniczkowalna f: R? — R. Wiadomo, ze:

e gradient funkcji f w punkcie (0,0, 0) to wektor (1,1,1),

e gradient funkcji f w punkcie (1,1,1) to wektor (1,2,3),

e gradient funkcji f w punkcie (1,2, 3) to wektor (0,0,0),

e gradient funkcji f w punkcie (e + 1,e + 1,e + 1) to wektor (—1, —1,—1).
Funkcja g: R? — R jest okreslona wzorem

g(x,y,2) = f(e® +y,e* +x,e¥ + 2).

Znalez¢ gradient funkcji g w punkcie (0,0,0) oraz pochodng kierunkows funkcji ¢
w punkcie (0,0, 0) wzgledem wektora (1,1, 1).

2.45. Funkcja F': R2 — R? jest zadana wzorem
F(z,y) = (e* + % 4+ 23y*e sin(3z) + 4y + 2° + cos’(y)).

a) Uzasadnié¢, ze funkcja F' jest rézniczkowalna.

b) Wiadomo, ze istnieja zbiory otwarte U,V C R2, takie ze (0,0) € U, (2,1) € V,
funkcja F' jest roznowartosciowa na U, F(U) = V, za$ funkcja G := (Fjy)~': V = U
jest rézniczkowalna. Wyznaczy¢ rozniczke funkceji G w punkcie (2,1).

Komentarz. Zeby uzasadni¢ czesé¢ ,Wiadomo ...” potrzeba twierdzenia o odwzorowa-
niu odwrotnym, ktérego jeszcze nie znamy, ale jesli zalozymy istnienie i rézniczkowalnosé
G, to do znalezienia DG(2,1) wystarczy nam twierdzenie o rézniczce funkeji odwrotnej
lub o rézniczce zlozenia, z ktorego wynika wzor na rézniczke funkeji odwrotnej (nawet
jesli funkcja G nie wypisuje sie jawnym wzorem).

2.46 (c.d. zadania 2.16). b) Funkcja g: R® — R jest rézniczkowalna, a jej pochodne
czastkowe spelniaja zaleznosci

9 _ 9% 99 _ 909 Odg9_ 0Oy
Yor = oy’ 83/_y8z7 0z  ox’

Udowodnié, ze g(z,y) = p(x? + y? + 22) dla pewnej funkcji ¢: [0,00) — R (ciagtlej,
rozniczkowalnej na (0, 00)).
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

Y

—

% T

Rysunek 2.1.: Charakterystyki z zadania 2.48

c¢) Jak zmieni sie teza, jesli zalozymy, ze

99 _ 9y 9g 9g 9g 9g
Wt =g 3227 —9y2d % 3,599
Yox xay’ Z@y Yoz’ Yoz “or
d) Jak uogolnié¢ tresé¢ z podpunktéw a), b) na przypadek RF?
2.47. Funkcja g: {(z,y) € R?> : & > 0,y > 0} — R jest rézniczkowalna i spetnia
réwnanie
zg., + 2yg, = 0.

Udowodnié, ze g(x,y) = ¢(y?/z) dla pewnej rézniczkowalnej funkeji ¢: (0,00) — R.
2.48 (metoda charakterystyk). Znalezé rozniczkowalna funkcje u: R2 — R spelniajaca
warunki

ou ou B 9

W tym celu postapi¢ nastepujaco. Dla kazdego punktu (0, c) znalezé¢ tzw. charakte-
rystyke, tzn. — w naszym przypadku — krzywa postaci z — (z,9(z)), ktora spelnia
Y'(x) = (x) i przechodzi przez punkt (0,c¢). Sprawdzié, ze funkcja « — u(z, ¢ (z))
jest stala. Nastepnie dla kazdego punktu (z,y) dobraé¢ takie ¢, by charakterystyka
wypuszczona z punktu (0, ¢) przechodzita przez (z,y) 1 wyznaczyé wzor jawny na u.

Komentarz. Podobne rozumowanie mozna tez stosowaé¢ w przypadku bardziej skom-
plikowanych réwnan rézniczkowych [czastkowych| (bedzie na RRCz) .

2.49 (ksztalcace). Funkcje f; ;: R — R, 4,5 € {1,..., k}, sa rézniczkowalne. Ktadziemy

fl,l(m) N fl)k,(.'I})
p(r) = : : dla z € R.

For(@) oor onla)
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2. Pochodne czastkowe, rézniczkowalnosé

Zrozumie¢, ze % det(p(x)) jest rowne sumie k wyznacznikow: i-ty z nich powstaje
przez zastapienie i-tego wiersza ¢(z) przez (f](z),..., f] x(z)).

Plan pracy. Przypomnieé¢ sobie, ze wyznacznik jest wieloliniowa funkcja wierszy
macierzy. Zastosowaé twierdzenia o rézniczce zlozenia i pochodnej przeksztalcenia

wieloliniowego.

2.50. Funkcja f: R¥ — R jest zadana wzorem

1 1 1
T i) Tk
2 2 2
fz1,...,z,) = det 1 2 k
k—1 —1 k—1
x] x5 x)

a) Uzasadni¢ mozliwie krotko (najlepiej jednym stowem — jakim?), ze funkcja f jest
rozniczkowalna.

b) Niech v = (1,...,1) € R¥. Wykaza¢, ze f/(x) = 0 dla kazdego = € R¥.

2.51. Poda¢ przyklad funkcji rézniczkowalnej f: R — R? i punktéow z,y € R, dla
ktorych w twierdzeniu Lagrange’a o wartosci §redniej mamy ostra, nieréwnosc.
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A. Teoria miary

Komentarz. Wchodzimy w XX wiek. Na wyktadzie wystapia (m.in., w kolejnosci
alfabetycznej): Emile Borel (1871-1956), Constantin Carathéodory (1873-1950), Pierre
Fatou (1878-1929), Maurice Fréchet (1878-1973), Guido Fubini (1879-1943), Henri
Lebesgue (1875-1941), Nikotaj Luzin (1883-1950), Giuseppe Vitali (1875-1932).

Materiat do oméwienia na zajeciach [3+ éw. (?77)]

Teoria. Zbior Vitaliego (!).
Teoria. Definicja o-ciata (zbior pusty, dopekienia, przeliczalne sumy). Definicja o-ciala

generowanego przez rodzine zbioréw.

A.1. a) Znalez¢ U({1,2,3,4}, {3,4,5}) (w przestrzeni {1,2,3,4,5}).

b) Uzasadnié, ze jesli o-cialo jest skoriczone, to liczba jego elementéw wynosi 2™ dla
pewngo n € N.

c) Wykazaé, ze nie istnieje o-ciato nieskoriczone przeliczalne.

A.2. Ponizej X, Y to dowolne zbiory, F to o-cialo w X, f: X — Y to pewne
przeksztalcenie.

a) Czy {B CY : f~Y(B) € F} musi by¢ o-cialem [w Y]|?

b) Zalézmy, ze f jest ,na”. Czy {f(4) : A € F} musi by¢ o-ciatem [w Y]?

c+d) Patrz zadanie A.14.

Teoria. Definicja o-ciala zbioréw borelowskich (sita rzeczy w przestrzeni topologicznej).
Zbiory typu Gs, zbiory typu F,.2

A.3. Dane s funkcje ciagte f,,: R — R, n € N. Niech
A={zeR: lim f,(z) =0},
B={zeR: lim f,(z)=+oo},
n—oo

C={xeR: cag (f,
D={zeR: ciag (fn

())n>1 jest zbiezny i granica jest liczba wymierna},
(

x))n>1 jest zbiezny i granica jest liczba niewymierna},

IDla poréwnania (wybor subiektywny, kolejnosé z grubsza chronologiczna): Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), Isaac Newton (1642-1726/27), Brook Taylor (1685-1731), Joseph-Louis Lagrange
(1736—1813), Augustin-Louis Cauchy (1789—1857), Karl Weierstrass (1815-1897), Bernhard Rie-
mann (1826-1863), Jean-Gaston Darboux (1842-1917).

2Notacja pochodzi od Hausdorffa: G od niem. Gebiet ‘obszar’, § od D jak Durchschnitt ‘przeciecie’;
F od fr. fermé ‘zbiér domkniety’, o od S jak somme ‘suma’.
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A. Teoria miary

E={zecR: ciag (fn(z))n>1 jest zbiezny (do granicy wtasciwej)}.
Rozstrzygnaé, ktore z tych zbioréw sa borelowskie.

A.4. a) Uswiadomié sobie, ze Q@ C R jest zbiorem typu F,, zas R\ Q C R jest zbiorem
typu Gs.

b) Wykaza¢, ze Q C R jest nie jest zbiorem typu Gg, zas§ R\ Q C R nie jest zbiorem
typu F,.  Wskazowka. Twierdzenie Baire’a z wykltadu topologii.

¢) Poda¢ przyktad zbioru borelowskiego, ktory nie jest ani typu Gy, ani typu F,.

kK%

Teoria. Miara zewnetrzna (okreslona na wszystkich podzbiorach, zero na (), monoto-
niczna, przeliczalnie podaddytywna), miara (okreslona na pewnym o-ciele, zero na {),
przeliczalnie addytywna [na zbiorach roztacznych]).

Teoria (ogolna). Warunek Carathéodory’ego.® Dowodzi sie, ze:
e zbior F(u*) ztozony ze zbioréw spelniajacych warunek Carathéodory’ego jest
o-ciatem (),
e po obcieciu p* do F(u*) dostaniemy miare (1),
e zbiory o mierze zewnetrznej 0 naleza do F(u*) (1),
e jesli nasza miara zewnetrzna jest metryczna,* to zbiory borelowskie naleza do
F(pr) ().
Teoria (konkretna). Miara zewnetrzna Lebesgue’a w R¥ (ozn. Af; infimum sum objetosci
przedzialow [k-wymiarowych| stanowiacych pokrycie zbioru). Sprawdza sie, ze jest
to miara zewnetrzna metryczna na R*, wiec z ogolnej teorii wynika istnienie o-ciata
(zawierajacego zbiory borelowskie i zbiory miary [zewnetrznej| zero), po obcieciu do
ktorego dostajemy miare (ozn. Ag).

Uwaga. Popularne oznaczenia na miare Lebesgue’a to m.in.: Ag(+), k(+), Lx(+), volg(+)
(lub po prostu vol(-) z k w domysle), | - | (nawet gdy jednoczes$nie oznacza tez norme
euklidesowa).

Umowa. Ponizej w przypadku podzbioréw R* domyslna miare jest [odpowiedniowy-
miarowa] miara Lebesgue’a (i domyslnym o-cialem jest o-ciato zbioréw mierzalnych
w sensie Lebesgue’a).

A.5 (por. zad. A.21). a) Zbior A C R? jest mierzalny, P; jest rzutem ortogonalnym
R? na 0§ OX. Czy zbiér P(A) [traktowany jako podzbiér R] musi byé¢ mierzalny?
b) Zbiér B C R? jest spojny. Czy musi by¢ mierzalny?

A.6 (patrz tez zadanie A.27). Znalez¢ miary zbiorow:
A={z€]0,1]: wrozwinieciu dziesietnym x nie wystepuje cyfra 3},
C = standardowy [trojkowy| zbior Cantora,

E ={z €]0,1] : w rozwinieciu dziesietnym x nie wystepuje blok 5050}.

3Niech p*: 2% — [0, +00] bedzie miara zewnetrzna. Zbior A C X spetnia warunek Carathéodory’ego
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru Z C X zachodzi p*(Z) = p*(Z N A) + pu*(Z \ A).

4Tyzn. jestesémy w przestrzeni metrycznej oraz dist(A, B) = inf{d(x,y) : * € A,y € B} >0 =
1 (AU B) = u*(A) + u* (B).
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A. Teoria miary

Uwaga. Zbior Cantora jest zwarty, brzegowy (ma puste wnetrze, tzn. nie zaweiera
zadnego przedzialu otwartego (szczegélnosci jest tez nigdziegesty (jego domkniecie
tez ma puste wnetrze))) i ma moc ¢. W szczegdlnosci zawiera co§ wiecej, niz tylko
przeliczalnie wiele koncow odcinkéw otwartych wyrzucanych w kolejnych krokach
konstrukeji. Kazdy jego punkt jest jego punktem skupieniem. Patrz tez zadanie A.30
o ,thustych” zbiorach Cantora.

A.7 (funkcja Cantora, diabelskie schody). a) Skonstruowaé funkcje f: [0, 1] — [0, 1],
ktora jest ciagla, niemalejaca, ,na” i prawie wszedzie f’(x) = 0 (pochodna istnieje poza
zbiorem miary zero i tam, gdzie istnieje, jest réwna zero).

b) Znalezé przyktad zbioru mierzalnego A C [0, 1], takiego ze f(A) jest niemierzalny.

Teoria. Tw. charakteryzujace zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a.

Uwaga. Mozna udowodnié¢, ze zbioréw borelowskich w R* jest ¢. Zbioréw mierzalnych
w sensie Lebesgue’a jest 2° (podzbiory zbioru Cantora maja miare zero). Z drugiej
strony, zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a to zasadniczo — z dokladnoscia do zbioru
miary zero — zbiory typu F,, (patrz charakteryzacja z wyktadu).

A.8. Funkcja f: R — R jest lipschitzowska, zbior A C R jest mierzalny [w sensie
Lebesgue’al. Wykazaé, ze zbior f(A) jest mierzalny [w sensie Lebesgue’al.

A.9. Dany jest [mierzalny| zbiér A C [0, 1], taki ze A;(A) > 0. Wykaza¢, ze dla kazdego
b € [0, A\1(A)] istnieje [mierzalny] zbior B C A, taki ze A\ (B) = b.

Teoria. Liniowy obraz zbioru mierzalnego. Iloczyn kartezjaiiski zbioréw mierzalnych.

K%kk

Teoria. Definicja funkcji mierzalnej (mamy (X,F) oraz f: X — [—00,40o0], zbiory
{x € X : f(z) > a} = f~1((a,+oc]) maja byé¢ mierzalne (naleze¢ do F)). Wia-
snosci (przeciwobrazy innych zbioréw; wlasnosci arytmetyczne, supremum /infimum
przeliczalnej rodziny f. mierzalnych, granica punktowa f. mierzalnych).

Umowa. W przypadku funkcji na R¥ domyslnie rozwazamy o-ciato zbioréw mierzalnych
w sensie Lebesgue’a.

Komentarz. Pojecie funkcji mierzalnej jest $cisle zwiazane z pojeciem calki [Lebes-
gue’al, ale ponizsze zadania tematycznie pasuja do tego rozdzialu (ze wzgledu na
wykorzystywane narzedzia).

A.10. a) Poda¢ przyktad funkcji f: R — R, ktora nie jest mierzalna.

b) Poda¢ przyktad swiadczacy o tym, ze jesli funkcje f; : R — R sa mierzalne (i € I),
to funkcja sup;c; f; nie musi by¢ funkcja mierzalna, jesli zbior indekséw I nie jest
przeliczalny.

¢) Poda¢ przyklad funkeji g: R — R, ktora jest mierzalna [jesli w dziedzinie rozwa-
zamy o-ciala zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’al, ale nie jest jest mierzalna, jesli
w dziedzinie rozwazamy o-ciato zbioréw borelowskich.
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A. Teoria miary

A.11. a) Dane sg funkcje mierzalne f,g: X — [—00, 400| oraz zbior [mierzalny| A € F.
Sprawdzié, ze funkcja h: X — [—o0, +00] zdefiniowana wzorem

x jesli x € A,
M) = F@) ey + 9001 rexra) = {g A
jest mierzalna.
b) Uswiadomié sobie, ze gdyby$my mieli nieco dtuzsza klamerke (przeliczalnie wiele
funkcji [mierzalnych|, przeliczalnie wiele [mierzalnych| kawatkow), to nic sie nie zmienia.
¢) Uswiadomi¢ sobie, ze w szczegdlnosei jest sens moéowié o mierzalnodci, jesli funkcja
jest okreslona ,tylko” prawie wszedzie.

A.12. a) Funkcja f: R — R jest rozniczkowalna. Uzasadnié, ze funkcja f’ jest mierzal-
na.

b) Czy jesli zalozymy tylko, ze f jest rézniczkowalna prawie wszedzie, to mozna co$
powiedzie¢ o f'?

Teoria. Funkcje proste. Przyblizanie nieujemnych funkcji mierzalnych.

Teoria. Twierdzenia Luzina (obciecie ciagte [na duzym zbiorze domknietym]), Frécheta
(granica punktowa funkcji ciaglych), Jegorowa (zbieznosé jednostajna); miara regularna.

Zadania treningowe, uzupetniajace, dodatkowe

A.13. Niech F bedzie rodzing wszystkich takich zbiorow A C X, Ze co najmniej jeden
ze zbiorow A, X \ A jest [co najwyze]| przeliczalny. Sprawdzié, ze F jest o-ciatem
[w X].

A.14 (c.d. zadania A.2). Ponizej X, Y to dowolne zbiory, G to o-cialow Y, f: X - Y
to pewne przeksztalcenie.

¢) Czy {f~1(B) : B € G} musi by¢ o-ciatem |[w X|?

d) Zalézmy, ze f jest ,na”. Czy {A C X : f(A) € G} musi by¢ o-cialem [w X]?

A.15 (FYI, bedzie na RP, na razie nie jest kluczowe). Rodzine zbiorow P nazywamy
m-uktadem, jesli
A BeP = ANBeP.

Rodzine zbioréw £ nazywamy A-ukladem, jesli spelnia nastepujace warunki: (i) X € £,
(ii) jesli A,B € L oraz B C A, to A\ B € L, (iii) jesli A, € £ dlan € N oraz
AjCcAyC.toUpenAn €L

a) Uzasadni¢, ze rodzina zbiorow, ktora jest jednoczesnie m- i A-ukltadem, jest o-
cialem.

b) Poda¢ przyklad m-ukladu, ktory nie jest A-ukladem, oraz A-uktadu, ktory nie jest
m-uktadem.

¢) Wykazadé, ze jesli l-uktad £ zawiera w-uktad P, to L zawiera o(P).
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A.16. Dana jest funkcja f: R — R (dowolna). Wykazaé, ze zbior
{z € R: funkcja f jest ciaglta w z}

jest zbiorem borelowskim (a wrecz zbiorem typu Gy).

A.17. Uswiadomié sobie, ze |w przestrzeni topologicznej X| zbior A C X jest zbiorem
typu Gy [wzgledem X| wtedy i tylko wtedy, gdy X \ A jest zbiorem typu F, [wzgledem
X].

A.18 (pushforward; oczywiste, ale wazne). Dana jest przestrzen z miarg (X, F, u) oraz
pewne przeksztatcenie f: X — Y. Niech

G={BcY:fYB)eF}
v(B) = u(f~1(B)) dlaBEeg.

Sprawdzi¢, ze G jest o-cialem [w Y], za§ v: G — [0, 4+00] jest miara.

A.19. Na przestrzeni X = {1,2,3} definiujemy p*(0) =0, p*(X) =2, p*(4) =1 jesli
ACX, A#0D# X\ A. Sprawdzié, ze pu* jest miara zewnetrzna na X i ze jedynymi
zbiorami spelniajacymi warunek Carathéodory’ego sg () oraz X.

A.20. Komentarz/motywacja. Zatozmy, ze okresliliémy sobie jaka$ miare zewnetrzna
p* (np. miare zewnetrzng Lebesgue’a w R¥) i zastanawiamy sie, czy da sie znalezé
jakie$ nietrywialne o-cialo, na ktorym ta miara zewnetrzna jest prawdziwa miara
(przeliczalnie addytywna, a nie tylko podaddytywna), ale konstrukcja przez warunek
Carathéodory’ego wydaje nam sie zbyt mistyczna i dziwaczna. Na pewno powinno by¢é
tak, ze jesli zbior A jest mierzalny, to zbior X \ A tez i ponadto

PE(X) = p(X) EY p(A) + (X A) = (A) + (X A).

Niniejsze zadanie pokazuje, ze — przy pewnym drobnych zalozeniach technicznych
(z ktorymi czesto nie ma problemoéw, por. zadanie A.35) — taki naturalny warunek
implikuje juz sformutowany na wyktadzie warunek Carathéodory’ego.

Witasciwa tresé zadania. Zatozmy, ze p* jest miara zewnetrzna na X, taka ze p*(X) <
0. Zaltézmy ponadto, ze dla kazdego zbioru Z C X istnieje zbiér Z C B C X, ktory
jest mierzalny (tj. spelnia warunek Carathéodory’ego) i u*(Z) = p*(B). Przypusémy,
ze A C X jest zbiorem, takim ze

W (X) = i (A) + (X \ A).

Wykazaé, ze zbior A jest mierzalny.

Ogdlny plan pracy i pierwszy krok. Oczywiscie trzeba sprawdzi¢, ze A spelnia warunek
Carathéodory’ego. W tym celu bierzemy dowolny zbiér Z C X, mozna do niego dobraé
mierzalny zbior B jak wyzej. Wykazaé najpierw, ze

w(B) = p*(BNA) + ' (B\ A).
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Wskazowka do pierwszego kroku. Zbiér B spelnia warunek Carathéodory’ego — trzeba
wypisa¢ ten warunek dla zbiorow testowych A i X \ A (zadnych innych [rozsadnych|
kandaydatow na zbiory testowe nie mamy) i troche pozonglowaé¢ podaddytywnoscia
i prawami de Morgana.

Drugi krok. Wywnioskowaé, ze takze

1W(Z) = (20 A) + 1 (2 A).

A.21 (o pewnym stynnym bledzie). Niech P: R?> — R bedzie rzutem na pierwsza
wspotrzedna: P(z,y) = z dla (z,y) € R2. Okazuje sie, ze jesli zbior A C R? jest
borelowski, to zbior P(A) nie musi byé¢ borelowski [w R|. Przy odrobinie nieuwagi tatwo
jednak uwierzyé w nastepujacy [bledny!| szkic dowodu [nieprawdziwego (!) twierdzenial:
Jesli zbior U C R? jest otwarty, to zbior P(U) jest otwarty |[w R]. Poniewaz zbiory
otwarte generuja o-cialo zbioréw borelowskich, to jesli A € B(R?), to P(A) € B(R)".

Ponizsze proste podpunkty maja pokaza¢, nad jakimi [m.in.| szczegolami zupelnie
przeslizgnieto sie w powyzszym ,dowodzie”.

a) Uzasadni¢, ze jesli zbior U C R? jest otwarty, to zbior P(U) jest otwarty [w R|.

b) Podaé przyktad zbioru domknietego F' C R?, takiego ze zbior P(F) nie jest
domkniety [w R].

¢) Podaé przyktad [dowolnych| zbiorow A, B,C' C R? takich, ze P(AN B) # P(A) N
P(B) oraz P(R?2\ C) # R\ P(C).

d) Uswiadomié sobie, ze jesli A C B C R? , to P(AN B) = P(A) N P(B).

e) Poda¢ przyklad zstepujacej przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych Uy D Uy D ...
[w R?], takiej ze P((o—, Un) # ey P(Uy). Uswiadomi¢ sobie w szczegolnosci, ze jest
pewien klopot z kontrolowaniem rzutéw zbioréw typu Gs.

f) Uzasadni¢, ze jesli F' C R? jest zbiorem domknietym, to P(F) jest zbiorem
borelowskim [w R]. Wywnioskowaé, ze jesli F' C R? jest zbiorem typu F,, to P(F")
jest zbiorem borelowskim [w R].

Informacja (bez dowodu). Nawet rzut zbioru typu G nie musi by¢ zbiorem borelow-
skim. Korzystajac z teorii zbiorow analitycznych Suslina mozna jednak wykazaé, ze
obraz zbioru borelowskiego [przy rzucie ortogonalnym] jest zbiorem mierzalnym.

A.22. Zbiér A C R? jest spojny (ale by¢ moze niemierzalny), funkcja f: R? — R jest
ciggla. Czy mozna co$§ powiedzie¢ o mierzalnosci [w sensie Lebesgue’a] zbioru f(A)?
A.23. Niech B(0,1) bedzie kula jednostkowa w R®. Banach i Tarski wykazali, ze

istnieja parami roztaczne zbiory Ai,..., A5 C B(0,1) oraz izometrie f;: R® — R3,
i€ {1,2,3,4,5}, takie 7e

B(0,1) = f1(A1) U fa(A2) U f3(A3) = fa(As4) U f5(As),

gdzie obie powyzsze sumy sa sumami zbioréw parami roztacznych. Uzasadnié — ele-
mentarnie, bez odwolywania sie do szczegbétéw konstrukeji — ze co najmniej cztery ze
zbioréw Ai, ..., As musza by¢ niemierzalne.

A.24. Niech A C R bedzie zbiorem [mierzalnym| o dodatniej mierze Lebesgue’a.
Wykazaé, ze istniejg liczby x,y € A takie, ze x —y € Q.
Wskazowka. Przypomnieé sobie przyktad Vitaliego.
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A.25. Czy liczby 1/5, 1/4, 1/m naleza do [standardowego trojkowego| zbioru Cantora?

A.26. a) Niech C to [standardowy trojkowy| zbior Cantora. Wykazac, ze C'+C = [0, 2]
(tuC+C={x+y:ze€C,y e C} tosuma Minkowskiego zbiorow).
b) Czym jest C —C ={x—y:x € C,ye C}?

A.27. Znalez¢ miary Lebesgue’a nizej opisanych zbioréw [w szczeg6lnosei uzasadnic
ich mierzalnosd].

a) Zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], ktorych rozwiniecie dziesietne zawiera bloki
cyfr 123, 456 oraz 789.

b) Zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], w ktérych rozwinieciu dziesietnym cyfra 3
wystepuje nieskoniczenie wiele razy.

¢) Zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], w ktorych rozwinieciu dziesietnym wystepuje
kazdy z [przeliczalnie wielu] blokow

3, 31, 314, 3141, 31415, 314159, 3141592, 31415926,

d) Zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], w ktorych rozwinieciu dziesietnym wystepuje
kazdy z [przeliczalnie wielu] blokow

11, 101, 1001, 10001, 100001, 1000001, 10000001,

e) Zbior tych liczb z przedziatu [0,1], w ktorych rozwinieciu dziesietnym kazdy
7 [przeliczalnie wielu] blokéw wymienionych w podpunkcie d) wystepuje nieskoriczenie
wiele razy.

Wskazowka. Nie warto brna¢ w straszne rachunki (a warto zerknaé na rozwiazania

zadania A.6).

A.28. Ponizej rozwazamy rozwiniecia czworkowe 0, cicacs . .. (z cyframi¢; € {0,1,2,3}).
Niech A bedzie zbiorem tych liczb z przedziatu [0, 1], ktorych rozwiniecie czworkowe

0,cicoc3 ... spelnia warunek c¢,c,4+1 = 0 dla kazdego n € N.
Niech B bedzie zbiorem tych liczb z przedziatu [0, 1], ktorych rozwiniecie czworkowe
0,cjcocs ... spelnia warunek cop—1c2p4162n+3 = 0 dla kazdego n € N.

Wykazaé, ze oba te zbiory sa miary zero.
Wskazowka. Nie warto brna¢ w straszne rachunki (a warto zerknaé na rozwigzania
zadania A.6 (i A.27 (7))).

A.29 (dywan Sierpinskiego). Kwadrat [0, 1]? dzielimy na 9 przystajacych kwadratow
i wyrzucamy srodkowy. Nastepnie w kazdym z pozostalych oémiu mniejszych kwadratow
powtarzamy te procedure (patrz Rysunek A.1) — i tak dalej. Doprecyzowaé opis
konstrukcji i obliczy¢ dwuwymiarowa miare Lebesgue’a powstalej figury.

Pytanko dodatkowe z topologii. Czy otrzymany zbior jest spojuy? (A tukowo spojny?)

A.30 (,ttusty” zbior Cantora). a) Uswiadomic¢ sobie, ze modyfikujac konstrukcje zbioru
Cantora (zmieniajac dlugosci odcinkéw wyrzucanych w kolejnych krokach) mozna
uzyskaé¢ zbior o dodatniej mierze Lebesgue’a.

b) Uzasadnié, ze otrzymany zbior jest homeomorficzny ze standardowym zbiorem
Cantora. W szczego6lnosci uswiadomié sobie, ze zbiér miary dodatniej nie musi zawieraé
zadnego odcinka otwartego.
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Rysunek A.1.: Zadanie A.29 — dwa pierwsze kroki konstrukeji.

A.31. Poda¢ przyktad zstepujacego ciggu zbioréw mierzalnych R D A; D A, D ...,
takiego ze
Lim Ai(4n) # A(() An).

neN

A.32 (mile). a) Funkcja f: [0,1] — R jest niemalejaca. Wykazac, ze jej wykres jest
podzbiorem miary [Lebesgue’a] zero w R2.

b) Czy teza pozostaje w mocy, jesli dziedzina funkcji bedzie inny przedzial (nieko-
niecznie jest domkniety, niekoniecznie skoiczony)?

A.33. Znalezé¢ miary zbiorow:

A={(z,y) eR* :x —y € Q},
B = {(x,y) € R? : istnieja a,b € Q takie, ze (x —a)? + (y — b)? € Q},
C={(z,y) eR?*:zy —z —y c R\ Q}.

A.34. a) Funkcja f: R — R jest ciagla. Wykazaé, ze jej wykres {(z, f(z)) : © € R}
jest podzbiorem miary zero plaszczyzny.

Sugestia. Nie machaé¢ rekami — dla kazdego € > 0 wskaza¢ odpowiednie pokrycie
wykresu prostokatami.

b) Przemysleé¢, czy co$ sie zmienia, jesli rozwazamy przypadek wielowymiarowy
((k + I)-wymiarowa miara Lebesgue’a wykresu funkcji ciaglej f: R — R!).

¢) Czy wykres funkcji (0,00) 3 x — sin(1/x) jest podzbiorem plaszczyzny miary
zero?

d) Czy wykres funkcji (0,00) 3 = —
zero?

1

T sin(%) jest podzbiorem ptaszczyzny miary

A.35. Niech A C R* bedzie zbiorem, takim ze A} (A) < oo (nie zakladamy, ze A jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a). Wykazaé, ze istnieje zbior borelowski B C R¥, taki ze
A C B oraz X\ (A) = A\ (B).
A.36. a) Zalozmy, e P C R¥ jest [k-wymiarowym]| przedziatem, A C P, zbior A jest
domkniety oraz A\, (A) = A\ (P). Wykazac, ze A = P.

b) Zalozmy, ze Q C RF jest [k-wymiarowym]| przedziatem otwartym, zbiér B C Q
jest otwarty oraz Ag(B) = A\, (Q). Czy musi by¢ B = Q?

A.37. Dany jest zbior [mierzalny] A C R¥, taki ze A\ (A4) > 0. Wykazad, ze dla kazdego
¢ € (0,1) istnieje pewien k-wymiarowy przedzial P, taki ze A\ (A N P) > cAx(P).
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A .38 (nieco trudniejsze, ale robialne). Zal6zmy, ze zbiér [mierzalny] A C R ma miare
dodatnia. Wykaza¢, ze istnieje 6 > 0, taka ze [—0,0] C A — A.

Uwaga. To zadanie nie jest trywialne. W szczegédlnosci nie jest prawda, ze jesli
A jest miary dodatniej, to musi zawiera¢ pewien przedzial (przyklad?). Prosze tez
zwrocié uwage, ze A — A moze zawiera¢ pewien przedzial, nawet jesli A ma miare zero
(przyktad?).

A.39. Zalozmy, ze zbior [mierzalny] A C R ma miare dodatnia. Wykazac, ze istnieje
zbior niemierzalny E C A.
Wskazéwka (7). By¢ moze warto najpierw zrobi¢ zadanie A.38.

A.40. Rozstrzygnaé, czy brzeg obszaru (tj. zbioru otwartego i spojnego) w R¥ musi
mieé¢ miare Lebesgue’a zero.

A.41 (szczegolny przypadek tw. Sarda). Funkcja f: R — R jest klasy C'. Niech
Z ={z eR: f'(x) = 0}. Wykaza¢, ze f(Z) jest zbiorem miary [Lebesgue’a] zero.
Wskazowka (?). By¢ moze warto zerkna¢ na rozwiazanie zadania A.8.

A.42 ((bardzo?) trudne, por. zad. A.7). Skonstruowaé funkcje f: [0,1] — [0, 1], ktora
jest ciagla, $cisle rosnaca, ,na” i prawie wszedzie f'(z) = 0 (pochodna istnieje poza
zbiorem miary zero i tam, gdzie istnieje, jest rowna zero).

A .43 (lagodny wstep do miary Hausdorffa). Dla « > 0, § > 01 zbioru A C R kladziemy

H§(A) = inf{Z(diam(Ei))o‘ . AC U E;, diam(E;) < (5},

gdzie diam(E) = sup{|zr —y|: z,y € E} dla ) # E C R (i diam(()) = 0).
a) Uswiadomi¢ sobie, ze jesli 0 < da < d1, to Hg (A) > HE (A), wiec w szczegdlnosci
mozna zdefiniowaé
H*(A) =supH§(A) = lim H§(A).
6>0 6—0F
b) Uswiadomié¢ sobie, ze H® jest miarg zewnetrzna.
¢) Niech C' C [0, 1] bedzie standardowym trojkowym zbiorem Cantora. Przyjrzeé
sie konstrukeji i uswiadomié sobie, jakie [coraz drobniejsze] pokrycia jest naturalnie
rozwaza¢ w definicji H§ (C). Nastepnie zapostulowac, jakie o € (0,1) nalezatoby dobraé,
zeby [przy 6 — 07| otrzymaé 0 < H*(C) < oo.
e) Wykazaé¢ (lub co najmniej zaagitowac), ze
e jesli H*(A) =0, to HA(A) =0 dla 8 > «a,
e jesli HY(A) > 0, to HP(A) = oo dla 3 < a.
(W szczegdlnosei, dla kazdego dla kazdego zbioru A C R istnieje co najwyzej jedna
liczba « taka, ze HY(A) € (0,00)). Liczbe

dimg (A) = inf{a > 0: HY(A) =0}

nazywamy wymiarem Hausdorffa zbioru A).
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f) Uswiadomié sobie, ze miare zewnetrzng H® (oraz wymiar Hausdorffa) mozna
praktycznie tak samo zdefiniowaé¢ w R™ (w definicji $rednicy bierzmy ||z —y||2), a wrecz
w dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) (w definicji srednicy bierzmy d(z,y)).

FYI Ponadto H® jest miara zewnetrzna metryczng (wiec zbiory borelowskie spelniaja
warunek Carathéodory’ego, tj. sa mierzalne).

Dla chetnych. Uscisli¢ wszystko i uzupetni¢ brakujace szczegoly, w szczegolnosci
wykaza¢ metrycznosé (w ogolnym przypadku).

A.44. Na wykladzie prawdopodobnie zostaly co najmniej sformulowane jakie$ fakty
w stylu: jesli funkcje f,g: X — R oraz h: X — (0,00) sa mierzalne, to takze funkcje

\fl, f+a, f—g, f-g, f/h, h¥ sa mierzalne.
a) Udowodni¢ te fakty, ktore nie zostaly udowodnione na wyktadzie.

b) Uswiadomi¢ sobie, ze jesli dopuszczamy by f, g przyjmowaly takze wartosci +oo,
to teza jest nadal prawdziwa (o ile nie ma probleméw z okreslonoscia (tzn. wykluczamy
np. sytuacje f + g dla f = 400, g = —00); uswiadomic sobie w szczegolnosci, ze jesli
problemy z okreslonoscia sa tylko na zbiorze miary zero, to nie ma zadnych problemow).

A.45. Funkcja f: X — R jest mierzalna. Czy funkcja f2 musi by¢ mierzalna? A f2?
A.46. Sprawdzi¢, ze funkcja niemalejaca f: R — R jest mierzalna.
A.47. Funkcje f,,: X — R sg mierzalne (n € N). Uzasadnié¢, ze zbiory

A={reX: nILH;o fn(z) =0},

B={reX: nh_)rr;@ fn(x) = 400},

C={x e X: ciag (fn())n>1 jest zbiezny i granica jest liczba wymierna},
D ={zx € X : ciag (fn(x))n>1 jest zbiezny i granica jest liczbg niewymierna},
E={xeX: ciag (fn(2))n>1 jest zbiezny (do granicy wlasciwej)}

sa mierzalne.
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