
Zadania przygotowawcze do kolokwium

1. Prawa de Morgana. Udowodnij dwa prawa de Morgana:

a) I prawo de Morgana. Wyka», »e nast¦puj¡ce zdanie jest tautologi¡

¬(p ∧ q)⇔ (¬p ∨ ¬q).

b) II prawo de Morgana. Wyka», »e nast¦puj¡ce zdanie jest tautologi¡

¬(p ∨ q)⇔ (¬p ∧ ¬q).

2. Udowodnij nast¦puj¡ce prawa:

a) Prawo Dunsa Szkota. Wyka», »e nast¦puj¡ce zdanie jest tautologi¡

¬p⇒ (p⇒ q).

(Prawo to pokazuje, »e je±li zdanie jest faªszywe, to wynika z niego dowolne

inne zdanie, czy to prawdziwe, czy faªszywe. Innymi sªowy z faªszu mo»emy

wywnioskowa¢ wszystko.)

b) Prawo przechodno±ci implikacji. Wyka», »e nast¦puj¡ce zdanie jest tautologi¡(
(p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)

)
⇒ (p⇒ r).

c) Prawo eliminacji implikacji. Wyka», »e nast¦puj¡ce zdanie jest tautologi¡

(p⇒ q)⇔ (¬p ∨ q).

3. Sprawd¹, czy nast¦puj¡ce zdanie jest tautologi¡:

a) (p⇒ q)⇔ (p ∧ q) ∨ (¬p ∨ q),
b) (¬p ∧ q)⇒ (q ∨ p).

4. Korzystaj¡c z praw de Morgana napisz zaprzeczenia zda« (nie u»ywaj¡c sªowa "nie"
na pocz¡tku zdania):

a) Ten samochód jest szybki i zielony.

b) Pójd¦ dzi± do kina lub teatru.

5. Napisz tabel¦ warto±ci logicznych dla zdania:(
(p⇒ q) ∨ (r ⇒ q)

)
∧ (p⇒ r).

6. Napisz tabel¦ warto±ci logicznych dla zdania:((
(p⇔ q) ∧ (r ⇔ q)

)
∨ (p⇔ r)

)
⇒
(
(p ∨ q) ∨ r

)
.
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7. Sprawd¹, czy podane ni»ej zdania s¡ tautologiami:

a) (p ∨ q)⇒ (¬p ∧ q),

b) (q ∨ ¬p) ∧
(
(p⇒ q)⇒ (p ∨ q)

)
,

c) (p ∧ ¬q)⇒ q.

8. Zaªó»my, »e zdania A i B s¡ prawdziwe. Czy zdanie C jest prawdziwe?

a)

A. Wi¦kszo±¢ ptaków lata.

B. Pingwin jest ptakiem.

C. Pingwin lata.

b)

A. Wszystkie psy maj¡ ogon.

B. Reksio jest psem.

C. Reksio ma ogon.

c)

A. Wszystkie ptaki maj¡ dziub.

B. Maks ma dziub,

C. Maks jest ptakiem.

d)

A. Wszystkie kobiety s¡ ªadne.

B. Kierowca autobusu nie jest ªadny.

C. Kierowca autobusu nie jest kobiet¡.

9. Niech A = 〈0, 5〉, B = 〈1, 6〉. Zaznacz na osi liczbowej zbiory:

A \B, B \ A, A ∩B, A ∪B.

Zaznacz w ukªadzie wspóªrz¦dnych zbiory:

A×B, B × A, (A×B) ∩ (B × A), (A×B) \
(
(A ∪B)× A

)
.

10. Niech A = {(x, y) : |x| + |y| ¬ 2}, B = {(x, y) : (x + 2)2 + y2 ¬ 1}. Zaznacz
w ukªadzie wspóªrz¦dnych zbiory: A, B, A \B, A ∩B.

11. Niech A = {(x, y) : x ­ 0, y ­ 0, x ¬ 6, y ¬ 12x}, B = 〈−1, 4〉 × 〈−1, 2〉,
C = {(x, y) : (x − 1)2 + (y − 1)2 ¬ 1}. Zaznacz w ukªadzie wspóªrz¦dnych zbiory:
A ∩B, B ∪ C, A \ C, (A ∩B) ∩ C.

12. Oblicz:

a) (1 + 3i)(4− 2i),
b) 2+i1+i ,
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c) (2+3i)(3−i)(1−i)(3+2i) ,

d) (3 + i)2,

e) |i+ 2|+ |3− i|,
f) | cos 22◦ + i sin 22◦|+ i2,

g) |3i− 4|+
(√
2
2 +

√
2
2 i
)2

13. Rozwi¡» równania i zaznacz w ukªadzie wspóªrz¦dnych:

a) z2 + 3z − 10 = 0,
b) z2 = −1− z,
c) z4 + 20z2 + 20 = 7z2 − 16,
d) z8 + 16 = 17z4.

14. Zamie« na posta¢ trygonometryczn¡ lub odwrotnie:

a) 1 + i,

b) 3 +
√
3i,

c) cos 90◦ + i sin 90◦,

d) cos 135◦ + i sin 135◦,

e) 3,

f)
√
3
2 i,

g) 7 cos(π3 ) + 7i sin (
π
3 ),

h) π cos(−π) + πi sin(−π).

15. Niech A = {1, 3, 5}, B = {2, 4, 6}. Relacj¦ R ⊂ A×B okre±lamy nast¦puj¡co:

aRb⇔ a+ b > 6, a ∈ A, b ∈ B.

Wypisz pary nale»¡ce do tej relacji.

16. Niech A = {10, 15, 20, 25, 612 ,
18
4 }. Relacj¦ R ⊂ A× A okre±lamy nast¦puj¡co:

xRy ⇔ x− y ∈ N, x, y ∈ A.

Wypisz pary nale»¡ce do tej relacji. Sprawd¹, czy relacja jest zwrotna, symetryczna
oraz przechodnia.

17. Niech R ⊂ N×N b¦dzie okre±lona nast¦puj¡co:

aRb⇔ a+ b jest parzysta., a, b ∈ N.

Czy R jest relacj¡ równowa»no±ci?

18. Udowodnij za pomoc¡ indukcji, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2
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19. Udowodnij za pomoc¡ indukcji, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi

nn ­ n!

20. Udowodnij za pomoc¡ indukcji, »e dla ka»dego n ∈ N 10n + 4n − 2 jest podzielne
przez 3.

21. Napisz wzór funkcji odwrotnej do:

a) y = 10x
2 − 1, x ∈ 〈0,∞),

b) y = 3
√
x− 1− 11, x ∈ 〈1,∞),

c) y = x
√
x, x ∈ 〈0,∞),

d) y = 1
x2−1 , x ∈ 〈1,∞).

22. Niech f : A → B b¦dzie okre±lona wzorem f(x) = 2|x| − 1. Okre±l, czy jest "na"
oraz równowarto±ciowa, gdy:

a) A = 〈1, 5〉 i B = 〈1, 31〉,
b) A = (−3,−2) i B = (3, 8),
c) A = 〈−1, 1) i 〈0, 1),
d) A = {−3,−1, 2, 4} i B = {1, 3, 7, 15},
e) A = B = N ∪ {0},
f) A = B = 〈0,∞),
g) A = {−4,−1, 0, 1, 3} i B = {0, 1, 3, 7, 15}.

23. Napisz wzór funkcji h(x) = f
(
g(x)

)
, gdy

a) f(x) = sin x i g(x) =
√
x,

b) f(x) =
√
x i g(x) = esinx,

c) f(x) = ln x i g(x) = cos (3x2),

d) f(x) = (sin x)2 i g(x) = 2x
2
.

24. Na ile sposobów mo»na poª¡czy¢ w pary taneczne dziewczyn¦ z chªopcem, je±li
mamy 5 dziewcz¡t i 5 chªopców?

25. Na ile sposobów mo»emy dobra¢ partnera do ta«ca dla 4 kobiet, je±li mo»emy wy-
biera¢ spo±ród 10 m¦»czyzn?

26. Ile jest ró»nych ªa«cuchów RNA dªugo±ci 4? Ile jest ró»nych ªa«cuchów RNA dªu-
go±ci 4, je±li »adna zasada azotowa si¦ nie powtarza?

27. Ile jest ró»nych ªa«cuchów RNA dªugo±ci 4, je±li guanina (G) wyst¦puje dokªadnie
dwa razy, a pozostaªe co najwy»ej raz?

28. Ile jest ró»nych ªa«cuchów RNA dªugo±ci 4, je±li jedna z zasad azotowych wyst¦puje
dokªadnie dwa razy, a pozostaªe co najwy»ej raz?
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29. Narysuj w skali logarytmicznej (log-log) i póªlogarytmicznej:

a) y = 3x2,

b) y = 2 · 5x,
c) y = 2x · x2.

30. Oblicz:

a) lim
n→∞

n4+7n3−11n2+5n−32
3n3−2n4+75n2+2015n−2016 ,

b) lim
n→∞

√
n·n2+10n2

n
√
n3+50

,

c) lim
n→∞

13n13+14n14+15n15
2n

d) lim
n→∞

√
n2 + 1− n,

e) lim
n→∞
(
√
n+ 1−

√
n) · n,

f) lim
n→∞

sinn+2n
3n+40n10 ,

g) lim
n→∞

n
√
2n + 3n,

h) lim
n→∞

1+2+3+...+n
n2

.

31. Oblicz:

a) lim
x→3

x2−6x+9
2x−6 ,

b) lim
x→1

x2−1
x−1 ,

c) lim
x→−5

x2+12x+35
10x+50 ,

d) lim
x→2

16x−32
x4−16 ,

e) lim
x→∞

x lnx
x2+1 ,

f) lim
x→1

x2−
√
x

x−1 ,

g) lim
x→∞

√
x2 + 3x+ 7−

√
x2 − 2x+ 4,

h) lim
x→3

x−
√
x+6

x−3 .

32. Dla jakich a, b ∈ R funkcja f jest ci¡gªa?

a) f(x) =


2x− 1, x > 1
ax2, −2 ¬ x ¬ 1
b+ ln (−x− 1), x < −2

b) f(x) =


a · 2x, x < 0
7x+ 5, 0 ¬ x ¬ 2
b+
√
3x+ 10, x > 2
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