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44. NWD i NWW. Algorytm Euklidesa.

Teoria

De�nicja. Niech a1, a2, . . . , an ∈ Z i nie wszystkie z tych liczb s¡ zerami. Najwi¦kszy wspólny

dzielnik liczb ak jest to liczba

NWD(a1, a2, . . . , an) = max{d ∈ N : d|ak dla k = 1, 2, . . . , n}.

Najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ liczb ak jest to liczba

NWW(a1, a2, . . . , an) = min{m ∈ N : ak|m dla k = 1, 2, . . . , n}.

Istnienie NWD i NWW wynika z zasady ekstremum (minimum i maksimum).

Twierdzenie 1. Zaªó»my, »e p1, p2, . . . , ps ∈ P i dla k = 1, 2, . . . , n:

ak = p
αk,1
1 · pαk,22 · . . . · pαk,ss ,

gdzie ak,i ∈ Z+. Niech βi = min(α1,i, α2,i, . . . , αk,i), γi = max(α1,i, α2,i, . . . , αk,i) dla i =
1, 2, . . . , s. Wówczas

NWD(a1, a2, . . . , an) = p
β1
1 · p

β2
2 · . . . · pβss

NWW(a1, a2, . . . , an) = p
γ1
1 · p

γ2
2 · . . . · pγss

Dowód: Jest on czysto techniczny, wi¦c przedstawi¦ tylko intuicj¦. Zadajmy pytanie: w jakiej
pot¦dze liczba p1 wyst¦puje w rozkªadzieNWD(a1, . . . , ak) na czynniki? NWD(a1, . . . , ak)
dzieli wszystkie liczby a1, . . . , ak. Zatem wykªadnik pot¦gi liczby p1 mo»e by¢ co najwy»ej
taki, jak najmniejszy wykªadnik spo±ród pot¦g p1 w rozkªadach a1, . . . , ak, aby zacho-
dziªa podzielno±¢. To samo robimy dla pozostaªych liczb pierwszych i otrzymujemy tez¦.
Analogicznie dowodzimy faktu dla NWW .

Stw. Je»eli d|ak dla k = 1, 2, . . . , n, to d|NWD(a1, a2, . . . , an).
Je»eli ak|m, dla k = 1, 2, . . . , n, to NWW(a1, a2, . . . , an)|m.

Dowód: Podzielno±ci te wynikaj¡ bezpo±rednio z de�nicji NWD i NWW.

Stw. Je»eli a, b ∈ Z i r to reszta z dzielenia a przez b, to NWD(a, b) = NWD(a − b, b) =
NWD(b, r).

Algorytm Euklidesa. Niech a, b ∈ N. Aby obliczy¢ NWD(a, b) wykonujemy kolejne dzielenia
z reszt¡: a = q0b+ r1, b = q1r1 + r2, r1 = q2r2 + r3, itd. Wówczas NWD(a, b) jest równe
ostatniej niezerowej reszcie rk.

Twierdzenie 2. Je»eli a, b ∈ Z, to istniej¡ x, y ∈ Z takie, »e NWD(a, b) = ax + by. Pondato,
NWD(a, b)|ax+ by dla dowolnych x, y ∈ Z.
Dowód: Wystarczy zastosowa¢ algorytm Euklidesa i pocz¡wszy od ostatniego kroku wy-
znacza¢ NWD z równa« jako kombinacje liniowe. Dla uproszczenia zobaczmy to na przy-
kªadzie: NWD(120, 32). Mamy: 120 = 3 · 32 + 24, 32 = 1 · 24 + 8, 24 = 3 · 8. Zatem
NWD(120, 32) = 8. Z przedostateniego równania mamy: 8 = 32− 24, a teraz z poprzed-
niego mamy: 8 = 32− (120− 3 · 32) = 4 · 32− 1 · 120.
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Zadania

1. Udowodnij stwierdzenia:

(a) Je»eli a, b ∈ N, to NWD(a, b) · NWW(a, b) = ab.
(b) Je»eli a, b, c ∈ N, to NWD(a, b, c) = NWD(NWD(a, b), c).
(c) Je»eli a, b, c ∈ N, c|ab oraz NWD(b, c) = 1, to c|a.
(d) Je»eli a, b, c ∈ N, a|c, b|c i NWD(a, b) = 1, to ab|c.
(e) Je»eli a, b1, b2, . . . , bn ∈ N oraz NWD(a, bk) = 1 dla k = 1, 2, . . . , n, to
NWD(a, b1b2 . . . bn) = 1.

(f) Je»eli a, b, n ∈ N i NWD(a, b) = 1, to NWD(an, bn) = 1.

(g) Je»eli a, b, n ∈ N i an|bn, to a|b.
(h) Je»eli a, b, d ∈ N, NWD(a, b) = 1 i d|a+ b, to NWD(a, d) = NWD(b, d) = 1.

2. Stosuj¡c algorytm Euklidesa wyznacz NWD(a, b), gdy a) a = 329, b = 182; b)a = 543312,
b = 65340. Zapisz NWD(a, b) w postaci ax+ by, gdzie x, y ∈ Z.

3. Niech n ∈ N. Poka», ze liczby 21n+ 4 i 14n+ 3 s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

4. Niech n ∈ N. Udowodnij, »e NWD(n! + 1, (n+ 1)! + 1) = 1.

5. Niech m,n ∈ N i m jest liczb¡ nieparzyst¡. Udowodnij, »e liczby 2m − 1 i 2n + 1 s¡
wzgl¦dnie pierwsze.

Wskazówka. Niech d > 2 b¦dzie najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem tych liczb. Przedstaw liczb¦

2mn na dwa sposoby i rozpatrz reszt¦ modulo d.

6. Zaªó»my, »e a, b ∈ Z. Poka», »e NWD(5a+ 3b, 13a+ 8b) = NWD(a, b).

7. Niech a1, a2, . . . , ak ∈ Z. Udowodnij, »e istniej¡ liczby caªkowite x1, x2, . . . , xk takie, »e
NWD(a1, a2, . . . , ak) = a1x1 + a2x2 + . . .+ akxk.

8. Wyka», »e dla dowolnych liczb naturalnych a, b liczba NWD(a + b, ab) − NWD(a, b) jest
parzysta.

9. Niech n ∈ N. Poka», »e NWW(1, 2, 3, . . . , 2n) = NWW(n+ 1, n+ 2, . . . , 2n).

10. Niech a, b, c ∈ N. Udowodnij to»samo±¢

NWW(a, b, c)2 · NWD(a, b) · NWD(b, c) · NWD(c, a) =
= NWD(a, b, c)2 · NWW(a, b) · NWW(b, c) · NWW(c, a)

11. Udowodnij, »e ka»da liczba naturalna n > 6 jest sum¡ dwóch liczb naturalnych > 1
wzgl¦dnie pierwszych.

12. F Ci¡g a1, a2, . . . liczb naturalnych speªnia

NWD(ai, aj) = NWD(i, j) dla i 6= j.

Wyka», »e aj = j dla ka»dego j ∈ N.
Wskazówka. Rozwa» j = 2i. Wyka», »e j|aj, nast¦pnie poka», »e k|aj ⇒ k|j.
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13. F Niech a, b, n ∈ N, n > 1. Poka», »e NWD(na − 1, nb − 1) = nNWD(a,b) − 1.
Wskazówka. Niech f(x) = nx − 1. Niech a > b. Poka», »e NWD(f(a), f(b)) = NWD(f(a −
b), f(b)). Popatrz na zwi¡zek z algorytmem Euklidesa.

14. F Niech a, b b¦d¡ dodatnimi liczbami caªkowitymi. Udowodnij, »e

NWD(2a + 1, 2b + 1)|2NWD(a,b) + 1

Wskazówka. Wykorzystaj poprzednie zadanie. Udowodnij i wykorzystaj wzór: NWD(xy, z) =
NWD(x, z) ·NWD(y, z), o ile NWD(x, y) = 1.

15. F Dane s¡ liczby naturalne a, b takie, »e liczba a+1
b
+ b+1

a
jest caªkowita. Udowodnij, »e

NWD(a, b) ¬
√
a+ b.

16. F Dane s¡ ró»ne liczby caªkowite na tablicy. Ruch polega na wytarciu pewnych dwóch
ró»nych liczb i napisaniu ich NWD i NWW . Udowodnij, »e po pewnych czasie, ruch nie
b¦dzie powodowaª zmiany liczb.

Wskazówka. Poka», »e po zmianie dwóch liczb iloczyn si¦ nie zmienia, za± ich suma wzrasta (nie

maleje), a ci¡gle rosn¡¢ nie mo»e.

Domowe

17. Niech a, n ∈ N i a > 1. Udowodnij, »e NWD
(
an−1
a−1 , a− 1

)
= NWD(a− 1, n).

18. Niech n b¦dzie parzyst¡ dodatni¡ liczb¡ caªkowit¡ i niech a, b b¦d¡ wzgl¦dnie pierwszymi
liczbami. Znajd¹ a, b wiedz¡c, »e a+ b|an + bn.


