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44. NWD 1 NWW. ALGORYTM EUKLIDESA.

Teoria

Definicja. Niech ay, ao,...,a, € Z i nie wszystkie z tych liczb sa zerami. Najwiekszy wspolny

dzielnik liczb ay jest to liczba

NWD(ay,as, ..., a,) =max{d € N:d|ay dla k =1,2,...,n}.
Najmniejsza wspolna wielokrotnosé liczb ay, jest to liczba

NWW (ay,ay,...,a,) =min{m € N:agm dla k =1,2,...,n}.

Istnienie NWD i NWW wynika z zasady ekstremum (minimum i maksimum).

Twierdzenie 1. Zalézmy, ze pi1,ps,...,ps € Pidlak=1,2,... n:

(07 « .
ar = plk’l .p2k*2 S .p?k,37
gdzie ay; € Zy. Niech §; = min(o,, ao, ..., Qg;), v = max(a;, ag4,...,05;) dla i =
1.2,...,s. Woéwcezas
NWD(a17a27"'aa’n) :p?l p/262 . pfs
NWW(al, a/2, e 7an) e p?l p’2y2 .. ,sz

Dowad: Jest on czysto techniczny, wiec przedstawie tylko intuicje. Zadajmy pytanie: w jakie]

Stw.

potedze liczba p; wystepuje w rozkladzie NW D(ay, . .., ai) na czynniki? NWD(aq, . .., ay)
dzieli wszystkie liczby aq, ..., a,. Zatem wyktadnik potegi liczby p; moze by¢ co najwyzej
taki, jak najmniejszy wyktadnik sposroéd poteg p; w rozkladach a4, ..., ax, aby zacho-
dzita podzielnos¢. To samo robimy dla pozostatych liczb pierwszych i otrzymujemy teze.
Analogicznie dowodzimy faktu dla NWW.

Jezeli d|ay dla k =1,2,...,n, to dNWD(ay, aq, ..., a,).
Jezeli ap|m, dla k =1,2,...,n, to NWW(ay,ay, ..., a,)|m.

Dowdd: Podzielnosci te wynikaja bezposrednio z definicji NWD i NWW.

Stw.

Jezeli a,b € Z i r to reszta z dzielenia a przez b, to NWD(a,b) = NWD(a — b,b) =
NWD(b, 7).

Algorytm Euklidesa. Niech a,b € N. Aby obliczy¢ NW D(a, b) wykonujemy kolejne dzielenia

z reszta: a = qob + r1, b = qir1 + 1o, 1 = Gora + 713, itd. Wowezas NW D(a,b) jest réwne
ostatniej niezerowej reszcie 1.

Twierdzenie 2. Jezeli a,b € Z, to istnieja z,y € Z takie, ze NWD(a, b) = ax + by. Pondato,

NW D(a,b)|lax + by dla dowolnych z,y € Z.

Dowdd: Wystarczy zastosowaé algorytm Euklidesa i poczawszy od ostatniego kroku wy-
znacza¢ NW D z rownan jako kombinacje liniowe. Dla uproszczenia zobaczmy to na przy-
ktadzie: NWD(120,32). Mamy: 120 = 3-32 + 24, 32 = 1-24 + 8, 24 = 3 - 8. Zatem
NWD(120,32) = 8. Z przedostateniego rownania mamy: 8 = 32 — 24, a teraz z poprzed-
niego mamy: 8 =32 — (120 —3-32) =4-32 —1-120.
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Udowodnij stwierdzenia:

) Jezeli a,b € N, to NWD(a, b) - NWW(a, b) = ab.

) Jezeli a,b,c € N, to NWD(a, b, c) = NWD(NWD(a, b), c).
(c) Jezeli a,b,c € N, clab oraz NWD(b, ¢) = 1, to c|a.

) Jezeli a,b,c € N, a|c, bjc i NWD(a, b) = 1, to ablc.

)

Jezeli a, by, by, ... by € Noraz NWD(a,by) =1dlak=1,2,...,n, to
NWD(CL, b1b2 e bn) =1.

(£) Jezeli a,b,n € N i NWD(a,b) = 1, to NWD(a", b") = 1.
(g) Jezeli a,b,n € Nia™[b", to alb.
(h) Jeeli a,b,d € N, NWD(a,b) = 1 i d|a + b, to NWD(a,d) = NWD(b, d) = 1.

Stosujac algorytm Euklidesa wyznacz NW D(a,b), gdy a) a = 329, b = 182; b)a = 543312,
b = 65340. Zapisz NWD(a, b) w postaci ax + by, gdzie z,y € Z.

Niech n € N. Pokaz, ze liczby 21n 4+ 4 i 14n + 3 sa wzglednie pierwsze.
Niech n € N. Udowodnij, ze NWD(n! +1,(n + 1)! +1) = 1.

Niech m,n € N i m jest liczba nieparzysta. Udowodnij, ze liczby 2™ — 11 2" + 1 sa
wzglednie pierwsze.

Zaléimy, 7e a,b € Z. Pokaz, 7e NWD(5a + 3b, 13a + 8b) = NWD(a, b).

Niech aq, as,...,ar € Z. Udowodnij, ze istnieja liczby catkowite x1, zo, ..., x) takie, ze
NWD(ay,ag, ..., ar) = a1y + agxs + ... + apry.

Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, b liczba NWD(a + b, ab) — NWD(a, b) jest
parzysta.

Niech n € N. Pokaz, ze NWW(1,2,3,...,2n) = NWW(n+1,n+2,...,2n).
Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamosé¢

NWW(a,b,c)* - NWD(a, b) - NWD(b, ¢) - NWD(c, a) =
= NWD(a, b,c)* - NWW(a,b) - NWW (b, c) - NWW(c, a)

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 6 jest suma dwoch liczb naturalnych > 1
wzglednie pierwszych.

* Ciag aq, as,... liczb naturalnych spelnia
NWD(a;,a;) = NWD(i,j) dla i # j.

Wykaz, ze a; = j dla kazdego j € N.
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% Niech a,b,n € N, n > 1. Pokaz, 7 NWD(n® — 1,n® — 1) = nNWD(@b) _ 1,

% Niech a,b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze

NWD(2¢ +1,2° 4 1)[28NWP(eb) 1 1

% Dane sa liczby naturalne a, b takie, ze liczba ¢t 4 ®H jest calkowita. Udowodnij, ze

b U a
NWD(a,b) < va+b.

% Dane sa rozne liczby catkowite na tablicy. Ruch polega na wytarciu pewnych dwoch
roznych liczb i napisaniu ich NWD i NWW. Udowodnij, ze po pewnych czasie, ruch nie
bedzie powodowal zmiany liczb.

Domowe

Niech a,n € Nia > 1. Udowodnij, ze NWD (5!, a — 1) = NWD(a — 1,n).

a—1"

Niech n bedzie parzystg dodatnig liczba catkowity i niech a, b bedg wzglednie pierwszymi
liczbami. Znajdz a, b wiedzac, ze a + bla™ + b".



