NOTATKI DO WYKLADU 2.12.2025

Twierdzenie 1 (Weierstrassa o produkcie). Dla dowolnego ciagu z, liczb zespolonych bez
punktow skupienia, istnieje funkcja catkowita P(z), ktora ma zera wylacznie w punktach z,, i
nie ma innych zer.

Uwaga 1. Twierdzenie 1 podaje konkretny wzor na P(z).
W pierwszej kolejnosci dowodu, ktadziemy:

Ey(z)=1—=z

22 z"
En(z):(l—z)exp<z+2+-~+> n>1
n

Lemat 1. Dla kazdego n > 0 zachodzi |1 — E,(2)| < |z|"*! dla |2] < 1.

Dowdd lematu. Dla n = 0 lemat mowi, ze |1 — (1 — z)| < |z|, co wyczerpuje znamiona oczywi-
stosci. Przy n > 0, piszemy E, = exp(z+ - -+ 2" /n), tak ze E,, = (1 — z)E, 1 rézniczkujemy

E;Z:—E’nJr(l—z)E;l:—En+(1—z)£~'7n(z+--~+;)’:

— En(—1+ (1= 2) (1424 +2""1) = —2"E,.
Poczynimy kilka obserwacji:

e Funkcja Z”En ma rozwiniecie w szereg w z = 0 wylacznie z wyrazami nieujemnymi;

e Funkcja z"FE,, ma zero rzedu n w z = 0;

e Funkcja 1 — F), zeruje sie w z = 0 i jej pochodna ma zero rzedu n, wiec sama ma zero
rzedu n + 1;

e Rozwiniecie Taylora funkcji 1 — E,, ma wylacznie wyrazy nieujemne.

7 tych obserwacji wynika, ze ¢ = lzsz ma wylacznie wyrazy rzeczywiste nieujemne w rozwi-

nieciu w szereg i jest holomorficzna w zerze. Czyli ¢ = Y a,2". Ponadto ¢(1) = 1. Zatem gdy
2] <1, [¢(2)] < 2o anlz|” < 3an =¢(1) = 1.

To dowodzi lematu. U

Uwaga 2. Funkcja E,(z) (a wiec i ¢(z)) jest calkowita, wiec promien zbieznosci szeregu
> anz™ jest nieskoriczonosé. W szczegolnosci, > | a,, jest zbiezny.

Ogolna postaé twierdzenia Weierstrassa brzmi.

Twierdzenie 2. Przypusémy, ze z, jest ciagiem punktow takim, ze z, # 01 |z,| — oo.
Przypusémy, ze p, jest ciagiem liczb nieujemnych takim ze

(1) i <’Z:‘>p < oo

n=1

dla wszystkich r € C. Wtedy wzor:

@) P =115 (7))

definiuje funkcje holomorficzna na C o zerach w z,, ktoéra nie ma zer poza z,.

Uwaga 3. Jedli jakie$ z, sie powtarzaja, to P1 ma zero rowne krotnosci powtérzenia n.



Dowdd Twierdzenia 2. Ustalmy r. Jesli |z| < r, to dla wszystkich n takich, ze |z,| > r zachodzi

pnt1 pnt1
1-E, “)l < < (- ‘
Zn, |2

Jako, ze |z,| — 00. Dla ustalonego r istnieje skoriczenie wiele takich n, ze |z,| < r. Te elementy
nie wplywaja na zbieznos¢ szeregu

& (-5 (5))

n=1

z

Zn

Czyli szereg (3) jest zbiezny.

Z twierdzenia z Analizy 1, zbieznos¢ szeregu » (1+ x,) jest rownowazna zbieznosci iloczynu
nieskoniczonego [[x,. To oznacza, ze iloczyn (2) jest zbiezny dla |z| < r, i zbieznosé¢ ta jest
jednostajna. Stad granica jest holomorficzna (jako granica ciagu iloczynéw czesciowych).

Bezposrednio z konstrukeji P(z) wynika, ze P zeruje sie w z, 1 nie zeruje si¢ poza z,. [

Wyprowadzenie Twierdzenia 1 z Twierdzenia 2. Potézmy p,, = n — 1. Ustalmy r > 0. Wtedy,
dla wszystkich n poza by¢ moze skoticzenie wieloma zachodzi |z,| > 2r. Czyli |r/z,| < 3.
Czyli, dla wszystkich n poza skoiniczenie wieloma zachodzi:

L < .
EM A

Szereg 21 7™ jest zbiezny, a skonczenie wiele wyrazoéw nie psuje zbieznosci szeregu. O

Przykltad 1. Przypusémy, ze z, jest ciagiem 1,—1,2, -2 3, —3,.... Pol6zmy p, = 1. Mamy
Ex(2/n) By (—2/n) = (1 — 22/n?), mamy:

P T (1 20).

Znamy funkcje, ktora sie zeruje w tych punktach. Jest to % Za jakis czas pokazemy, ze jest
to funkcja P z tego przyktadu.

Blizniaczym twierdzeniem do tw. Weierstrassa jest twierdzenie Mittag—LefHera.

Twierdzenie 3 (Mittag-Leffler). Przypusémy, ze 2 C C otwarty, A jest podzbiorem Q bez
punktéw skupienia. Zatézmy, ze dla kazdego o € A jest zadana czes$é gléwna G, czyli wielo-
mian od (z — a)~! bez wyrazu wolnego.

Ga(z) = Za: Cjalz — ).
j=1

Wtedy, istnieje funkcja meromorficzna @Q: €2 — C, ktora jest holomorficzna poza A oraz dla
kazdego a € A, funkcja @@ — G, ma osobliwos$é pozorng w A.

Uwaga 4. Chcialoby sie polozy¢ @ jako Y G, ale ten szereg ma pelne prawo by¢ rozbiezny.

Dowdd tw. Mittag-Fssena. Ustalmy zbior S, ktéory ma doktadnie jeden punkt wspolny z kazda
sktadowa spojna C U {oo} \ . Podobnie jak w dowodzie twierdzenia Rungego, wybieramy
rodzine K, zbiorow zwartych wypelniajacych 2 taka, ze

o K, Clnt K413

e UK, =

e kazda sktadowa spojna CU {oo} \ K, zawiera punkt z S.
Konstrukcja takich K, byta podana przy dowodzie twierdzenia Rungego. Ktadziemy A; = K,
i A, =K,\ K,—1. Kazdy ze zbioréw A,, jest skoriczony, bo przeciwnym razie mialby punkt
skupienia w zbiorze zwartym K,. Kladziemy

Gn(z) = > Gal2).

aeAn



To jest funkcja z biegunami wytacznie w K,, \ K,,—1, w szczegolnosci jest holomorficzna w
K,_1. Czyli istnieje funkcja R, (z) z biegunami w S, taka, ze dla kazdego z € K,,_1 zachodzi
1

@) Ba(2) = Gal2)| < 5

Okreslamy
Q) = Gr + 3 (Gy(2) — By(2)).
j=2

Przyjmijmy z € K,, oraz N > n. Ogon szeregu dla ) zapisuje sie jako Z;O:N(Gj(z) — Rj(2)).
Jesli N > n, to zachodzi oszacowanie (4), wigc

(ORI ppm—
=N j=N

j
Czyli szereg Z?‘;HH(GJ-(,Z) — Rj(2)) jest zbiezny jednostajnie dla K, i zadaje na nim funkcje
holomorficzng. Poczatkowe elementy rozwiniecia ) zadajg funkcje meromorficzna o biegunach

wANK,,. O
Przyktad 2. Szukamy funkcji meromorficznej o biegunach w Z. Ktadziemy G, (z) = Zin a
G_n(z) = ZJ%n Niestety, szereg G, jest rozbiezny. Poprawiamy ktadac H,(z) = = + % oraz

Ho(z) = 1. Zachodzi

(5) Hy(s) = ——— = 21

2(z—n) n2l—z/n’

7 (5) wnioskujemy, ze gdy |z| < |n|'/2/2, zachodzi |H,(z)| < WL&/Q To oznacza, ze szereg H,,
jest zbiezny i zadaje funkcje meromorficzna na C. Mamy tez dla n > 0:
2z
Hn(Z) + an(Z) = m

Tak wiec

1 o 2z

Q)=) Hu()=-+) 55—
z 22 —n
nezZ n=1

Zadanie 1 (Zadanie do domu). Wykaz, ze funkcja Q(z) jest okresowa.
Zadanie 2 (Zadanie do domu). Wykaz, ze funkcja Q(z) — 1/z jest ograniczona na pasku
|Re(2)| < 2.

Przyktad 3 (Kontynuacja Przyktadu 2). Z zadan domowych wynika, ze funkcja m ctg(rz) —
Q(z) jest ograniczona w takim pasku jak wyzej. Jako, Ze ta réznica jest okresowa, to jest stala.
Czyli 7 ctg(mz) — Q(z) = C. Funkcja jest nieparzysta, wiec C' = 0. Dostajemy magiczny wzor:

6 1l 2
(6) WcthZ—Z—Fnz::lZz_nz.

Mozemy teraz wroci¢ do sinusa. Wezmy funkcje P(z) z Przyktadu 1. Funkcja % i funkcja
P(z) maja zera w tych samych punktach. Ich iloraz jest funkcja holomorficzng nie zerowa. Z
tego wynika, ze jest postaci ef'(?) dla pewnego F, czyli

sinmz = ') 4 H <1 — 2) .
m

m=1
Pochodna logarytmicza sinusa to cotangens, pochodna logarytmiczna iloczynu to szereg po-
chodnych, czyli

I,
t =F ~ —-—.
Tetg Tz (z)+z+ E pop—

m=1



Z rozwiniecia dla cotangensa mamy F’(z) = 0. Czyli F(2) jest stata. Zatem:

sinmz 22
=C =1*(1-=—=].
ol (1- 55

Biorac granice przy z — 0 dostajemy, ze C' = . Stad otrzymujemy wzor:

o0 Z2
sinwz:ﬁzH 1——2 .
m

m=1




