Reguly gry:

e Za zadania punktowane w skali 0-5 mozna dostaé albo 0, 4 albo 5 punktéw. Jak jest
co$ nie do korica dobrze, ale jeszcze nie ma terminu oddania, to odsylam zadanie do
poprawki.

o Wersja z 22.05.2025

e Termin oddania zadan to 30 maja 2025.

1. ZADANIA

Zadanie 1. Niech F: U — V bedzie odwzorowaniem klasy C'' miedzy dwoma zbiorami otwar-
tymi U C R® 1 V C R”. Przypusémy, ze F' ma nastepujaca wlasnosé:
e Dla kazdej funkcji klasy C! g: V' — R, jedli okreglimy f: U — R przez f(z) = g(F(z)),
to DF(Vf) =V(g).
Wykaz, ze F' jest izometria, tzn. pochodna w kazdym punkcie spetnia DF(z)~! = DF(x)T.
Uwaga. To zadanie pokazuje, ze gradient jest pojeciem niezwykle sztywnym.

Zadanie 2. Wykaz, ze jesli f jest catkowalna i dodatnia i f(x) = f(—=z), ale f2 nie jest
catkowalna, to funkcja x — f * f(x) nie jest ograniczona w otoczeniu 0. Dokladniej, wykaz, ze
dla kazdego 6 > 01 N > 0, zbiér {x € [—0,0]: f = f(z) > N} ma dodatnig miare.

Zadanie 3. Opisz konstrukeje (podaj wzor i wyjasnij) funkeji f: R — R, ktora jest catkowalna,
ciagla ale jej kwadrat nie jest catkowalny.

Zadanie 4. Niech
1,1 sin(n +1/2)z
1 D =—(= = -
(1) () 7T(2 +cosx + - - -+ cosnx) S sin(z/2)
Wykaz, ze jesli f jest okresowa klasy C*, k > 1, to Dy, * f zbiega jednostajnie do f. Tutaj splot
rozumiemy jako catke od 0 do 2.

Zadanie 5. Podaj przyktad funkcji ciaglej i okresowej f takiej, ze D, % f nie jest punktowo
zbiezny do f.

Zadanie 6. Niech F,, = 1(Dg+---+ D,,_1). Uzasadnij, 7e F), jest nieujemna oraz dla kazdej

n

funkeji ciagltej i okresowej zachodzi F,, * f zbiega jednostajnie do f.
Zadanie 7. Oblicz splot funkcji f(z) = max(0,1 — |z|) z funkcja g(z) = sinx.
Zadanie 8. Rozwazmy wspohrzedne walcowe (r, ¢, z) w R3 i forme a = cosrdz + rsin rde.
Dla jakich R dysk Dr = {z = 0,7 < R} ma nastepujaca wlasnosé:
e Dla kazdego x € 0Dpg zachodzi réwnosé¢ T, Dg = ker

Zadanie 9. Niech A bedzie algebra funkcji klasy C*°[—1, 1], odwzorowanie D : A — R jest
ciagte, oraz spelnia D(fg) = f(0)Dg + g(0)D f. Wykaz, ze istnieje stala ¢ taka, ze Df(x) =
cf'(0).

Zadanie 10. Funkcja f: R — R jest w L' i spelnia f*g = g dla wszystkich funkecji g cigglych
o zwartym nosniku. Wykaz, ze f jest rowna zero prawie wszedzie na kazdym przedziale [a, b].
To ostatnie ma si¢ przelozy¢ na stwierdzenie, ze taka f nie istnieje.

Zadanie 11. Czy istnieje funkcja f: R — R z L', ktéra spelia f* g(0) = g(0) dla wszystkich
funkcji g ciagtych i o zwartym nosniku?



