
Reguªy gry:

• Za zadania punktowane w skali 0-5 mo»na dosta¢ albo 0, 4 albo 5 punktów. Jak jest
co± nie do ko«ca dobrze, ale jeszcze nie ma terminu oddania, to odsyªam zadanie do
poprawki.

• Wersja z 22.05.2025
• Termin oddania zada« to 30 maja 2025.

1. Zadania

Zadanie 1. Niech F : U → V b¦dzie odwzorowaniem klasy C1 mi¦dzy dwoma zbiorami otwar-
tymi U ⊂ Rn i V ⊂ Rn. Przypu±¢my, »e F ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

• Dla ka»dej funkcji klasy C1 g : V → R, je±li okre±limy f : U → R przez f(x) = g(F (x)),
to DF (∇f) = ∇(g).

Wyka», »e F jest izometri¡, tzn. pochodna w ka»dym punkcie speªnia DF (x)−1 = DF (x)T .
Uwaga. To zadanie pokazuje, »e gradient jest poj¦ciem niezwykle sztywnym.

Zadanie 2. Wyka», »e je±li f jest caªkowalna i dodatnia i f(x) = f(−x), ale f2 nie jest
caªkowalna, to funkcja x → f ∗ f(x) nie jest ograniczona w otoczeniu 0. Dokªadniej, wyka», »e
dla ka»dego δ > 0 i N > 0, zbiór {x ∈ [−δ, δ] : f ∗ f(x) > N} ma dodatni¡ miar¦.

Zadanie 3. Opisz konstrukcj¦ (podaj wzór i wyja±nij) funkcji f : R → R, która jest caªkowalna,
ci¡gªa ale jej kwadrat nie jest caªkowalny.

Zadanie 4. Niech

(1) Dn(x) =
1

π
(
1

2
+ cosx+ · · ·+ cosnx) =

sin(n+ 1/2)x

2π sin(x/2)
.

Wyka», »e je±li f jest okresowa klasy Ck, k > 1, to Dn ∗f zbiega jednostajnie do f . Tutaj splot
rozumiemy jako caªk¦ od 0 do 2π.

Zadanie 5. Podaj przykªad funkcji ci¡gªej i okresowej f takiej, »e Dn ∗ f nie jest punktowo
zbie»ny do f .

Zadanie 6. Niech Fn = 1
n(D0 + · · ·+Dn−1). Uzasadnij, »e Fn jest nieujemna oraz dla ka»dej

funkcji ci¡gªej i okresowej zachodzi Fn ∗ f zbiega jednostajnie do f .

Zadanie 7. Oblicz splot funkcji f(x) = max(0, 1− |x|) z funkcj¡ g(x) = sinx.

Zadanie 8. Rozwa»my wspóªrz¦dne walcowe (r, ϕ, z) w R3 i form¦ α = cos rdz + r sin rdϕ.
Dla jakich R dysk DR = {z = 0, r < R} ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

• Dla ka»dego x ∈ ∂DR zachodzi równo±¢ TxDR = kerα?

Zadanie 9. Niech A b¦dzie algebr¡ funkcji klasy C∞[−1, 1], odwzorowanie D : A → R jest
ci¡gªe, oraz speªnia D(fg) = f(0)Dg + g(0)Df . Wyka», »e istnieje staªa c taka, »e Df(x) =
cf ′(0).

Zadanie 10. Funkcja f : R → R jest w L1 i speªnia f ∗g = g dla wszystkich funkcji g ci¡gªych
o zwartym no±niku. Wyka», »e f jest równa zero prawie wsz¦dzie na ka»dym przedziale [a, b].
To ostatnie ma si¦ przeªo»y¢ na stwierdzenie, »e taka f nie istnieje.

Zadanie 11. Czy istnieje funkcja f : R → R z L1, która speªnia f ∗g(0) = g(0) dla wszystkich
funkcji g ci¡gªych i o zwartym no±niku?

1


