Obliczanie wyznacznikéw macierzy

1. Schemat Sarrusa dla macierzy 2x2 i 3x3
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znacznik detd = a1 a,, — a0
ayq azz]Wy 11422 12021

W przypadku macierzy 2x2 A = [
11 Q12 Qg3
Q1 Gz 4z3| mozemy jg zapisa¢ w nastepujgcy
a3z; 04z 4szz

Obliczajac wyznacznik macierzy 3x3 4 =

11 Q12 A13] A11 Q12
sposéb poprzez dodanie z prawej strony dwéch pierwszych kolumn (@21 Q22 Q23| Q21 Q22
31 Aazz dszz] dz1 A3z

Nastepnie dodajemy iloczyny elementéw bedacych na trzech przekatnych z lewej do prawej i
odejmujemy od nich iloczyny trzech przekatnych z prawej do lewej:

detA = a11A3,A33 + A12023A31 + A13021A32 — A13022031 — 11023032 — Q12021033

Przyktady
2 4] _ a4
|1 3|_2><3 4x1=6—-4=2
1 2 311 2
4 1 5[4 1=1%X1%X44+2%x5%Xx34+3X4%Xx2—-3X1X3—-1X5Xx2—-2%Xx4x%x4=
3 2 41 3 2

=4+30+24—-9-10-32=48-46=2
2. Operacje na wierszach i kolumnach

Kazdy wyznacznik mozemy obliczy¢ poprzez doprowadzenie macierzy do postaci schodkowej
(gbérno-trojkatnej/dolno-tréjkatnej) operacjami wierszowymi lub kolumnowymi (nie zmieniaja
one wartosci wyznacznika).

Uwaga 1! Kazda jednorazowa zamiana wierszy miejscami powoduje przemnoZenie wyznacznika
macierzy przez (-1).

Uwaga 2! Podzielenie danego wiersza przez dowolng liczbe a powoduje przemnozenie
wyznacznika przez ta liczbe.

Uwaga 3! Wyznacznik macierzy gérno-tréjkatnej (lub dolno-tréjkatnej) jest réwny iloczynowi
elementéw bedacych na gtéwnej przekatnej tej macierzy.
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Przyktad wyznacznika macierzy gorno-trojkatne;j
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Przyktad obliczania wyznacznika z zastosowaniem operacji na wierszach:
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A= 12 2 1 det(4) = 12 2 1 stosujac operacje w, — 2wy ; W3 — w; otrzymujemy
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7 X 01 0 -1 aby otrzymac macierz gérnotroéjkatna zamieniamy miejscami w, z w; zatem
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3. Rozwiniecie Lapace’a

Rozwiniecie Laplace’a mozemy stosowa¢ wzgledem i-tego wiersza:

all alz e aln
Aip Qi 0 Qip| = (—1)i+1 X ajg X det(Ail) + -+ (—1)i+n X Ajp X det(Al-n)
An1 QAnz  ** Qpn

Lub wzgledem j-tej kolumny:

all s a]_j see aln
a21 e azj cee azn 1+. n+‘
. . . . . = (—1) J Xalj Xdet(A1])++(—1) J Xanj Xdet(Anj)
an]_ s an] see ann
Przyktad
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A= é g % i det(4) = é (2) % 1 = stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem w,
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=(-1°x1XxQ2+0+4-0-1-4)+ (-1 x1x0+0+4-0-1-4) =
=1+(-D)x(-1)=2

Rozwiniecie Laplace’a stosujemy zazwyczaj dla macierzy wiekszych niz 3x3. Najprostszym
sposobem obliczenia wyznacznika dla takich macierzy przy pomocy tej metody jest
zastosowanie takich operacji elementarnych na wierszach i kolumnach (nie zmieniajg one
warto$ci wyznacznika macierzy) aby otrzymac wiersz (lub kolumne), w ktérym wystepuje tylko
jeden niezerowy element. W ten sposéb wzor na rozwiniecie Laplace’a uprosci sie do jednej
sktadowej dla tego niezerowego elementu.

4. Macierz blokowa

Jesli macierz wymiaru n X n mozemy podzieli¢ na kilka innych macierzy wedtug schematu

M = [é g] i macierz B i/lub C sktadajg sie z samych zer to det(M) = det (A) X det (D)

Przyktad
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5. Macierz diagonalna

Szczegbélnym przypadkiem obliczania wyznacznika macierzy n X n jest przypadek
macierzy diagonalnej. Jest to taka macierz, ktérej wszystkie elementy poza gtéwna
przekatna sg réwne 0.

a11 0 o 0
A = 0 a§22 8 det(A) == a11 X a22 X X ann
0 0 Ann

Przykitad
1 0 0 0 O
0 2 0 0O
0 0 3 0 0|=1%x2%x3%x4x5=120
0 0 0 40
0 0 0 0 5

6. Wlasnosci wyznacznikéw

e Jezeli dowolny wiersz lub kolumna danej macierzy sktada sie z samych zer, to

det(4A) =0
e Jezeli w macierzy kwadratowej mamy dwa identyczne wiersze lub kolumny, to
det(4A) =0

e Wyznacznik macierzy kwadratowej A i wyznacznik macierzy transponowanej A
sa rowne det(4) = det(4T)

e det(A X B) = det(4) x det(B)

e Macierz odwrotng A~! do macierzy A mozemy wyznaczy¢ wtedy i tylko wtedy
gdy det (A) # 0

e Wyznacznik macierzy odwrotnej jest rGwny odwrotno$ci wyznacznika tej
1

det (4)

macierzy det(4™1) =



