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1. Wykaza¢, ze x, vy, z € C sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego wtedy i tylko
wtedy, gdy

x2+y2+22:xy+yz+zx.

2. Udowodni¢, ze pierwiastki wielomianu zespolonego P stopnia co najmniej dwa
oraz pierwiastki wielomianu P’ maja ten sam $rodek ciezkosci (czyli $rednia aryt-
metyczna,).

3. Czy istnieje wielomian o wspétezynnikach rzeczywistych P(z,y), ktérego obra-
zem jest (0, 00)?

Od teraz, gdy mowimy o wielomianie, mamy na mysli wielomian z C w C o wspo6t-
czynnikach zespolonych.

4. Zat6zmy, ze P jest wielomianem i niech f(z) = z. Wykazacé, ze

| " F(et) = P(et)dt > 2.

Uzasadnié¢, ze f nie mozna przybliza¢ jednostajnie wielomianami na okregu jed-
nostkowym T = {z € C: |z| = 1}.

5. Dane sg liczby dodatnie ¢4, ..., ¢, speliajace ¢; + ... + ¢, < 1. Wykazaé, ze
wszystkie pierwiastki wielomianu P(z) = 2"+ a;2" ' +... 4+ a,_12 + a, sa zawarte
w dysku {|z| < R}, gdzie

S )]
C1 Co Cp

W szczegdlnosei sa one zawarte w dysku {|z] < E}, gdzie R =2 maxXg—1_.n /||

6. Zalézmy ze ag > a3 > as > ... > a, > 0. Udowodni¢, ze wielomian P(z) =
ap+ a1z + ...+ a,2" nie ma pierwiastkéw w dysku jednostkowym D = {|z| < 1}.

7. Dany jest wielomian zespolony P(z) = ag + a1z + . .. + a,2". Wykazaé, ze

max |P(z)| > lao| + |an|.
8. Niech T={z€ C: |z|] =1} i n € N. Wyznaczy¢
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9. Dane sg a € C\ 9D oraz B(z) = e =% . Wykazaé, ze:

(a) (Jz] = 1)(Ja| — 1) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |B(2)| < 1,
(b) (Jz] = 1)(Ja] — 1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |B(z)| = 1,
(c) (Jz] = 1)(Ja] = 1) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |B(z)| > 1

10. Dany jest wielomian zespolony P. Wykazaé, ze istnieje wielomian zespolony @),
taki ze |P(2)| = |Q(#)] dla kazdego |z| = 1 oraz @) nie ma pierwiastkow w {|z| < 1}.

11. Dane sg wielomian P stopnia n, oraz a # b takie, ze P(a) # P(b). Niech C,
bedzie zbiorem wszystkich liczb zespolonych, z ktérych odcinek [a, b] widaé pod
katem co najmniej w/n (brzeg tego zbioru sktada sie z dwoch tukéw). Wykazaé,

e [P(a), P()] € P(Ca).



