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Porzadki czeSciowe

Relacje binarng < zadang na zbiorze X nazywamy porzadkiem czesciowym,
jesli spelnia nastepujace aksjomaty:

(a) (zwrotnosé) x < z dla kazdego = € X;
(b) (przechodnios¢) dla z,y,z € X jesli x <y oraz y = z to = < z;
(¢) (antysymetrycznosé) dla z,y € X jesli x <y oraz y <z to z = y.

Para (X, <) jest nazywana wowczas zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym lub
w skrocie poset (ang. partially ordered set).

Laricuchem dlugosci k£ nazywamy dowolny ciag x1, ...,z elementéow X
taki, ze v; K x;41 dlai=1,...,k— 1. Antylaiicuchem wielkoSci k£ nazywamy
zbior a1, ...,z elementow X taki, ze dla dowolnych indekséw i # j elementy
x;, T; sy nieporéwnywalne, tzn. x; A x; oraz x; A x;. Dlugos¢ najdtuzszego laii-
cucha jest nazywana wysokoscig (X, <), za$ wielkos¢ najwiekszego antylaricucha
jest nazywana szerokoscig (X, <). Oznaczamy [n] = {1,2,...,n}.

1. Udowodnij, ze relacja podzielnosci | jest porzadkiem czesciowym na do-
wolnym podzbiorze N. Znajdz wysokos¢ i szerokosé ([n], |).

Twierdzenia Mirsky’ego i Dilwortha

2. Udowodnij, ze wysokos¢ (X, <) jest mniejsza lub réowna minimalnej liczbie
antytaricuchéw, na ktoére mozna rozdzieli¢ X.

3. Udowodnij, ze szerokosé¢ (X, <) jest mniejsza lub rowna minimalnej liczbie
tancuchow, na ktére mona rozdzieli¢ X.

Twierdzenie (Mirsky) Skoriczony poset o wysokosci & mozna rozdzieli¢ na k
antytaricuchow.

Twierdzenie (Dilworth) Skoriczony poset o szerokosci k mozna rozdzieli¢ na k
tancuchow.

4. Udowodnij, ze dowolny poset o co najmniej sr + 1 elementach zawiera
tanicuch dtugosci s + 1 lub antytaricuch wielkosci r + 1.

5. Udowodnij, nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Erdos - Szekeres) Dany jest ciag roznych liczb rzeczywi-
stych z1, ..., Zsr4+1. Udowodnij, ze mozna wybra¢ z niego podciag rosnacy
dlugosci s 4+ 1 lub podciag malejacy dtugosci co najmniej r + 1.

Twierdzenie (Sperner) Niech P([n]) oznacza rodzine wszystkich podzbioréw
zbioru [n] = {1,...,n}. Wowczas (P([n]),C) jest porzadkiem czesciowym o
szerokosci (Ln72 J)'
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Iloczyny

Niech (X, =<x), (Y, =y) beda zbiorami czesciowo uporzadkowanymi. Wowczas
ich #loczyn kartezjariski to zbiér X x Y z czeSciowym porzadkiem <x«y zdefi-
niowanym jako

(z,y) 2xxy (@',y) = z3x2'ANy=zvy.
Mozna tez rozwazaé porzadek leksykograficzny <., na X x Y zdefiniowany
(z,Y) Ziee (2',Y) = z=2x2'V(Ee=2"Ay=vy).

Przez (N¥, <) oznaczamy k-krotny iloczyn kartezjanski (N, <) ze soba, in-
nymi stowy zbidér krotek liczb naturalnych dtugosci k z porzadkiem zadanym po
wspotrzednych, np. (1,2,3) < (1,3,4) ale (1,2,3) £ (2,1,3). Podobnie ([n}¥, <)
oznacza zbior krotek dlugosci k o wspoélrzednych z [n] z porzadkiem po wspot-
rzednych. Posety (N, <jez), ([n], <jex) z porzadkiem leksykograficznym definiu-
jemy analogicznie.

6. Znajdz wysokosé i szerokosé posetow ([n]*, <j..) oraz ([n]*, <).

)

7. Czy znajac wysokosé/szerokosé (X, <x) i (Y, =y) mozna wyznaczy¢ wy-
soko$¢/szerokosé (X X Y, Xjer), (X X Y, <xxv)?

WQO

W tej czedci zajmiemy sie szukaniem cze$ciowych porzadkéw na nieskoniczonych
zbiorach, ktére nie maja nieskonczonych antytanicuchéw. Jednym z przydatnych
narzedzi bedzie WQO.

Relacje binarng < nazwiemy quasi-porzadkiem jesli spelnia aksjomaty (a) i
(b) porzadkow czesciowych.

Quasi-porzadek (X, <) nazwiemy WQO (ang. well quasi-order) jesli ma na-
stepujaca wlasnosé: w kazdym nieskoiiczonym ciagu x1,xs,... elementéw X
istniejg takie indeksy ¢ < j, ze x; X x;.

8. Udowodnij, ze nastepujace warunki sg rownowazne:

(a) (X, =) jest WQO;

(b) (X, =) nie zawiera nieskoriczonych antylaricuchéw ani nieskorczo-
nych tanicuchéw zstepujacych;

(¢) w kazdym nieskoniczonym ciagu x1, s, ... elementow X istnieje nie-
skoniczony podciag rosnacy x;, = X, =< ....

9. Ktore z ponizszych porzadkow sa WQO? Czy ktorys z nich nie jest WQO
ale nie ma nieskoniczonych antylancuchow?
(a) (N,<);
(b) (z,<);
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(¢) (N,|), gdzie | to relacja podzielnosci;

(d) (N27§lem);

(e) ({a,b}*, Ziex), gdzie {a,b}* oznacza zbior stow nad alfabetem {a, b},
tzn. skoriczonych ciagéw ztozonych z symboli a,b, zas <., jest po-
rzadkiem leksykograficznym;

(f) ({a,b}*, %), gdzie v < w jesli v jest prefiksem w;

(g) ({a,b}*, <), gdzie v < w jesli v jest infiksem w;

(h) grafy z porzadkiem bycia podgrafem.

Lemat (Dickson) Jesli quasi-porzadki (X, <x) i (Y, =<y) sa WQO to réowniez
iloczyn (X x Y, 2xxy) jest WQO.

10. Udowodnij lemat Dicksona.

11. Niech Pg,(X) oznacza zbidr skoniczonych podzbiorow X . Jesli < jest quasi-
porzadkiem na X to mozemy zdefiniowaé¢ quasi-porzadek < na Prin(X)
nastepujaco: A=B jesli istnieje injekcja f : A — B taka, ze a < f(a) dla
wszystkich a € A. Udowodnij, ze jesli (X, <) jest WQO, to (Pgn(X), <)
réwniez.

Lemat (Higman) Niech ¥ bedzie alfabetem, to znaczy skonczonym zbiorem
symboli. Przez ¥* oznaczamy zbiér wszystkich stéw nad X, to znaczy skoiiczo-
nych ciagéw o elementach z . Dla stéw u, w € ¥* zachodzi v < w jesli u jest
podciagiem w. Wowczas (X%, <) jest WQO.



