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30 stycznia 2025

Zadanie 1. Udowodnij sekwent
VaVyx =y — Vz(R(f(z)) = R(c))

w rachunku sekwentéw (R jest jednoargumentowym symbolem relacyjnym,
f jednoargumentowym symbolem funkcyjnym, a ¢ stata indywiduowa).

Zadanie 2. (a) Wyjasnij, co to znaczy, ze zbiér S C A jest definiowalny bez
parametrow w danej strukturze A.

(b) Udowodnij, ze istnieje pozdbiér zbioru Q, ktory jest definiowalny, ale nie
definiowalny bez parametréw w strukturze (Q, <, 1).

(¢) Udowodnij, ze kazdy podzbiér zbioru Q definiowalny w (Q, <, +,1) jest
definiowalny bez parametréw w (Q, <, +, 1).

Zadanie 3. Niech U/ bedzie ultrafiltrem niegtéwnym na N i niech R* bedzie

ultrapot <R7<7+a'707]—>N .. . L. i
potega /- Rozstrzygnij, czy istnieje element b € R
taki, ze dla kazdego n € N i kazdej krotki elementéw R spetniajacej a,, # 0
zachodzi

R* F a,b" + an—lbn_l +...+ab+ag 7& 0.

Zadanie 4. (a) Sformuluj tw. o zwartosci dla logiki pierwszego rzedu.

(b) Niech A bedzie struktura majaca nastepujaca wtasno$é: dla dowolnego
k € N i dowolnej krotki aq, ..., a; elementéw A istnieje automorfizm g
struktury A taki, ze g(a;) # a; dla kazdego i = 1,...,k. Udowodnij,
ze istnieje struktura B = A oraz automorfizm h struktury B taki, ze
h(a) # a dla wszystkich a € A.

Zadanie 5. Dla danej struktury A i formuly ¢(z) zapis ¢* oznacza zbior
{a € A: AE pla]}. Rozstrzygnij, czy nastepujace stwierdzenia sa prawdziwe
dla dowolnej skoniczonej sygnatury o i dowolnych formut ¢ (z) i n(z) nad
sygnaturg o:

(a) Dla kazdej teorii T' nad o, jedli istnieje A F T takie, ze |(¢p A n)?| =
|( A —m)2| = ¢, to istnieje BE T t. ze |( An)B| =Ro i [(¥ A —n)B| =

(b) Dla kazdej teorii T' nad o, jesli istnieje B E T takie, ze |(¢) A 77) | = NO
i [(p A—m)B| = ¢, to istnieje A E T t. ze |(v An)®| = |(b A )| = c.

Zadanie 6. Niech A = (A, <*) bedzie nieskoriczonym liniowym porzadkiem
o nastepujacej wlasnosci ($): dla kazdego k € N istnieje skonczony liniowy
porzadek Ly taki, ze A =, ;.

(a) Udowodnij, ze jesli B jest nieskoniczonym liniowym porzadkiem majacym
wlasnosé (), to A = B.

(b) Ile, z dokladnoscia do izomorfizmu, jest przeliczalnych liniowych porzad-
kéw majacych wlasnosé ($)?
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Problem 1. Give a proof of the sequent
VaVyx =y — Vz(R(f(z)) = R(c))

in sequent calculus (here R is a unary relation symbol, f is a unary function
symbol, and ¢ is an individual constant).

Problem 2. (a) Explain what it means for a set S C A to be definable
without parameters in a given structure A.

(b) Prove that there exists a subset of Q that is definable but not definable
without parameters in (Q, <, 1).

(c) Prove that every subset of Q that is definable in (Q, <, +, 1) is definable
without parameters in (Q, <, +,1).

Problem 3. Let U be a non-principal ultrafilter on N and let R* be the

N
ultrapower (R, <, +,-,0,1) /- Determine whether there exists an element
b € R* such that for each n € N and each tuple a,, ..., ay of elements of R

such that a, # 0 it holds that
R*E a,b" + an 10" '+ ...+ arb+ag # 0.

Problem 4. (a) State the compactness theorem for first-order logic.

(b) Let A be a structure with the following property: for any & € N and any
tuple aq, ..., a; of elements of A, there is an automorphism g of A such
that g(a;) # a; for each i = 1,..., k. Prove that there exists a structure
B = A and an automorphism h of B such that h(a) # a for each a € A.

Problem 5. For a structure A and a formula (), let ¢* stand for the set
{a € A: AFE pla]}. Determine whether the following statements are true for
any finite signature o and any formulas i(z),n(x) over o:

(a) For any theory T over o, if there exists A F T such that |(¢ A n)?| =
|(v» A =m)*| = ¢, then there exists B F T such that |(¢ A n)B| = Ry and
(o A—m)P| =c.

(b) For any theory T over o, if there exists B E T such that |(1) A )| = R
and |(1» A —n)®| = ¢, then there exists A F T such that |[(¢ A n)2| =
(o A=) =c.

Problem 6. Let A = (A, <*) be an infinite linear order with the following
property ($): for any k& € N, there is a finite linear order Ly such that A =, L.

(a) Prove that if B is an infinite linear order that also has property ($),
then A = B.

(b) Up to isomorphism, how many countable linear orders with property ($)
are there?



