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DEFINICIE

We wspotczesnych systemach aksjomatycznych podstawowe pojecia, te,
ktdre wystepujg w aksjomatach, nie sg definiowane. Sg tak zwanymi po-
jeciami pierwotnymi: ich sens wyjasniajg wytacznie aksjomaty.

Dopiero za pomoca pojec pierwotnych mozna definiowa¢ wszystkie pozo-
state.

U Euklidesa jest inaczej — Elementy zaczynaja sie listg definicji.
Zgodnie z filozofig Arystotelesa, ktéry wymagat, by wsrdod niedowodliwych
pierwszych zasad kazdej nauki bylty miedzy innymi wtasnie definicje. Miaty
one wyjasnia¢, czym sq (ti éot) badane przez dang nauke obiekty, nie
przesadzajac jednak o ich istnieniu (ot éot).

Definicje pojawiajg sie nie tylko w pierwszej ksiedze Elementdw, ale
i w pozostatych. Nie sg jednak cytowane w dowodach i nie odgrywajq
istotnej roli w rozumowaniach. Co wiecej, niektdre z definiowanych pojec
w ogole nigdzie dalej w tekscie nie wystepujg (patrz komentarz do D22).
Z drugiej strony, pewne kluczowe pojecia definicji nie majq. Przyktadem
moze by¢ pojecie rownosci (patrz komentarz do Aksjomatéw) albo réwno-
legtoboku.

Jednym z powodow takiego ,niedopasowania” definicji do tresci
dzieta jest prawdopodobnie fakt, ze przynajmniej czes¢ definicji zostata
zaczerpnieta z dawniejszych tekstéw matematycznych, na przyktad z
przedeuklidejskich wersji Elementow.

Definicje podane przez Euklidesa majgq bardzo réznorodny charakter.
Jedne (np. definicja kota) sg stosunkowo precyzyjne i nie odbiegajq zbyt
znacznie od definicji uzywanych wspétczesnie. Inne natomiast (np. defini-
cja punktu czy linii prostej) mozna traktowac wytgcznie jako wsparcie dla
intuicji.

Greckim stowem na definicje jest apog, czyli dostownie ,,granica”, ,ka-
mien graniczny”.

D1

Pojecie punktu (emuetoy) miato w starozytnosci liczne definicje. Poza
definicjq z Elementéw, dwie inne zastugujg na wzmianke. Proklos (95,21)!
odnotowuje, ze pitagorejczycy definiowali punkt jako umiejscowiong jed-
nos$¢ (novag mooagAaBoloa Beay). Widac tu pierwotnos¢ arytmetyki wzgledem
geometrii w matematyce pitagorejskiej.

Arystoteles z kolei wspomina w szdstej ksiedze Topik (141b20) defi-
nicje punktu jako granicy linii (yeauuyc méoas) — por. tez D3. Ma to byc

1 Wszystkie odnosniki do Proklosa dotycza jego Komentarza do pierwszej ksiegi Elemen-
téw Euklidesa.



przykfad definicji mato naukowej: pojecie wczesniejsze logicznie (punkt)
okresla sie przy uzyciu pdzniejszego (linia).

Nalezy przy okazji zauwazy¢, ze dawniejszg nazwg punktu byto
oTiyum, czeste jeszcze u Arystotelesa.

D2

Euklidesowa linia (yeauun) odpowiada w przyblizeniu dzisiejszemu
pojeciu krzywej. Definicja z Elementow ujmuje linie jako , obiekt jednowy-
miarowy”, ale w starozytnosci zdarzaty sie rowniez definicje blizsze wspot-
czesnemu pojeciu krzywej parametrycznej. Przyktadowo, Proklos (97.9)
omawia, niechetnie zreszta, definicje linii jako przeptywu punktu
(omueiov pUoic).

Starozytni stworzyli bogatg klasyfikacje linii (Procl. 111,1nn.), w
Elementach jednak wystepujg wytacznie fragmenty prostych (zazwyczaj
skonczone) oraz tuki okregow.

D4

Proste w Elementach sq z reguty skonczone (dzi$ nazwalibySmy je
odcinkami). Jak sie wydaje, Euklides podzielat filozoficzny poglad Arysto-
telesa, ktory przyjmowat (Phis. 206a), ze nieskonczonos¢ istnieje jedynie
potencjalnie, a nie aktualnie. Widac¢ to na przyktad w sposobie, w jaki Eu-
klides formutuje twierdzenie, iz liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele
(twierdzenie 20 ksiegi IX). Nalezy jednak zauwazy¢, ze w Elementach
mimo to mowa czasem o prostych nieskonczonych (patrz np. Z12)2.

Nietatwo stwierdzié, jaki jest sens podanej przez Euklidesa definicji
prostej. Proklos uwazat, ze ma ona charakteryzowad prosta jako linie geo-
dezyjna: odlegtos¢ miedzy dwoma punktami jest rowna ich odlegtosci
mierzonej wzdtuz taczacej je prostej (podczas gdy odlegto$¢ mierzona np.
wzdtuz tuku okregu jest wieksza). Definicja Euklidesa pokrywataby sie
wiec, zdaniem Proklosa, z tg, ktérg pézniej podat Archimedes. Interpreta-
cja taka jest jednak watpliwa, gdyz trudno bytoby jg zastosowac do analo-
gicznie sformutowanej definicji ptaszczyzny (D7).

W platonskim dialogu Parmenides (137e) mamy nastepujacq defini-
cje: elbu ve, ol av To uéaov audoty Toty éayaTow émimooabey 1) (,proste jest to,
czego Srodek przestania oba konce”). Podobng definicje podaje Arystoteles
(Topic. 148b27). Heath (s. 166) sugeruje, by¢ moze trafnie, ze Euklides
chciat zachowa¢ sens takiej wtasnie definicji, ale pozbawic jg odniesienia
do zmystu wzroku. Stad sformutowanie wystepujace w Elementach.

D8
Jak podaje Proklos (121nn.), w starozytnosci panowata niezgoda nie

tylko co do tego, jak definiowac kat, ale nawet co do tego, do ktorej z Ary-
stotelesowskich kategorii go zaliczy¢. Niektorzy autorzy uwazali, ze kat

2 Litera Z oznacza zagadnienia, tj. twierdzenia lub zadania konstrukcyjne (patrz nizej).



nalezy do kategorii ilosci (mogov), inni — ze jakosci (mowov), inni wreszcie —
ze relacji (mpoc T).

Euklides uznaje kat za wzajemne nachylenie (kAigig) dwu linii. We-
dtug Heatha (s. 176), jest to zapewne odejscie od dawniejszej tradycji:
jeszcze Arystoteles myslat o kacie raczej jako o zatamaniu (kAagig) poje-
dynczej linii (por. np. Metaph. 1016a13)

Heath zwraca tez uwage na osobliwo$¢ wymogu, zeby linie tworzace
kat , nie lezaty na wspdlnej prostej”. Wymog ten ma wykluczyé kat zerowy
i potpetny (Grecy nie uznawali takich katow, jak réwniez katéw wiekszych
od potpetnego), ale w sformutowaniu z Elementdéw pasuje jedynie do sytu-
acji, w ktorej linie tworzace kat sg proste (czyli do sytuacji wyodrebnionej
w hastepnej definicji).

Sposrdod innych starozytnych definicji kata szczegdlnie ciekawa wy-
daje sie ta, ktérg Proklos (125,15) przypisuje miedzy innymi swojemu na-
uczycielowi Plutarchowi z Aten. Antycypuje ona niejako nowozytne ujecie
,rézniczkowe”, brzmi bowiem: , kat jest to pierwsza odlegtosé
(modTov draotmua) przy punkcie”. Chodzi oczywiscie o punkt przeciecia sie
czy tez zatamania linii.

Podobnie jak w wypadku linii, starozytni zbudowali bogata kla-
syfikacje katdw. Podaje jg za Geminosem Proklos (126,7nn.).

D10

Euklides nigdzie nie definiuje, co to znaczy, ze dwa katy sg rowne
albo ze jeden kat jest wiekszy od drugiego. Intuicyjnie rzecz biorac, katy
sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sg przystajace, co w wypadku katéw
prostoliniowych jest réwnowazne réwnosci miar. Nalezy jednak podkreslic,
Ze pojecie miary kata - jako pewnej funkcji przypisujacej katom liczby -
nie wystepuje w Elementach i jest zupetnie obce duchowi tego dzieta.

Por. tez obszerniejszg dyskusje Euklidesowego pojecia réwnosci w
komentarzu do Aksjomatéw.

D15

Rekopisy podajq wersje obszerniejszq: ,Kotem jest figura ptaska za-
warta w obrebie jednej linii, zwanej mepidéceia, takiej, ze wszystkie proste
spadajace na nig (czyli na mepidéperar kota) z jednego sposrod punktdéw we-
wnatrz figury sg sobie réwne.”

W tej wersji definicja ttumaczy wiec, ze linia ograniczajgca koto na-
zywa sie meoidépera (stowo, ktorego Euklides uzywa zaréwno na oznaczenie
catego okregu, jak i dowolnego tuku okregu).

Wydaje sie jednak, ze wstawki dotyczace mepidépera stanowia inter-
polacje — nie ma ich bowiem ani w starozytnych komentarzach, ani w za-
chowanym przekazie papirusowym (Pap. Herc. 1061). Powodem, dla kté-
rego dokonano interpolacji, byt zapewne fakt, ze nie objasnione wczesniej
stowo mepidépera pojawia sie w D17, D18.



D17

Wzmianka o tym, Ze Srednica dzieli koto na pdt, nie jest, rzecz jasna,
czescig definicji i w zasadzie wymagataby dowodu (starozytni przypisywali
jego przeprowadzenie Talesowi). Zostata tu umieszczona zapewne dlate-
go, ze wyjasnia sens nazwy ,potkole”, pojawiajgcej sie w nastepnej defini-
Cji.

D18

Definicji sSrodka potkola nie ma w rekopisach, podaje jg Proklos
(158,24). Rekopisy majg natomiast po D18 definicje odcinka kofa, ktorg
uwaza sie za interpolacje zaczerpnietg z definicji szdstej trzeciej ksiegi
Elementdw.

D20

Nalezy zauwazy¢, ze wedle tej definicji trojkat rownoramienny
(icookelés) ma doktadnie dwa réwne boki. Formalnie rzecz biorac, trojkat
rownoboczny (igomAevpoy) nie jest wiec szczegdlnym przypadkiem réwnora-
miennego (por. analogiczny przypadek w D22). W praktyce jednak Eukli-
des zdaje sie nie przywigzywac specjalnej wagi do tej konwencji: nie do-
wodzi na przyktad odrebnej wersji twierdzenia o réwnosci katéw przy pod-
stawie (Z5) dla tréjkatéw rownobocznych.

Trojkat nieréwnoramienny — okaAnvoy.

D22

Przed Euklidesem stowo tetpaywvov (dostownie: czworokat) mogto
oznaczac zaréwno kwadrat, jak i dowolny czworobok. Dzieki wprowadze-
niu w D19 stowa TetpamAelpwy Na oznaczenie dowolnej figury czworobocz-
nej, Euklides moze uzywac stowa Tetpaywvoy Wytgcznie w znaczeniu ,kwa-
drat”.

R6znobok (étepounkes) to prostokat nie bedacy kwadratem. Romb
(pouBoc) to wedtug dzisiejszej terminologii romb nie bedacy kwadratem.
Romboid (pouBoeidés) to rownolegtobok nie bedacy prostokatem ani rom-
bem (zauwazmy, ze Euklides nie moze wprowadzi¢ w tym miejscu pojecia
rownolegtoboku jako czworoboku o bokach parami rownolegtych, gdyz nie
zdefiniowat jeszcze linii rdwnolegtych). Wszystkie te terminy nie wystepujg
w dalszym tekscie Elementow i zapewne pochodzg z dawniejszych zbioréow
definicji.

Stowo trapez (Toaméliov) miato czasem w starozytnosci wezsze, bliz-
sze wspotczesnemu znaczenie czworokata z parg bokéw réwnolegtych. W
takich wypadkach czworokaty bez bokéw rownolegtych nazywano trapezo-
idami (Procl. 170,4n. )



D23

exBarouevar eic amelpoy ttumaczymy jako ,przedtuzone
nieskonczenie”, a nie ,w nieskonczonos¢” gdyz ten drugi zwrot mogtby su-
gerowac, ze Euklides zaktada istnienie nieskofczonosci aktualnej.

Po obu stronach — é¢' ekatepa Ta uéom.

O AKSIJOMATYCE ELEMENTOW

Na aksjomatyke Elementdow sktadajq sie postulaty (artquaTta) i aksjomaty
(a&iopaTa albo kowal évvorar). Postulatow jest pied, liczba aksjomatow jest
trudna do ustalenia, gdyz nie wiadomo, ktére z nich sg autentyczne. W
przeciwienstwie do definicji, postulaty i aksjomaty pojawiajq sie tylko w
pierwszej ksiedze. Jest to skadinad istotna wada Elementéw, bo na przy-
ktad ksiegi stereometryczne (XI-XIII) wymagatyby oddzielnej aksjomatyki.

Juz w starozytnosci nie byto zgody co do tego, czym rdznig sie po-
stulaty od aksjomatéw. Pojawity sie w tej sprawie przynajmniej trzy pogla-
dy.

Wedtug pierwszego — Proklos podaje, ze gtosit go Geminos —
Postulaty majg sie do aksjomatow tak, jak zadania konstrukcyjne do
twierdzen. Postulaty méwia, ze co$ mozna zrobi¢, aksjomaty zas, ze cos
zachodzi. Koncepcja ta wydaje sie jednak watpliwa: sposréd pieciu aksjo-
matéw tylko trzy pierwsze dotyczg wykonalnosci pewnych konstrukcji, po-
zostate dwa sq raczej podobne do twierdzen.

Drugi poglad — znany nam rowniez z komentarza Proklosa — jest
taki, ze aksjomaty sg to pewniki o tresci ogdlnej, wspdolne wszystkim dzie-
dzinom matematyki czy wrecz nauki, postulaty natomiast to specyficzne
pewniki geometrii. Ten poglad jest by¢ moze trafniejszy: na przekazanej
przez kodeksy liscie sq wprawdzie dwa aksjomaty o tresci zdecydowanie
geometrycznej, ale autentycznosc obu jest co najmniej dyskusyjna.

Trzeci poglad jest zapewne chronologicznie pierwszy, pochodzi bo-
wiem od Arystotelesa i zostat wyrazony w Analitykach wtorych. Jest przy
tym dos¢ prawdopodobne, ze wtasnie Analityki stosunkowo najlepiej wyja-
$niajg, co na temat postulatéw i aksjomatow sadzit Euklides.

Niektore sformutowania Stagiryty budza watpliwosci interpretacyjne,
wydaje sie jednak, ze wedtug niego postulaty rdoznig sie od aksjomatéw
dwojako. Po pierwsze, jak poprzednio, ogdlnoscig: aksjomaty sg ogdine,
typu ,jesli od rownych odjac¢ réwne, czesci pozostate bedg rowne”, postu-
laty dotyczq danej dziedziny, np. geometrii. Po drugie, stopniem oczywi-
stosci: aksjomaty sg oczywiste i niedowodliwe, postulaty oczywiste nie sg i
w zasadzie mogtyby podlega¢ dowodowi. Kazda nauka musi jednak przy-
ja¢ bez dowodu jakies$ postulaty: na przyktad takie, ktére stwierdzajq ist-
nienie podstawowych przedmiotéw badania (jak punkty i linie w
geometrii). Powinno jednak byc¢ tych postulatéow jak najmniej.



Wazniejszy moze od tego, na czym dokfadnie polegata réznica mie-
dzy postulatami i aksjomatami, jest fakt nastepujacy: dla Euklidesa stano-
wity one (i jedne, i drugie) podstawe jedynej prawdziwej geometrii, opisu-
jacej wrasnosci rzeczywistej przestrzeni. Dzi$ jest catkiem inaczej: mate-
matycy przywykli juz do tego, Zze mozna rozwazac¢ w zasadzie dowolne
teorie aksjomatyczne. Od tego, jakie aksjomaty dobierzemy, zalezy tylko,
w jakich strukturach nasza teoria bedzie spetniona. W szczegdlnosci, nie
ma jednej prawdziwej geometrii. Jest mndstwo réznych systeméw geome-
trii; wiele z nich moze by¢ matematycznie interesujacych lub uzytecznych
w opisie zjawisk fizycznych.

Aksjomatyczna metoda Elementdow byta przez dtugie wieki niedosci-
gnionym wzorem naukowej $cistosci, i to nawet wtedy, gdy juz zdano so-
bie sprawe, ze aksjomatyka Euklidesa niekoniecznie musi by¢ ,jedyng
prawdziwg”, i ze rownie wartosciowe mogq by¢ réwniez aksjomatyki z nig
niezgodne. Dopiero w drugiej dziewietnastego wieku zauwazono (pierw-
szym, ktory tego dokonat, byt Moritz Pasch), ze nader liczne rozumowania
w Elementach zawierajq jednak istotne luki. Euklides bardzo czesto wycig-
ga bowiem rozmaite wnioski w oparciu o intuicje albo o przedstawiajqcy
sytuacje z danego wywodu rysunek. Nieraz zdarza sie przy tym, ze wnio-
ski te wcale nie wynikajg z postulatéow i aksjomatéw.

Pod koniec dziewietnastego wieku zaczeto wiec konstruowac¢ nowe
aksjomatyczne ujecia geometrii elementarnej, zgodne z duchem Elemen-
téw, ale wolne od ich stabosci. Pierwszy taki system aksjomatéw zapropo-
nowat wtasnie Pasch (w 1882r.). Najstynniejszy jednak stat sie system,
ktéory w 1899r., w dziele pt. Podstawy geometrii, podat David Hilbert.

Nie jest zadaniem niniejszego komentarza szerzej omawiac system
Hilberta i porownywac go z systemem Euklidesa. Znakomicie robi to w
swojej ksigzce Hartshorne. Bedziemy sie natomiast starali — za Hartshor-
nem zresztg — zwracac czasem przy poszczegdlnych twierdzeniach uwage
na to, jak system Hilberta (czy raczej jego nieco zmodyfikowana wersja,
ktérej uzywa Hartshorne) radzi sobie w tych sytuacjach, w ktérych Eukli-
des ,oszukuje”. Jeden typ takich sytuacji najwygodniej jest jednak omédwic
ogodlnie.

Wsrdd réznych niedociggniec¢ aksjomatyki Elementow szczegodlnie
istotny jest brak jakichkolwiek postulatéw dotyczacych wzajemnego poto-
zenia badanych figur. Niejednokrotnie kluczowa dla dowodu jest wiedza
np. o tym, ze jaki$ punkt lezy miedzy dwoma innymi, ze dwa punkty lezg
po tej samej stronie danej prostej albo ze jaki$ odcinek przebiega we-
wngtrz danego kata. Informacje tego rodzaju Euklides po prostu odczytuje
z rysunku. Rzecz jasna, rozumowanie w systemie aksjomatycznym powin-
no wygladac inaczej.

Stad w systemie Hilberta (a wczesniej u Pascha) pojawia sie cata
klasa aksjomatow, ktére u Euklidesa nie wystepujg. Sg to tak zwane ak-
sjomaty porzgdku albo ,lezenia miedzy”.

Wprowadza sie tréjargumentowgq relacje pierwotng miedzy punktami
lezacymi na wspdlnej prostej: ,B lezy miedzy A i C” (punkt jest tez poje-
ciem pierwotnym, podobnie jak prosta). Aksjomaty porzadku okreslajg,



jakie wiasnosci spetnia ta relacja. Najstynniejszy z nich, Aksjomat Pascha,
stanowi: jesli punkty A, B, C nie lezg na wspdlnej prostej, a prosta P nie
zawiera zadnego z nich, ale zawiera pewien punkt D lezacy miedzy A i B,
to P zawiera albo jaki$ punkt miedzy A i C, albo jaki$ punkt miedzy B i C
(ale nie zawiera punktéw obu typdéw). W jezyku swobodniejszym: prosta
nie zawierajgca zadnego z wierzchotkow tréjkata, a przecinajgca jeden z
jego bokdw, przecina doktadnie jeden z pozostatych bokow.

Okazuje sie nastepnie, ze za pomocg poje¢ punktu, prostej i ,lezenia
miedzy” mozna zdefiniowaé np. odcinek, kat, wnetrze kata czy ,bycie po
tej samej stronie prostej”. Przyjete aksjomaty pozwalajg natomiast udo-
wodni¢ rézne potrzebne w dowodach wtasnosci tych pojec i uzupetni¢ luki
w tych miejscach, w ktdorych Euklides ,,odczytywat z rysunku”.

P1

"Himobw amo mavToc anueiov ém may onuetoy eVbetay yoauuny ayayery.

Czesto uwaza sie, ze pierwszy postulat implicite orzeka réwniez jed-
noznacznos¢ opisanej w nim konstrukcji, tzn. ze istnieje tylko jedna prosta
taczaca dwa punkty (we wspotczesnej terminologii: dla dwu danych punk-
tow istnieje doktadnie jeden odcinek, ktorego te punkty sg koncami). Po-
twierdza to uwaga Proklosa (239,16). Z drugiej strony, w samym tekscie
postulatu wzmianki o takiej jednoznacznosci nie ma.

Euklides korzysta czasem z jedynosci prostej tgczacej dwa punkty.
Po raz pierwszy ma to miejsce w Z4. Mozna by sadzié, ze pozwala mu na
to Aksjomat 9: , dwie proste nie zawierajg obszaru”. Z reguty przyjmuje
sie jednak, ze jest on interpolacjg (patrz komentarz do Aksjomatow i do
Z4).

P2

Kai memepaouévny etbetay kata To auvexes ém' elbeias éxBalely.

Podobnie jak poprzednio, mozna sadzi¢, ze postulat drugi milczgco
zaktada jednoznacznos¢ opisywanej konstrukcji (dwie rozne proste nie
mogg mie¢ wspolnego odcinka). Skadinad, jak podaje Proklos (214,18),
epikurejczyk Zenon z Sydonu (II - I w. p.n.e.) zarzucat geometrom, ze
nie zaktadajg oni tej jednoznacznosci, a jest ona wedtug niego potrzeba
juz w pierwszym wywodzie Elementow (a na pewno jest nieraz potrzebna
dalej).

P3

Kai mavti kévtow kail dtaotiuaTt KUKAoY yoadeatar.

Rzuca sie w oczy osobliwos¢ gramatyczna: w poprzednich postula-
tach czasowniki, ,poprowadzi¢” i ,przedtuzyc”, byty w bezokoliczniku stro-
ny czynnej aorystu (czasu przesztego nieokreslonego): (ayayety, éxBalety)
Tutaj natomiast czasownik ,,narysowac” jest, przynajmniej w rekopisach,
w bezokoliczniku strony bierno-zwrotnej czasu terazniejszego: ypadeafar.



Nie wiadomo, skad ta rozbieznos¢. Co ciekawe, u Proklosa (185, 3) jest
yoayaut, czyli ponownie strona czynna aorystu.

Stowo daotiuae ttumaczymy jako ,promien”. Dostownie znaczy ono
,0dlegtos¢, rozwartosc”, ale jest tez terminem technicznym uzywanym do
oznaczenia promienia kofa.

Znoéw, jak w wypadku postulatu pierwszego i drugiego, mozna uwa-
zaé, ze i ten postulat zaktada jednoznacznos$¢ opisywanej konstrukcji (dwa
réozne okregi nie mogg miec¢ wspdlnego tuku). I znéw, jak w wypadku po-
stulatu drugiego, Zenon z Sydonu krytykuje geometrow za to, ze tej jed-
noznacznosci nie zakfadaja.

P4

Kai macas Tas opbag ywviac icac arrnlaic eival.

Jak byta mowa wyzej (komentarz do D10), Euklides nie definiuje
rownosci katow, ale intuicyjny sens postulatu jest taki, ze wszystkie katy
proste sg przystajace, czyli majgq réwng miare.

W niektorych rozumowaniach Elementdw, Euklides stosuje tzw. me-
tode superpozycji, czyli ,naktadania” jednych figur na drugie. Metoda ta
nie ma uzasadnienia w przyjetym systemie aksjomatéw (patrz komentarz
do Z4).

Gdyby jednak uznac jg za dopuszczalng, postulat czwarty mozna by
bardzo tatwo udowodni¢. Idee dowodu przedstawia juz Proklos
(188,20nn.). W systemie Hilberta zresztg réwnosci katéw prostych sie do-
wodzi.

Heath (s. 201) zauwaza, ze Euklides musiat jakos$ stwierdzi¢ rownos¢
katéw prostych przed sformutowaniem postulatu pigtego, ktéry méwi o
~katach mniejszych od dwu katéw prostych”.

P5
ARER AR b ’ K 4 b ~ b ’ \ b \ D \ \ b \ 14 ’
Kai éav eig dvo elbeiag evbeta, EUTITTOUTA TAS EVT0S KAl €T T0, AUTA péon Ywvias 0
uo opewv e)\a,a'aova,g mo1f), éxBarlouévac Tac dvo evbelac €' ameipoy cuumiTTEW, €
b
o weom €Tty al TY 0vo 0pBdy éladaoves.

~Katy wewnetrzne po jednej stronie mniejsze od dwu katéw prostych” —
zwrot bardzo charakterystyczny dla Elementéw. ,X, Y sg rowne (odp.
mniejsze od) Z, T” znaczy normalnie ,suma X i Y jest rowna sumie (odp.
mniejsza od sumy) Z i T”. Gdy Euklides chce powiedzie¢, ze X jest rowne
Z, aY jest réwne T, pisze zwykle, ze ,X, Y sg rowne odpowiednio

(éxaTépa éxaTépq) Z, T”. Czasem jednak nie przestrzega tej zasady zbyt do-
ktadnie i stowo ,odpowiednio” gubi.

*x

Pigty postulat to oczywiscie stynny postulat o rownolegtych. Uwaza sie na
0got, ze sformutowat go sam Euklides.

Jak tatwo dostrzec, Postulat 5 jest znacznie bardziej skomplikowany
niz pozostate, w zwigzku z czym juz w czasach starozytnych budzit watpli-
wosci. Przyktadowo, Proklos (191,21nn.) utrzymywat, ze powinno sie go



skresli¢ z listy postulatow, jest bowiem twierdzeniem wymagajacym dowo-
du.

~Dowody” postulatu o réwnolegtych podawali w ciggu wiekéw bardzo
liczni matematycy: w starozytnosci na przyktad Ptolemeusz i wtasnie Pro-
klos. Wszystkie te rozumowania zawieraty jednak luki. Zazwyczaj milczgaco
przyjmowano w nich zatozenia réwnowazne postulatowi o réwnolegtych na
gruncie reszty aksjomatyki. Lista takich rownowaznikéw stata sie w ten
sposdb bardzo obszerna, najstynniejszy wsrdd nich jest tzw. Aksjomat
Playfaira: przez dany punkt przechodzi co najwyzej jedna prosta rownole-
gta do danej. Aksjomat Playfaira pojawia sie skadinad juz w komentarzu
Proklosa (John Playfair zyt w latach 1748-1819).

Ostatecznie, jak wiadomo, okazato sie, ze Postulatu 5 nie da sie do-
wies¢ w oparciu o pozostate: jest od nich niezalezny. Przyjecie jego nega-
cji prowadzi do tak zwanych geometrii nieeuklidesowych. Pierwszym, kté-
ry je badat, byt w pewnym sensie Girolamo Saccheri, ale jego traktat Euc-
lides ab omni naevo vinidicatus (z 1733 r.) miat wiasnie stuzy¢ pokazaniu,
ze cos takiego jak nieeuklidesowa geometria nie moze istnie¢. Za odkryw-
céw geometrii nieeuklidesowej uwaza sie wiec matematykow pdzniej-
szych: Carla Friedricha Gaussa (1777-1855), Janosa Bolyai (1802-1860) i
Nikotaja Lobaczewskiego (1793-1856).

Twierdzenia, ktérych dowdd nie wymaga piatego postulatu, ani jego
negacji nalezg do tak zwanej geometrii absolutnej. W jej sktad wchodzi
miedzy innymi pierwszych 28 twierdzen Elementdw, postulat o rownole-
gtych uzyty zostaje dopiero w dowodzie twierdzenia 29. Wydaje sig, ze
Euklides celowo stara sie jak najbardziej op6zni¢ wprowadzenie Postulatu
5, chcac na poczatku swojego dzieta zgrupowac wyniki od niego nie zale-
zace.

Wiecej na temat historii pigtego postulatu znalez¢ mozna w kazdym
obszerniejszym komentarzu do Elementow. Zardéwno o historii, jak i
(znacznie obszerniej) o geometriach nieeuklidesowych pisze Hartshorne.
Polskiemu czytelnikowi warto poleci¢ Wyktady z historii matematyki Marka
Kordosa (wyktad XIX) oraz ksigzeczke Stefana Kulczyckiego pt. Geometria
nieeuklidesowa, ktéra zawiera oprocz przystepnego wyktadu geometrii
nieeuklidesowej takze sporo informacji historycznych.

AKSJOMATY:

Ta 16 av7d ioa kai aAlnhoig éatiy iTa.

Kai éav igoig ioa TooaTeby), Ta ola éotiv ioa.

Kai éav amo lowy iga adaipedy, Ta kaTalemoueva éot ioa.
Kai éav avigos iga mpoaredy), Ta, oha éatiy duiga.

Kai T T00 avTol dimAagia ioa aAloig éaTiv.

Kai ta 1ol alTol quioy ica alqplois éariy.

Kai Ta édapuolovta én’ almda iga arnhois éoiv.

Kai 10 Aoy Tob uépoug weilov [éariv].
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W rekopisach Elementéw aksjomaty nazywane sa kowval évvolar Czyli
sqdy powszechne. Terminu a&iouata uzywa Proklos (194,8), ktory dodaje
tez, ze wediug Arystotelesa i geometrow ,,aksjomat i sad powszechny sg
tym samym”.

Stowo ,rzeczy”, nie wystepujace jawnie w greckim tekscie aksjoma-
tow, zostato dodane w niektérych miejscach przektadu (np. Ta ica - ,rze-
czy rowne”) zarowno ze wzgleddéw stylistycznych, jak i dlatego, ze Eukli-
des czasem cytuje aksjomaty w sytuacjach, w ktorych brak rzeczownika
bytby mylacy. Przektad taki wydaje sie ponadto usprawiedliwiony specy-
ficzng rolg, jakg w grece petni urzeczownikowiajgcy rodzajnik.

Wysoce sporna jest kwestia autentycznosci poszczegdlnych aksjo-
matéw (pod koniec dziewietnastego wieku P. Tannery twierdzit nawet, ze
wszystkie sg nieautentyczne). Stosunkowo najpewniejsze wydajq sie ak-
sjomaty 1, 2 i 3, ktére uznajg dwaj zajmujacy sie tym zagadnieniem sta-
rozytni komentatorzy — Heron i Proklos.

Aksjomaty 4, 5, 6, ktorych nie ma u zadnego z tych dwu autoréw,
uwazane sg ha 0goét za nieautentyczne. Argumentdw na rzecz ich nieau-
tentycznosci nie mozna jednak uznac za konkluzywne. Przyktadowo, Pro-
klos (196-197), a za nim Heath (s. 223n.), odrzuca aksjomat 5 dlatego,
ze wynika on z pierwszych trzech (a doktadniej z drugiego). Nastepnie He-
ath pisze (s. 224), ze trudno, by aksjomat szdsty byt autentyczny, jesli
piaty nie jest. Ale przeciez aksjomat szdsty, w przeciwienstwie do pigtego,
juz nie wynika z pierwszych trzech!

Aksjomat 9 takze odrzucajg zaréwno Heron, jak i Proklos. Wydaje
sie, ze jest on interpolacjg dodang po to, by wyjasni¢ fragment rozumowa-
nia z dowodu twierdzenia 4, gdzie Euklides chce wywnioskowa¢, ze dwie
proste sq w istocie tozsame, z tego, ze majg ten sam poczatek i koniec. Z
tego powodu odstgpiliSmy tutaj od wydania Stamatisa i wytaczyliSmy ten
fragment z tekstu.

Watpliwy jest status aksjomatéw 7 i 8, ktére Heron odrzuca, a Pro-
klos przyjmuje. Kazdy z tych dwu aksjomatéw odpowiada pewnemu wy-
stepujacemu w Elementach typowi rozumowania:

a) Kiedy Euklides korzysta z tzw. metody superpozycji (patrz ko-
mentarz do Z4), uzywa zwrotdow typu ,x pokryje sie z y i bedzie mu row-
ne”, bliskich brzmieniu aksjomatu siédmego.

b) W niektorych dowodach nie wprost (przez reductio ad absurdum)
Euklides pokazuje, ze z danego zatozenia wynikataby réwnos¢ dwu figur, z
ktérych jedna jest, jak wida¢ z rysunku, czescig wtasciwg drugiej. Korzy-
sta wtedy ze sformutowan w rodzaju ,x bedzie rodwne y, czyli mniejsze
wiekszemu, co jest niedorzeczne” (patrz np. Z6) albo innych zwrotéw po-
krewnych aksjomatowi 6smemu, ale nie zawierajacych stow ,catos¢” ani
~Czesc”.

W przeciwienstwie do pierwszych trzech aksjomatdéw, ani siédmy,
ani 6smy nigdy nie sg dostownie cytowane w dowodach. Mozliwe wiec, ze
sg one, podobnie jak aksjomat dziewiaty, interpolacjami, ktdre zostaty do-
dane, aby ,dostarczy¢ uzasadnienia” wyzej wymienionym sposobom rozu-
mowan.
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Wszystkie aksjomaty oprdcz dziewigtego dotyczg pojecia rédwnosci.
Pojecie to, niezwykle w Elementach wazne, nie jest nigdzie zdefiniowane.
Z intuicyjnego punktu widzenia, ,rownos¢” to dla Euklidesa ,réwnos¢ mia-
ry”: odcinki sg rowne, jesli sg réwnej dtugosci, katy sg rowne, jesli majq
rowne miary, wielokaty sg rowne, jesli majg rowne pola. To jednak tylko
intuicja: idea miary — jako pewnej liczby zwigzanej z figurg — w Elemen-
tach bowiem nie wystepuje.

Réwnos¢ musimy wiec potraktowad jako pojecie pierwotne, o ktorym
teoretycznie wiadomo tylko tyle, ile ustalajg aksjomaty. W praktyce zas
wiadomo tyle, ile ujawniajg rozumowania Euklidesa. Jedynie bowiem czes¢
tego, co Euklides zaktada o réwnosci, zostata explicite ujeta w aksjoma-
tach — niezaleznie nawet od tego, ktére z nich sg autentyczne.

Tak wiec, milczaco zaktada sie na przyktad, ze rownos¢ jest relacjq
zwrotng (kazdy obiekt jest rowny samemu sobie) i symetryczng (jesli X
jest rowne Y, to i vice versa). Przy tych zatozeniach Aksjomat 1 gwarantu-
je, ze rébwnosc jest tez przechodnia (jesli X jest réwne Y, a Y jest réwne Z,
to i X jest rowne Z), czyli jest tak zwang relacjg rownowaznosci. Inny
przyktad: z Aksjomatu 8 wiemy, ze z réwnoscig zwigzany jest pewien po-
rzadek; z dwu obiektow, ktére nie sg rowne, jeden moze by¢ wiekszy. Ak-
sjomat ten dodatkowo ustala pewien warunek wystarczajacy dla tego,
zeby co$ byto mniejsze od czegos, ale warunek ten nie jest bardzo jasny i
dopiero dowody i konstrukcje pokazuja, jaki jest jego sens. Tres¢ aksjo-
matu 7 z kolei, cho¢ wyraznie geometryczna, jest juz wrecz niezrozumiata,
dopiero dowody twierdzen 4 i 8 pozwalajg zrozumiec, o co w nim chodzi.

Uwazniejsza lektura pokazuje, ze Euklides za réwne uwaza figury,
ktdre nazwalibySmy przystajgcymi, a ponadto zaktada, ze rdwnosc¢ spetnia
warunki okreslone w aksjomatach 1-6 i 8 (aksjomat 8 spetnia w tym sen-
sie, ze jesli np. jeden wielokat jest ,, podzbiorem wiasciwym” drugiego, to
nie jest mu rowny). Istnieje wspotczesny odpowiednik takiego pojecia
rownosci. Figury prostoliniowe X i X’ sg rownowazne przez rozktad, jesli
dajq sie przedstawi¢ jako sumy nie naktadajgcych sie na siebie (tj. styka-
jacych sie co najwyzej bokami) tréojkatéw Ty, ..., T, i, odpowiednio,

T4, ..., T'n, W taki sposdb, ze dla kazdego j, trojkaty T; i T'; sq przystajace.
Figury X i X’ maja rdwng zawartos$é, jesli istniejag figury Y, Y’ takie, ze a) X
nie naktada sie na Y, b) X’ nie nakfada sie na Y’, c) Y i Y’ sq rwnowazne
przez rozkifad i d) suma X zY jest rGwnowazna przez rozktad sumie X' z
Y'.

Duzo o tych pojeciach pisze Hartshorne (rozdziaty 22, 23 i 24), tro-
che informacji mozna tez znalez¢é w Ciggtosci Jerzego Mioduszewskiego
(rozdziat V).

Dla zilustrowania tego, jak wielki bywat w starozytnosci zamet w
sprawie zaréwno statusu aksjomatéw, jak i dopuszczalnych metod dowo-
dzenia, warto zacytowac za Proklosem (194,25nn.) ,dowdd” Euklidesowe-
go Aksjomatu 1 podany przez Apolloniosa z Pergi (III w. p.n.e.), autora
stynnego traktatu o stozkowych:
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~Niech A bedzie rowne B, a B rowne C. Twierdze, ze i A jest rowne
C. Skoro bowiem A jest réwne B, to zajmuje tyle samo miejsca, co ono. A
skoro B jest rowne C, to tez zajmuje tyle samo miejsca, co on. Rowniez A
wiec zajmuje tyle samo miejsca, co C. Sq wiec rowne”.

ZAGADNIENIA

Z1

,prosta skonczona” — elfela memepaaern.

yharysujmy” — yeyoadbw. Bardzo czesty w Elementach tryb rozkazujacy
strony bierno-zwrotnej czasu przesztego dokonanego (perfectum) oddaje-
my w przektadzie konsekwentnie przez pierwszg osobe liczby mnogiej try-
bu rozkazujgcego strony czynnej.

,pociagnijmy” — émneletybwoav. Czasownika émlevyvuut, dostownie znaczace-
go ,potaczyc”, Euklides uzywa najczesciej w znaczeniu ,, poprowadzi¢”
(prostq). Thumaczymy wéwczas: ,pociggnac”, przektad ,poprowadzi¢” re-
zerwujac dla czasownika ayw.

~wykazalismy” — édeiybfn.

X

Budowa zagadnienia. Zagadnienia Elementéw skfadaja sie z kilku wy-
raznie wyodrebnionych czesci, ktérych bywa az szes¢:

a) sformutowanie — mootaoig

b) wylozenie — éxfeaic

c) uscislenie — doptomog

d) konstrukcja — kaTaokeum

e) dowod — amoderic

f) podsumowanie — cuumépaoua

Trzy z tych czesci, mianowicie: sformutowanie, dowdd i podsumowa-
nie, sq obecne zawsze.

Rola sformufowania nie wymaga wiekszych komentarzy. W pierw-
szym zagadnieniu Elementéw brzmi ono: ,Na danej prostej skonczonej
skonstruowac tréjkat réwnoboczny”.

Wytozenie ustala dane i wprowadza ich oznaczenia: ,Niech dang pro-
stg skonczong bedzie AB".

Uscislenie w zasadzie powtarza sformufowanie (tzn. okresla co sie
twierdzi lub co jest zadaniem) wykorzystujgc wprowadzone oznaczenia:
»,Na prostej AB nalezy teraz skonstruowac tréjkat réwnoboczny”.

Po usciéleniu zazwyczaj nastepuje konstrukcja: ,Narysujmy koto
BCD o srodku A i promieniu AB. Dalej, narysujmy koto ACE o srodku B i
promieniu BA. Z punktu C, w ktérym przecinajq sie te kota, pociggnijmy
proste CA, CB do punktow A, B”.

Kiedy wszystkie niezbedne obiekty zostaty juz skonstruowane, na-
stepuje dowdd: ,Poniewaz punkt A jest srodkiem kota CDB, prosta AC jest

12



rowna AB. Dalej, poniewaz punkt B jest srodkiem kota CAE, prosta BC jest
rowna BA. WykazaliSmy jednak, ze réwniez CA jest réwne AB. Obie proste
CA, CB sg wiec rowne AB. Rzeczy rowne zas temu samemu sg tez sobie
rowne. Réwniez CA jest wiec réwne CB. Wszystkie trzy proste CA, AB, BC
sg wiec sobie réwne. Trdjkat ABC jest wiec réwnoboczny i zostat skonstru-
owany na danej prostej skonczonej AB”.

Ostatnig czescig jest podsumowanie. Zwykle powtarza ono w nieco
zmienionej stylistyce jedng z poprzednich czesci: w twierdzeniach sformu-
towanie, w zadaniach uscislenie. Dalej nastepujq stowa , co nalezato wyka-
za¢” lub, odpowiednio, ,co nalezato wykonaé” —
0TrEp €€l Oetsal, OTTEP EOEI TIOITTaL.

W Z1 podsumowanie powinno brzmieé: ,Na danej prostej AB skon-
struowaliSmy wiec tréjkat rownoboczny. Co nalezato wykonaé”. To zagad-
nienie jest jednak nietypowe, gdyz pierwszego z tych zdan nie ma w reko-
pisach.

Uwaga o oznaczeniach. Euklides postuguje sie oznaczeniami literowymi
w sposoOb nieco swobodny. Kiedy np. rysuje ,koto BCD o srodku A i pro-
mieniu AB” nie méwi nic o tym, gdzie majg by¢ umieszczone punkty Ci D,
w szczegolnosci, ze C ma by¢ punktem przeciecia kota BCD i kota ACE,
ktdre zostanie skonstruowane dopiero pdzniej. Tego rodzaju szczegdty na-
lezy odczytac z rysunku.

W trakcie dowodu Euklides przyjmuje bez uzasadnienia, ze naryso-
wane przezen kota przetna sie w jakims$ punkcie C (a Scislej, ze przetng
sie ograniczajqce je okregi). Otéz zatozenie to nie jest na gruncie przyjetej
aksjomatyki uprawnione. Istotnie, wsrdd postulatéw nie ma zadnego, kto-
ry mogtby zagwarantowad, ze dane dwa okregi sie przetng (jest wiec ina-
czej niz w wypadku prostych, dla ktéorych mamy Postulat 5).

W dowodzie jest wiec luka, i nie jest to luka przypadkowa. Okazuje
sie, ze aksjomaty Euklidesa nie wystarczajg, by udowodni¢ istnienie troj-
kata rownobocznego o dowolnym zadanym boku (Hartshorne, s. 373). Po-
trzebny jest dodatkowy aksjomat: dowolne dwa okregi, z ktérych jeden
zawiera i punkt lezacy na zewnatrz, i punkt lezacy wewnatrz drugiego,
muszg sie przeciac.

Oczywiscie, aksjomat ten mozna zastgpi¢ dowolnym silniejszym, na
przykfad stynnym aksjomatem ciggtosci Dedekinda (patrz np. Hartshorne,
ss. 115n.). Aksjomat Dedekinda jest jednak niezwykle silny (system Hil-
berta z aksjomatem Dedekinda ma z dokfadnoscig do izomorfizmu tylko
jeden model: ptaszczyzne kartezjanska nad liczbami rzeczywistymi), a
przy tym zupetnie niepotrzebny ani w tym zagadnieniu, ani w ogdle w ca-
tej pierwszej ksiedze.

Z2
,potozy¢” — Béabar. W tym akurat miejscu przektadem trafniejszym byto-

by moze ,zaczepic¢”, ktore jednak bytoby bardzo niezreczne tam, gdzie Eu-
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klides konstrukcje z Z2 stosuje (np. w Z11). Stad dalekie od ideatu ,poto-

/4

zyc”.

,przedtuzmy DA, DB po prostej prostymi AE, BF” — éxBeBAnofwoay
ém’ etbeiac Talg AA AB elfetor at AE, BZ.

»~Skonstruujmy trojkat rownoboczny DAB” — jak widaé, w drugim zagadnie-
niu Euklides korzysta juz nie tylko z aksjomatow badz postulatéw, ale i z
wykonalnosci konstrukcji przeprowadzonej w Z1.

~Przedtuzmy DA, DB po prostej prostymi AE, BF” — Euklides uzywa tu P2.

*x

Proklos (227) polemizuje z tymi, ktorzy chcieliby konstrukcje z tego
zagadnienia wykonac prosciej: korzystajac z P2 narysowac koto o Srodku
A i promieniu BC, a nastepnie pofgczy¢ punkt A z dowolnym punktem na
zewnetrznym okregu tego kota. Najwyrazniej P3 rozumiano w taki sposdb,
ktéry nie pozwalat na ,odrywanie cyrkla” i przenoszenie ustalonej rozwar-
tosci. Wydaje sie to zgodne z ograniczeniami czynnosci dozwolonych przy
wykonywaniu konstrukcji, ktore, zgodnie z tradycjq, wprowadzi¢ miat Pla-
ton. Konstrukcja przeprowadzona w Z2 pokazuje, ze nie jest to istotne
ograniczenie.

Warto zaznaczy¢, ze w systemie Hilberta konstrukcje z tego i na-
stepnego zagadnienia sq w zasadzie zastgpione aksjomatem (aksjomat C1
u Hartshorne’a, s. 82).

Z3

,0djac prosta od prostej” — po polsku powiedziatoby sie raczej ,odtozy¢
prostg na prostej”. Przektad ,odtozy¢” zatartby jednak arytmetyczny sens
tej konstrukcji i prowadzit do niezgodnosci z brzmieniem aksjomatu 3.

Z4

Catosc¢ sformutowania, zawierajgcego wiele zwrotéow typowych dla

Elementow brzm| po grecku:
"Eay dlo Tpiywva, Tag dlo mhevpag duai mhevpals iTag Exn éxaTépay ExaTéoq Kai ThHY
Ywviay T ywvig leny éxy Ty im0 TOY iTwy, eugawv TEplEXOWEVY, Kai TNy Paay
1 Bager 1oy eé‘el Kai To Tpiywyoy T ToIywve iaov ETTal, Kail ai Aoimal ywvial Tais
0ITIQLIS YWVIGIS 100l ETOVTAI EKATENR EKATEOR, U aS al ioat TAEUpal UTOTEIVOUTIY.

,odpowiednio” — éxaTépav éxaTépq, dostownie ,kazdy kazdemu”, co po pol-
sku bytoby mylgce.

,podstawa” — jak wyjasnia Proklos (236,12nn.), podstawa (Bacic) trojkata
to dla Euklidesa albo trzeci bok, jesli o dwu byta mowa wczesniej, albo bok
lezacy ,na widoku”, jesli zaden bok nie zostat wczesniej wyrézniony.

,kat BAC” — = vmo BAT ywvia; petny zwrot brzmiatby 4 vmo Tdv BA, AT
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meptexouevy ywvia, czyli ,kat zawarty miedzy prostymi BA, AC”.

Fragment ,Jesli bowiem podstawa BC nie pokryje sie z EF, mimo ze
B pokryto sie zE, a C - z F, to dwie proste bedq zawieraty obszar; co jest
niemozliwe. Podstawa BC pokryje sie wiec z BF” jest niemal na pewno in-
terpolacja. Heiberg zauwazyt bowiem, ze w tekscie Al-Nairiziego fragment
ten dopisany jest po konczacych Z4 stowach ,co nalezato wykazac”. Jest
to wiec zapewne wiaczone do gtdwnego tekstu scholium. Brzmienie inter-
polacji sugeruje, ze pochodzi ona od tego samego autora co aksjomat 9.

X

Twierdzenie 4 wyraza (w przyblizeniu) tak zwang ceche bkb (bok -
kat - bok) przystawania tréjkatow. Kolejne cechy przystawania tréjkatéw
pojawig sie w twierdzeniach 8 (cecha bbb) i 26 (cechy kbk, kkb).

Metoda superpozycji. Godna uwagi jest metoda uzyta w dowodzie. Jest
to tak zwana metoda superpozycji badz naktadania figur. Aby udowodnic
teze, Euklides chce ,pokryc” trojkat DEF tréjkatem ABC, czyli, jak sie wy-
daje, przesung¢ tréjkat ABC (bez zmiany jego bokoéw i katéw) do miejsca,
w ktérym znajduje sie tréjkat DEF, i natozy¢ go na DEF.

Euklides postuguje sie metodq superpozycji raczej niechetnie. W
ksiedze I wystepuje ona jeszcze tylko raz, w dowodzie twierdzenia 8, cho¢
mozna by jej uzy¢ na przyktad do podania zupetnie natychmiastowych do-
wodow twierdzen 2 i 3. Heath sugeruje wrecz (s. 225), ze Euklides stosuje
superpozycje jedynie tam, gdzie nie potrafi tego unikng¢. To teza moze
nieco zbyt stanowcza — por. uwagi u Vitraca (ss. 298n.).

Nieche¢ Euklidesa do metody superpozycji nie jest zresztg bezpod-
stawna. Po pierwsze bowiem, metoda ta jest wyraznie niezgodna z du-
chem platonskiej czy nawet arystotelesowskiej filozofii matematyki:
przedmioty matematyczne to nie przedmioty fizyczne i nie mozna ich do-
wolnie , przesuwac”. Po drugie, stosowanie superpozycji nie jest uzasad-
nione przez aksjomatyke Elementdw: ani w postulatach, ani w aksjoma-
tach nic sie przeciez nie mowi o mozliwosci przenoszenia figur z miejsca
na miejsce bez ich znieksztatcania.

Warto nadmieni¢, ze system Hilberta omija trudnos¢ zwigzang z do-
wodem cechy bkb: jest ona przyjeta jako aksjomat. Okazuje sie skadinad,
ze taki sposdéb postepowania jest w pewnym sensie nieunikniony — por.
obszerniejszg dyskusje tego zagadnienia u Hartshorne’a (ss. 33nn. i
148nn).

Z5

~,fowne proste” — chodzi oczywiscie o ramiona tréjkata.
,wezmy dowolny punkt F” — EiAndbw Tuyov anueiov o Z.
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Z6

,tréjkat DBC bedzie rowny trojkatowi ACB, czyli mniejszy wiekszemu; co
jest niedorzeczne” — typowy przykiad (domniemanego) uzycia Aksjomatu
8 (patrz komentarz do Aksjomatéw).

Z7

Greck| tekst wyjatkowo trudnego w przektadzie sformu’rowama brzm|
"Emi Tiis autis elleiag dvo Tals avTtals elfeials adlar dlo elbetat icar ékaTéoa,
ékaTépg, ol avaTaldnoovTal mpog Al Kal A anueiw ém Ta avTa wépm Ta aliTa
néoaTa Exovaal Tals é€ doyic ebbeinic.

Przettumaczenie go ,stowo w stowo” jest niemozliwe chociazby z
tego powodu, ze samo gwicTtnut znaczy ,skonstruowac tak, aby sie zbiega-
ty, tworzac trojkat”. Sens twierdzenia najlepiej objasnia rysunek.

,Znacznie wiekszy” — moAAd ueilwy. Jesli wiadomo, ze x jest wieksze od y
oraz y jest wieksze od z, Euklides pisze, iz x jest ,znacznie wieksze” od z.

%

Heath uwaza (s. 259), ze greckie sformutowanie jest tak niejasne
dlatego, ze wykorzystuje skostniate zwroty tradycyjne. Potwierdzeniem tej
tezy moze by¢ fakt, iz podobne wyrazenie, zawierajgce te same terminy
techniczne (np. moos arw kal arlw onueiw), pojawia sie juz u Arystotelesa
w Meteorologice (376 a 2).

Euklides nie rozwaza przypadku, w ktorym — przy oznaczeniach z
dowodu — tréjkat ABD miesci sie w catosci wewnatrz trojkata ABC (i oczy-
wiscie wszystkich przypadkéw symetrycznych). Dowdd dla tego przypadku
podaje Proklos (262,3nn.). Jest to typowa cecha Elementow: kiedy do roz-
patrzenia jest kilka przypadkéw, Euklides zazwyczaj wybiera jeden, na
0og6t ten, ktory wydaje sie najtrudniejszy. Pozostate sg ¢wiczeniami dla
czytelnika.

Z8
Twierdzenie 8 formutuje odpowiednik cechy bbb przystawania tréjkatéw.
Podobnie jak w przypadku cechy bkb (Z4), dowod wykorzystuje ,, nielegal-
ng” metode superpozycji (patrz komentarz do Z4).

W systemie Hilberta cecha bbb przystawania trojkgtéw daje sie juz

dowies¢ poprawnymi metodami w oparciu o wczesniejsze twierdzenia
(przypomnijmy, ze cecha bkb jest aksjomatem; Hartshorne, s. 99).
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Z9

Zagadnienia 9-12 przedstawiajq ciag konstrukcji, w ktérych znéw, podob-
nie jak w Z1, potrzebny jest aksjomat o przecinaniu sie okregow (patrz
komentarz do Z1). Jesli jednak potraktowac te konstrukcje jako twierdze-
nia egzystencjalne (Z9: dowolny kat prostoliniowy ma dwusieczng, itd.),
to okazuje sie, ze mozna je udowodni¢ bez tego aksjomatu (Hartshorne, s.
100n.).

Z11

»pod katem prostym” — mpooc opbac ywviag.
»potézmy” — keioBw. Euklides powotuje sie w tym miejscu na konstrukcje z
Z2.

Z12

,prosta prostopadta” — kabetos evbela.

*k

W tym zagadnieniu, inaczej niz zwykle w Elementach, zakfada sie,
ze dana prosta AB jest nieskonczona (patrz komentarz do D4). W przeciw-
nym wypadku konstruowana prostopadta CH mogtaby nie przecig¢ AB —
nie bytaby wiec prostopadig w sensie Definicji 10.

Z13

,dodajmy wspdlny" — ko moookeigfw. Sens jest oczywiscie taki: ,dodaj-
my do obu stron®.

%

Zastrzezenie w sformutowaniu twierdzenia ,Jesli prosta stojgca na
prostej tworzy katy” objasnia Proklos (292,12nn.). Kiedy dwie proste (czy-
li nasze odcinki) stykajg sie tylko koncami, to tworzg jeden kat, a nie katy
— jest on wtedy oczywiscie mniejszy od dwoch katdéw prostych.

Z14

,odejmijmy wspolny” — ko adyonebw. Sens jest podobny jak w Z13:
,o0dejmijmy od obu stron.”

»,mozna wykazac” — detEouev.

*k

Sformutowanie — ktdre w potaczeniu z twierdzeniem 13 mogtoby su-
gerowac, ze kazde dwie stykajace sie wierzchotkami proste lezg na wspol-
nej prostej — jest rownie mylace w oryginale jak i w przektadzie.
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Z15

,wierzchotkowe” — kata kopudmy. Termin kopudy, wierzchotek, nie jest defi-
niowany.

Whniosek (moptoua) jest prawdopodobnie interpolacja. Maja go jednak
Proklos, Psellos i marginalia niektorych kodekséw.

Z16

Twierdzenie 16 tatwo wynika z Twierdzenia 32, ale to z kolei wymaga po-
stulatu o rownolegtych. Twierdzenie 16 nalezy natomiast do geometrii ab-
solutnej.

Z17

,dowolnie wybrane” — mavty wetalauBavoueval.
n wetatapBavoy

Z20

Proklos przekazuje, ze epikurejczycy wysmiewali to twierdzenie, méwiac,
iz nie wymaga ono dowodu, gdyz jest oczywiste nawet dla osta. Osiot bo-
wiem, mogac dojs¢ do siana albo wzdtuz jednego boku tréjkata, albo
wzdtuz dwu krétszych, wybiera te pierwszg mozliwosc.

Sir Henry Savile powiada w swych oksfordzkich wyktadach o Ele-
mentach (r. 1621), ze autorzy powyzszego wywodu byli digni ipsi, qui
cum asino foenum essent (sami godni, by z ostem siano jesc¢).

Z21

Tekst grecki sformu’rowanla wyglqda nastepujaco:

"Eay Tpryawou émi widg 7@y mAevp@v amo T@Y mepaTwy 0l elfeiat évtos auatabiary,
al ovotabeioar TOY Aoimdy Tol Torywvou 0o TAEUpdY EATTOVES WEY ETovTaL,
ueiCova 0€ ywviay mepteCovay.

222

Jtrzy proste réwne trzem danym” — w bardziej typowej dla Elementéw
stylistyce powinno byc¢ raczej ,trzy proste rowne odpowiednio trzem da-
nym”.

,trzeba zatem” — 0er ov. Przyjmujemy tutaj tekst rekopiséw, zamiast pro-
ponowanego przez Heiberga/Stamatisa def 0é. Tego rodzaju zastrzezenie
okreslajgce warunki wykonalnosci konstrukcji albo prawdziwosci twierdze-
nia nazywa sie opiouos (tak samo jak uscidlenie, jedna z czesci zagadnie-
nia — patrz komentarz do Z1). Podobnego typu dwpiouos pojawia sie w za-
gadnieniu 28 ksiegi VI.
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»gdyz dwa (...) pozostatego boku” — fragment ten, nawigzujacy do Twier-
dzenia 20, wystepuje we wszystkich rekopisach, nie ma go natomiast u
Proklosa. Uwaza sie, ze jest to prawdopodobnie glossa, zwtaszcza ze ana-
logicznej uwagi brak w VI.28.

X

Jak mozna zgadnaé, w tym zagadnieniu znéw potrzebny bytby ak-
sjomat o przecinaniu sie okregdw (patrz komentarz do Z1).

Z23

Heath zauwaza (s. 295), ze konstrukcja wykorzystana w tym zagadnieniu
rézni sie nieco od konstrukcji przeprowadzonej w poprzednim. Tam bo-
wiem mamy tylko skonstruowac tréjkat o bokach zadanej dtugosci, nie
dbajac o jego umiejscowienie. Tu zas chcemy, by jeden z bokdéw ustalonej
dtugosci wylagdowat na danej z géry prostej AB.

W systemie Hilberta wykonalnosc¢ tej konstrukcji gwarantuje aksjo-
mat (C4 u Hartshorne’a, s. 90).

Z25

Grecki tekst oryginatu jest doskonatym przyktadem specyficznego, zwie-

ztego stylu Euklidesa:

"Eay dUo Tpiywva Tag 0t mhevpas dugi mheupals igas Exn €kaTépay EkaTépm, TV O€
Baaw ¢ Bacewe weillova exm, kai Ty ywviay T ywviac weilova €Sl Tmy vmo
TQV lowy elBeidy Teptexomevny.

226

Twierdzenie dotyczy kolejnych cech przystawania tréjkatéw: kbk i kkb. W
przeciwienstwie do poprzednich dowodéw cech przystawania tréjkatow
(Z4 i Z8), obecny nie wykorzystuje juz metody superpozycji.

227

To zagadnienie rozpoczyna drugg czes¢ pierwszej ksiegi Elementow.
Pierwszych dwadziesScia szes¢ zagadnien dotyczy gtownie tréjkatow,
zwtaszcza warunkéw ich przystawania. Najblizszych kilka poswieconych
bedzie natomiast teorii réwnolegtych. W szczegdlnosci, zagadnienia 27 i
28 formutujg trzy kryteria rownolegtosci prostych.

Z29
Proste przedtuzone nieskonczenie z katéw mniejszych od dwu katéow pro-

stych zbiegajg sie — ai 0¢ an’ éAagaovwy 1) 0vo dpbdy éxBarowevaieic amelpoy
CUUTIITTTOUT Y.
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%

Twierdzenie 29 — odwrotne do twierdzen 27 i 28 — jest pierwszym,
ktérego dowdd wymaga postulatu 5.

Z30

W wiekszosci rekopisow w dowodzie tym brak jest wiekszosci podsumowa-
nia, podobnie jak w Z1.

Z31

Warto zauwazy¢, ze konstrukcja przeprowadzona w tym zagadnieniu nie
wymaga postulatu o rownolegtych: twierdzenie, ze przez kazdy dany
punkt przechodzi rdwnolegta do danej, nalezy do geometrii absolutnej.

Z postulatu pigtego wynika natomiast jedynos¢ konstruowanej row-
nolegtej (ktora to jedynosc jest, jak odnotowuje Proklos (376,21nn.),
oczywistym wnioskiem z twierdzenia 30).

Z32

Twierdzenie o sumie katéow w trojkacie — czyli druga czesé twierdzenia 32
— nalezato do najwczesniejszych odkry¢ matematyki greckiej; przypisy-
wano je m. in. Talesowi. Wielu matematykdéw (bodaj najstynniejszym
wsrod nich byt Adrien Marie Legendre) prébowato natomiast udowodnic je
niezaleznie od postulatu o réwnolegtych. Dzi$s wiemy, ze ich préby byty
skazane na niepowodzenie: wsrod geometrii nieeuklidesowych sg zaréwno
takie, w ktérych suma katéw wewnetrznych tréjkata jest wieksza od dwu
katéw prostych, jak i takie, w ktérych jest mniejsza.

Z33

Tekst sformutowania:

Ai tag ioas Te kal Tapalnhous émi Ta, alTa pépm émlevyviovaar evbeta

Kol aUTtal ioal T€ Kal TaparAnlol elgiy.

nie jest zbyt jasny, ale sens twierdzenia jest oczywiscie taki, ze kazdy
czworokat z parg bokéw réwnych i réwnolegtych jest juz rownolegtobo-
kiem. Zastrzezenie ém Ta alvTa uépm podkresla, ze rowne i rownolegte sg
dwa pozostate boki réwnolegtoboku, a nie jego przekatne.

»a BC jest wspolne“ — kowm 0 1) BI'. Chodzi o to, ze BC wystgpi po obu
stronach rownosci, ktéra zaraz zostanie sformutowana.

~dwie proste AB, BC sg rowne dwu prostym BC, CD” — Euklides, jak wi-

da¢, nie zawsze dba o zwrot ,odpowiednio” albo o kolejnosc liter (wypada-
toby raczej napisac¢ ze AB, BC sg ,réwne odpowiednio” DC, CB).
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Z34

Ani ,obszar rownolegtoboczny” (maparAmAoyoauumoy xweiov), ani ,rownolegto-
bok” (samo maparrnroyoauuor) nie zostaty zdefiniowane — porownaj
szczegoblnie D22 i komentarz do niej. Nietrudno jest jednak zgadng¢, ze
chodzi o obiekty, ktérych istnienie gwarantuje Z33. Proklos podaje zresztg
(392,20nn.), ze to termin ,rownolegtobok” wprowadzony zostat zapewne
witasnie przez Euklidesa.

Z35

Przyjmuje sie zwykle, Zze to zagadnienie rozpoczyna trzecig czes¢ pierw-
szej ksiegi Elementdw, dotyczacq tematyki, ktéra mozna by nazwac ,teo-
rig pola”. Poprzednie zagadnienie bylo w pewnym sensie , przejsSciowe”.

Z37

~Potowy tego samego sg zas sobie rowne.” — Heiberg/Stamatis wyfgczajq
to zdanie z tekstu, sugerujac, ze jest to wczesna interpolacja, podobnie
jak Aksjomat 6. Nam sprawa wydaje sie jednak znacznie mniej jasna
(patrz komentarz do aksjomatow). Analogiczna sytuacja ma miejsce w
Z38.

b3

Proklos (403,4nn.) przypomina w komentarzu do tego twierdzenia,
ze rownosc¢ obszardéw (pol) nie jest rownowazna rownosci ich obwodow.
Krytykuje przy tym geograféw, ktéry o rozmiarach miasta wnioskujg z
dtugosci jego muréw, i przytacza (w bardzo powaznym tonie — jako
ostrzezenie) anegdote o oszustwach dokonywanych przy podziale ziemi.
Niektorzy kolonisci przydzielali sobie ziemie o wiekszym obszarze, ale
mniejszym obwodzie, niz pozostatym i zyskiwali w ten sposdb, catkiem
niestusznie, reputacje nadzwyczaj uczciwych.

Jak juz byta mowa wczesniej (komentarz do Aksjomatow), uzyty w
dowodzie Aksjomat 6, catkiem niezaleznie od tego, czy jest autentyczny,
nie wynika z pierwszych trzech aksjomatow (czyli tych
»,najpewniejszych”). Wynika natomiast (jesli sie ma do dyspozycji odpo-
wiednio duzy kawatek reszty aksjomatyki, rzecz jasna) z tak zwanego ak-
sjomatu de Zolta, bedacego w pewnym sensie wspoétczesnym odpowiedni-
kiem Aksjomatu 8. Aksjomat de Zolta gtosi: jesli figura X zawiera sie w fi-
gurze Y, a figura Y\X ma niepuste wnetrze, to X i Y nie majg rownej za-
wartosci (pojecie rownej zawartosci wprowadziliSmy w komentarzu do Ak-
sjomatéw; pojecie ,wnetrza” figury wymaga oczywiscie definicji, ale jego
intuicyjny sens jest raczej jasny).

Aksjomaty Hilberta (wraz z postulatem o rownolegtych, ale bez ar-
mat w rodzaju aksjomatu Dedekinda) implikujg aksjomat de Zolta, ale nie
jest znany czysto geometryczny dowdd tego faktu. Skadinad, twierdzenie
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37 mozna udowodni¢ bez aksjomatu de Zolta. Wymagajg go jednak nie-
ktdre sposrod dalszych twierdzen pierwszej ksiegi (twierdzenia 39, 40,
48).

Doktadniejsze omdwienie tej problematyki zawierajg rozdziaty 22 i
23 ksigzki Hartshorne’a.

Z39

W przektadzie wytozenia tego dowodu odchodzimy od wydania He-
iberga/Stamatisa, usuwajac wstawki, ktére sg, jak wykazat pdzniej sam
Heiberg na podstawie papiruséw, interpolacjami nieuwaznego czytelnika.

Z40

Jak wykazat Heiberg w oparciu o fragment zachowany w papirusie,
twierdzenie 40 jest w catosci nieautentyczne (patrz np. Heath, s. 338).

Z42

,rownolegtobok z danym katem” — maparAnroyoauuoy év 9 dobeion ywvig,
czyli dostownie ,w danym kacie”.

Z43

,dopetnienia” — mapamAnowuate. Czym sq ,dopetnienia” i ,rownolegtoboki
wokot Srednicy”, wyjasnia rysunek.

,S$rednica” — oiauetpoc. Po polsku nazywatoby sie to raczej ,przekatng”, ale
termin jest ten sam co dla sSrednicy kofa.

,hiech EH, FG bedg réwnolegtobokami” — Euklides od tego miejsca czesto
stosuje dwuliterowe oznaczenie dla okreslenia rownolegtoboku. Réwnole-
gtoboki EH, FG to réwnolegtoboki, ktérych przekatnymi sg EH, FG.

744
.przytozy¢” — mapaBaiely.

Zagadnienia 44 i 45 naleza do najwazniejszych w pierwszej ksiedze
Elementdw. Sq one pierwszymi przyktadami tak zwanego , przykfadania
obszarow” (mapaBoly TOV ywpiwy). Zagadnienie przyktadania obszaréw po-
legato na tym, by majac dany odcinek i wielokat, skonstruowaé réwnole-
gtobok, ktérego jednym bokiem bytby dany odcinek i ktéry bytby réwny co
do pola danemu wielokgtowi. Dodatkowo mozna byto zgda¢, by bok kon-
struowanego réwnolegtoboku nie pokrywat sie doktadnie z danym odcin-
kiem, lecz byt oden nieco dtuzszy lub krotszy, przy czym ,,wystajaca” poza
dany odcinek czes$¢ réwnolegtoboku (lub, odpowiednio, czes¢ ,brakujaca”)
miata by¢ podobna do jakiegos innego, z géry danego rownolegtoboku
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(przykfadania obszaréw w tak ogdlnej postaci dotyczg zagadnienia 28 i 29
ksiegi VI). Przyktadanie obszaréw byto geometrycznym odpowiednikiem
rozwigzywania rownan kwadratowych.

W zagadnieniu 44 sytuacja jest troche prostsza: dany jest tréjkat,
odcinek i kat, nalezy skonstruowac réwnolegtobok o tym samym polu co
dany trojkat, o boku réwnym danemu odcinkowi i o jednym z katéw we-
wnetrznych réwnym danemu katowi. Istotna réznica w poréwnaniu z
wczesniejszym zagadnieniem 42 polega na tym, ze ustalony jest nie tylko
kat, ale i dtugos¢ boku: potrafimy wiec juz na przyktad konstruowaé réwny
co do pola danej figurze prostokat o boku jednostkowej diugosci.

Z45

»figura prostoliniowa” — etBUypauuoy (bez oyiua).

X

Jak wida¢, chod twierdzenie 45 dotyczy dowolnych figur prostolinio-
wych, Euklides dowodzi go tylko dla czworokatéw, inne przypadki pozosta-
wiajgc czytelnikowi. Dowdd w przypadku ogdélnym jest zresztg taki sam
jak dla czworokatow, trzeba jednak wiedzie¢, ze kazdg figure prostolinio-
wg mozna roztozy¢ na sume tréjkatow (o czym Euklides nie wspomina).

Zauwazmy, ze z dowodu wynika, ze nie tylko kat, ale jeden z bokéw
konstruowanego réwnolegtoboku moze byc¢ ustalony. Tak wiec, dla dowol-
nego danego wielokgta potrafimy np. skonstruowa¢ rowny mu co do pola
prostokat o boku dowolnej zadanej dtugosci. Da sie nawet osiggnac wie-
cej: majac dany wielokat, mozna skonstruowac réwny mu co do pola kwa-
drat (kwadratura wielokata). Tego jednak Euklides dowodzi dopiero w za-
gadnieniu 14 ksiegi II.

247

~Dwukrotnosci rownych sg zas sobie rowne”. Heiberg, ktéry uwazat Aksjo-
mat 5 za interpolowany, proponowat wyrzuci¢ ten fragment z tekstu (por.
podobng sytuacje w Z37 i Z38).

b3

Twierdzenie to zwane jest, jak powszechnie wiadomo, twierdzeniem
Pitagorasa. Problem, kto rzeczywiscie jest jego autorem, jest trudny i jego
omawianie wykraczatoby poza ramy niniejszego komentarza.

Warto zwroéci¢ uwage, ze najczesciej spotykany, szkolny dowdd
twierdzenia Pitagorasa uzywa teorii podobienstwa figur, ktéra u Euklidesa
pojawia sie dopiero w ksiedze VI. Dowdd twierdzenia podany w Elemen-
tach wyrdznia sie sposréd wielu znanych starozytnym szczegdlng uroda.

Z48

To oczywiscie twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.
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