Wyjatki

Co jest, a co nie jest wyjatkiem zalezy od punktu widzenia (siedzenia?). Dla topo-
loga (np. z Warszawy) wyjatkowe moga by¢ funkcje rézniczkowalne, bo jak wiadomo
stanowia zbiér I kategorii Baire’a w zbiorze wszystkich funkcji ciagtych. Co prawda
udowodniono, ze funkcje ciggte bez jednostronnych pochodnych réwniez nieskonczo-
nych to juz rzadkosé (S.Saks, Fund. Math. 19(1932), 211 - 219), cho¢ jak wiadomo
A6pam Camoiinosuny Beankésny  skonstrowal funkcje ciagla, okreslona na catej prostej bez
pochodnych jednostronnych, wiec jednak takie dziwolagi tez istnieja. Znacznie pdzniej
wykazano, ze jednak jest ich duzo: J.Maly, Where the continuous functions without uni-
lateral derivatives are typical, Transactions AMS 283(1984), 169-175. Ciagte oczywiscie
sg wazne, a rozniczkowalne nie dla wszystkich, chociaz jednak w wielu dziedzinach np.
fizyki wielokrotna rézniczkowalnosé, a nawet analitycznoscé jest zaktadana automatycz-
nie i pomyst rozpatrywania wspomnianych wyzej typowych dziwactw byltby uznany za
nieprzyzwoity (sa jednak ruchy Browna ... ).

Kazdy wie, ze jesli juz zajmujemy sie funkcjami rozniczkowalnymi, to jesli pierwsza
pochodna w jakim$ punkcie znika, to druga juz nie. Sa co prawda odchylenia od normy
typu 2" dla n > 3, sinz, ale przeciez nimi nie warto si¢ zbytnio przejmowac, zreszta
wyjatki tylko potwierdzaja regute. Jednak w opisach zjawisk wystepujacych w przyro-
dzie powinna by¢ jakas odpornosé na drobne zmiany réznych parametréow, bo przeciez
na ogdl sa one przyblizone. Powstal wiec drobny problem: czy mozna kazda funkcje
f: R — R przyblizy¢ funkcja typowq, wiec w szczegdlnosci taka, ktorej punkty kry-
tyczne sa nieosobliwe (f'(z) = 0= f"(z) # 0). Okazalo si¢, ze mozna. Brown w 1935
r udowodnil szczegélny przypadek twierdzenia Sarda z 1942 roku: jeéli f: R — R*
jest odwzorowaniem klasy C™ przy czym n > max(0,¢ — k), to miara zbioru zbioru
wartosci krytycznych, czyli zbioru {y € R¥: I, cpey = f(z) i Df(2)(RY) # R*} jest
rowna (. Twierdzenie nie ma prostego uogoélnienia na przestrzenie wymiaru nieskon-
czonego (istnieje przeksztalcenie klasy C'* z przestrzeni ¢? na prosta, ktérego zbior
wartosci krytycznych jest cala prosta). Réwniez nie mozna obnizy¢ klasy rézniczkowal-
nosci, co zauwazyt juz H.Whitney konstruujac w 1937 r. funkcje klasy C! z R? na R,
ktoérej gradient znika na pewnym zbiorze spéjnym, a funkcja nie jest na nim stata.

Twierdzenie Sarda (Browna—Sarda wg. Milnora) pozwala na dowodzenie gestosci
porzadnych funkcji w wiekszych rodzinach funkcji. Przez pewien czas w drugiej poto-
wie ubieglego wieku probowano dowies¢, ze porzadne przeksztalcenia, dajace szanse
na opisy zjawisk fizycznych i nie tylko sa geste w zbiorze wszystkich rozsadnych prze-
ksztatcen. Nie udato si¢ do tej pory osiagnac¢ celu, oczywiscie wyniki czesciowe rézni
ludzie uzyskali, co pozwolito im uzyskiwa¢ kolejne awanse akademickie tym nie mniej
zainteresowanie tematyka zmniejszyto sie bardzo ze wzgledu na brak pomystu na dalszy
ISTOTNY postep.

Udato si¢ bez trudu udowodnié¢, ze w zbiorze dyfeomorfizméw (danej rozmaitosci)
geste sa te, ktorych punkty state, a nawet okresowe, sa hiperboliczne, co oznacza, ze
liczby zespolone o wartosci bezwzglednej 1 nie wartosciami whasnymi rézniczki takiego
dyfeomeorfizmu w jego punktach statych, a w przypadku punktéw okresowych, zamiast
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dyfeomorfizmu pojawia sie jego okres—krotna potega w sensie ztozenia. Taki dowdd nie
jest trudny i student, ktéry zna twierdzenie Sarda jest w stanie w niedtugim czasie go
wymysli¢ (to tatwa cze$¢ twierdzenia zwanego twierdzeniem o gestosci Kupki—Smale’a,
wiec twierdzenia o nazwie dosy¢ wyjatkowej i tatwo wpadajacej w ucho). Z tego, ze
wszystkie punkty state sa hiperboliczne i rozmaitos¢ jest zwarta, wynika, ze dyfeomor-
fizm ma ich skonczenie wiele.

Gdyby wiec pojawit sie jakis niehiperboliczny mozna by zaburzajac nieco dyfeomor-
fizm zmienia¢ liczbe punktow stalych o danym wymiarze rozmaitosci stabilnej, wigc
zmienia¢ strukture topologiczng jego orbit. Ten argument nie dziata w przypadku roz-
maitoéci niezwartych, np. R%. Gdy dopuszczalne sg male zmiany w sensie C'-topologii
nie jest to specjalnym problemem, bo mozna dyfeomorfizm zmieni¢ tak, aby w pewnej
mapie stal sie¢ przeksztalceniem liniowym, ktérego rézniczka w punkcie statym ma war-
tos¢ wlasng bedaca pierwiastkiem jakiegos stopnia z liczby 1, co powoduje pojawienie
si¢ nieprzeliczalnie wielu punktéw okresowych. To odréznia go zdecydowanie od tych
dyfeomorfizméw, ktorych wszystkie punkty okresowe sa hiperboliczne.

Co sie jednak stanie, gdy dopuscimy jedynie zaburzenia mate w C*~topologii, np.
dla k = 37

Teraz bedzie troche inaczej. Niech f: R — R bedzie dyfeomorfizmem klasy C?
prostej i niech f(0) = 0 oraz f/(0) = —1. Mamy wiec niehiperboliczny punkt staly. Z
uczynionego zatozenia wynika, ze

(f o £)"(0) = f"(£(0)) - (F(0))* + £/ (£(0)) - f(0) = f"(0) - (=1)* + (=1) - f"(0) = 0.

Ten wynik jest niezalezny od wartosci drugiej pochodnej funkcji f w zerze. To jest w
zasadzie fakt topologiczny. W dostatecznie malym otoczeniu zera funkcja
fof(x) = pla) = x + az®
jest dyfeomorfizmem. Punkt 0 to jego punkt staly. Jesli a > 0 iz < 0 oraz |z| jest
dostatecznie maty, to z < @(x) < 0. Stad tatwo wynika, ze lim ¢"(z) = 0, tutaj
" =popo---o0p. Jesli natomiast a > 01 x > 0 oraz x jestngoosotatecznie mate, to
n liter

wtedy lim ¢7"(x) = 0. Oznacza to, ze punkty z lewej strony sa przez punkt staly
przyci@%g;fe, a z prawej — odpychane. Tak jednak nie moze zdarzy¢ sie w przypadku
f o f, bo z punktu widzenia orbit tej funkcji pojecia prawa i lewa strona traca sens:
punkty z prawej strony przerzucane sg na lewa i odwrotnie, wigc dynamika po obu
stronach jest taka sama.

Jedli zalozymy dodatkowo, ze (f o f)”(0) # 0, np. f(z) = —x — 23, to po malym,
w sensie C?® zaburzeniu, trzecia pochodna funkcji g o g, g ~¢cs f, bedzie rézna od 0
w pewnym otoczeniu punktu statego g, ktéry znajdzie sie w poblizu 0. Wobec tego
w tak malym otoczeniu zera funkcja g o ¢ ma co najwyzej jeden punkt przegiecia.
Stad tatwo wynika, ze g o ¢ ma co najwyzej trzy punkty stale, g ma tylko jeden (to
stwierdzenie wynika juz z tego, ze g =~ f w sensie C''). Wobec tego dwa ,zewngtrzne”
punkty state g o g tworza orbite okresowa o okresie 2. Mozna tez zauwazy¢, ze jesli
punkt staty g jest odpychajacy, to g o g ma tylko jeden punkt staty, jesli natomiast
punkt staty g jest przyciagajacy, to powstaje tez orbita okresowa o okresie 2, ktora
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jest odpychajaca. Okazuje sie, ze zaburzajac mato w sensie C® dyfeomorfizm —z — 23

otrzymujemy tylko dyfeomorfizmy, ktorych zachowanie jest takie samo ja pewnych
dyfeomorfizmoéw, ktorych wszystkie orbity okresowe sa hiperboliczne.

Na koniec dodajmy, ze jesli rozpatrujemy rodziny przeksztalcen zalezne przynaj-
mniej od jednego parametru, to moze zdarzy¢ si¢, ze pojawianie si¢ opisanego wyzej
efektu jest nieuniknione. Méwimy wtedy o bifurkacji podwojenia okresu. Warunki na-
ktadane w ksigzkach na te rodziny powoduja, ze np. jednoparametrowa rodzina prze-
ksztatcen, wigc krzywa w przestrzeni przeksztalcen przecina hiperrpowierzchnie kowy-
miaru 1 zlozong z przeksztatcen majacych punkt staty opisamnego typu.



