Prawie elementarne sumowanie szeregu o wyrazie #
Skorzystamy po pewnym czasie ze znanej nieréwnosci podwéjnej sinz < x < tg x, ktéra zachodzi dla = € (0, §).

Najpierw jednak musimy przygotowac sie do jej zastosowania. Rozpoczniemy od dwéch wzorow

sin(mx) = () cos™ ' wsinz — () cos™? sin® z + ("F) cos™ 5 sin® z — (") cos™ =" sin”z+---,
m—4 ;.4

m=2gin? x + (") cos™*sin® @ — () cos™ 6 sin®a+---.

cos(ma) = () cos™ x — () cos

2 = —1 oraz z wzoru de

Te dwa wzory mozna udowodnié¢ za pomoca indukcji, ale mozna tez skorzystaé z tego, ze i
Moivre’a znanego z algebry liniowej: (cosx + isinx)™ = cos(max) + i sin(ma) , wystarczy zastosowaé do lewej strony
tej réwnosci dwumian Newtona, nastepnie poréwnaé czesci rzeczywiste i urojone prawej i lewej strony otrzymane;j

tozsamosci. Korzysta¢ bedziemy jedynie z pierwszego.
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n+1 > 2n417" "7 2n41

W pierwszej réwnosci podstawiamy kolejno w miejsce = liczby 2n11 ) 3 a zamiast m wpi-

sujemy 2n+ 1, korzystamy z tego, ze dla k = 1,2,...,n zachodza wzory sin 52— 2n+1 #0 , sin(km) = 0. Otrzymujemy

0= BT ) ot s — () ot g (U et b
= (1) cos® 2511 sin” 2511 oot (_DHGZE) sin®" 2511 =
= <2n1+1) (1 - sin’ 2511)n - (%;1) (1~ sin® 2311)7171 sin” 2511 + <2n5+1) (1 sin’ 2511)n Q(SmQ 2511)2 -
= () (1= sin® )" (sin® ) o (2 () (sin® gh3) "
Oznacza to, ze kazda z liczb sin? ﬁ , sin® % . ... ,sin? 2:11 jest pierwiastkiem réwnania
Cr 0 = ()= 2 () a7 = ()= ek (1 G =0,

Podstawiajac x = i do tej réwnosci i mnozac obie strony otrzymanego wzoru przez y" otrzymujemy réwnosé
(2n1+1) (y _ 1)n _ (2n3+1) (y _ 1)n—1 + (Qn;d) (y _ 1)n—2 _ (2n7+1)(y _ 1)n—3 4ot (_Dn(gzﬁ) =0.

Wynika stad, ze kazda z liczb ——ts—, —52o—, ... , =z jest pierwiastkiem réwnania z niewiadoma .
sin® 5ty sin® 520 sin? 52

Lewa strona tego réwnania to wielomian n-tego stopnia zmiennej y. WskazaliSmy n réznych pierwiastkow tego

wielomianu, czyli wszystkie. Sume pierwiastkéw mozemy znalezé korzystajac z wzoru Vieté’a. Wspdlczynnik przy y”

2n+1) (7{) o (2n+1) _ _2n(n+1§(2n+1) . Stad

2n+1) : .

w tym wielomianie to ( 1) = 2n+ 1. Wspétezynnik przy y" ! to —(

: . 1 1 1 _ 2n(n+1)@n+1) _ 2n(n+1)
wymka, ze e 2n"+1 + sin2 2311 + + e 277;11 = 3(2n+1) 3 .
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1 A 403 __ cos”t+sin®t __ 2 sz s e .
Jak wiadomo zachodza réwnosci 57 = o = ctg“t + 1. Z tej rownosci i poprzednio otrzymanego wzoru
. . . 2 1 2n—1
wnioskujemy, ze 22t ctg? T = "({;+ ) = 0l n )
Mamy tez ctg? Ar_ = L __ < L < A dla k= 1, 2,3,...,n. Sumujemy stronami otrzymane
2n+1 tg ‘5T (2k7r ) sin SnrT
n+1

n nieréwnosci, korzystamy ze znalezionych formul na sumy lewej i prawej strony, nastepnie wszystkie trzy strony

mnozymy przez (#) i oczom naszym ukazuje sie nieréwnosé:
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Jest to najprostszy dowdd jaki znam. Nie pisze najkrétszy, lecz najprostszy: stosowalisSmy tu srodki dowodowe
dostepne juz w pierwszym semestrze I roku dowolnych studiéw, na ktérych nauczana jest matematyka. Dowdd mozna
powaznie skréci¢ uzywajac bardziej zaawansowanych narzedzi matematycznych.

Zaprezentowane rozumowanie pochodzi ze znakomitej ksiazki ,Biblioteka kotka matematycznego, Arytmetyka i
algebra” autorstwa D.O.Szklarskiego, N.N.Czencowa oraz I.M.Jagloma, w jezyku rosyjskim, Moskwa . O Szklarskim
pozostali autorzy pisza, ze byl wspanialym matematykiem dydaktykiem, zginal walczac w obronie swej ojczyzny z
Niemcami, w pisaniu ksigzki juz udzialu nie bral, jednak zostaly uzyte jego notatki, jego wkiad w dzialalnos¢ koétka
matematycznego dla uczniow szkot srednich przy Moskiewskim Uniwersytecie Panstwowym im. M.Eomonosowa byt

bardzo duzy, wiec wystepuje na liscie autoréw tej i dwu innych ksigzek z zadaniami jako pierwszy.



