
Prawie elementarne sumowanie szeregu o wyrazie 1
n2

Skorzystamy po pewnym czasie ze znanej nierówności podwójnej sinx < x < tg x , która zachodzi dla x ∈ (0, π2 ) .

Najpierw jednak musimy przygotować sie� do jej zastosowania. Rozpoczniemy od dwóch wzorów
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Te dwa wzory można udowodnić za pomoca� indukcji, ale można też skorzystać z tego, że i2 = −1 oraz z wzoru de

Moivre’a znanego z algebry liniowej: (cosx+ i sinx)m = cos(mx) + i sin(mx) , wystarczy zastosować do lewej strony

tej równości dwumian Newtona, naste� pnie porównać cze� ści rzeczywiste i urojone prawej i lewej strony otrzymanej

tożsamości. Korzystać be� dziemy jedynie z pierwszego.

W pierwszej równości podstawiamy kolejno w miejsce x liczby π
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Oznacza to, że każda z liczb sin2 π
2n+1 , sin2 2π

2n+1 , . . . , sin2 nπ
2n+1 jest pierwiastkiem równania
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Podstawiaja� c x = 1
y

do tej równości i mnoża� c obie strony otrzymanego wzoru przez yn otrzymujemy równość
(

2n+1
1

)

(y − 1)n −
(

2n+1
3

)

(y − 1)n−1 +
(

2n+1
5

)

(y − 1)n−2 −
(

2n+1
7

)

(y − 1)n−3 + · · ·+ (−1)n
(

2n+1
2n+1

)

= 0 .

Wynika sta� d, że każda z liczb 1
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jest pierwiastkiem równania z niewiadoma� y .

Lewa strona tego równania to wielomian n–tego stopnia zmiennej y . Wskazalísmy n różnych pierwiastków tego

wielomianu, czyli wszystkie. Sume� pierwiastków możemy znaleźć korzystaja� c z wzoru Vieté’a. Wspó lczynnik przy yn
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Jak wiadomo zachodza� równości 1
sin2 t = cos2 t+sin2 t

sin2 t = ctg2 t + 1 . Z tej równości i poprzednio otrzymanego wzoru
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Mamy też ctg2 kπ
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dla k = 1, 2, 3, . . . , n . Sumujemy stronami otrzymane

n nierówności, korzystamy ze znalezionych formu l na sumy lewej i prawej strony, naste� pnie wszystkie trzy strony
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Jest to najprostszy dowód jaki znam. Nie pisze� najkrótszy, lecz najprostszy: stosowalísmy tu środki dowodowe

doste� pne już w pierwszym semestrze I roku dowolnych studiów, na których nauczana jest matematyka. Dowód można

poważnie skrócić używaja� c bardziej zaawansowanych narze� dzi matematycznych.

Zaprezentowane rozumowanie pochodzi ze znakomitej ksia� żki „Biblioteka kó lka matematycznego, Arytmetyka i

algebra” autorstwa D.O.Szklarskiego, N.N.Czencowa oraz I.M.Jag loma, w je� zyku rosyjskim, Moskwa . O Szklarskim

pozostali autorzy pisza� , że by l wspania lym matematykiem dydaktykiem, zgina�  l walcza� c w obronie swej ojczyzny z

Niemcami, w pisaniu ksia� żki już udzia lu nie bra l, jednak zosta ly użyte jego notatki, jego wk lad w dzia lalność kó lka

matematycznego dla uczniów szkó l średnich przy Moskiewskim Uniwersytecie Państwowym im. M. Lomonosowa by l

bardzo duży, wie� c wyste� puje na líscie autorów tej i dwu innych ksia� żek z zadaniami jako pierwszy.


